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Introduccién

Desde que en el siglo XVII Newton y Leibnitz pusieron las bases de lo que ahora llamamos
Cdlculo Diferencial, las ecuaciones diferenciales han sido una herramienta matematica fun-

damental para modelar sistemas fisicos.

La teoria de las ecuaciones en derivadas parciales es con toda seguridad la disciplina de
las matematicas con una mas clara motivacién aplicada. Tengamos en cuenta que la inmensa
mayoria de estas ecuaciones deben sus nombres a personalidades cientificas de la ciencia
tecnoldgica aplicada y surgen como modelos matematicos asociados a diferentes fenémenos
de la fisica (movimiento vibratorio, difusién del calor, ...), quimica (procesos de reaccién-
combustion), entre otros. Por todo ello, el estudio de estas ecuaciones es muy importante y

resulta de indudable interés.

Las leyes fisicas que gobiernan un sistema determinan las ecuaciones correspondientes,
que después intentamos resolver, es decir, de las cuales intentamos obtener una expresién
del estado del sistema en el instante de tiempo t. A veces el sistema fisico que queremos
modelar es demasiado complejo no sélo para resolver efectivamente las ecuaciones asociadas
sino incluso para llegar a formular un conjunto de ecuaciones diferenciales que sea suficien-
temente representativo de sus caracteristicas. Resulta que en muchas de estas situaciones
“desesperadas” es posible usar cierta informacion parcial al alcance sobre las fuerzas que

interactian y a cambio obtener determinados resultados parciales del problema.

Supongamos que se tiene un sistema fisico modelado por una ecuacién en derivadas
parciales. Supongamos que el sistema tiene una perturbacién aleatoria, tal vez por algin
tipo de ruido blanco. ;Como evolucionan en el tiempo? Piénsese por ejemplo en una guitarra

dejada sin cuidado al aire libre. Si llamamos u(x,t) a la posicién de una de las cuerdas en el



INTRODUCCION 2

punto x y el tiempo ¢, entonces u(z,t) podria satisfacer la ecuacién de onda:

0’u  0*u

o ox
Sin embargo, si una tormenta de arena soplase, la cuerda seria bombardeada por una
serie de granos de arena. Representemos la intensidad del bombardeo en el punto x y en el
instante de tiempo ¢ por W. El nimero de granos golpeando la cuerda en un punto e instante
dado serd en gran parte independiente del niimero de golpes en otro punto e instante, de
modo que, después de restar una intensidad media, W podria ser aproximado por un ruido

blanco, y la ecuacién final seria:

0*u 0% -
az gz W

donde W es un ruido blanco que depende del tiempo y el espacio, o, en otras palabras, un

ruido blanco de dos parametros.

Una peculiaridad de esta ecuacién (no es de extranar teniendo en cuenta el comportamien-
to de las ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas) es que ninguna de las derivadas
parciales en ella existen. Sin embargo uno puede reescribirla como una ecuacién integral,
y entonces mostrar que en esta forma existe una solucién la cual es continua, aunque no

diferenciable.

En una dimensién mayor (con un parche de tambor, por ejemplo, en lugar de una cuerda)
esto no funciona: la solucién resulta ser una distribucion, no una funcién. Este es uno de los
obstaculos técnicos en el tema: hay que ocuparse de la solucién distribucién - valor, y esto ha

generado una serie de enfoques, la mayoria con un uso bastante amplio de anédlisis funcional.

Nuestro mayor enfoque sera (tal y como lo dice el titulo) a la Ecuacién del Calor. Esta
fue presentada en 1807 por el matemético francés Joseph Fourier, quien por primera vez
realiza estudios sobre la propagacion del calor y su teoria es recibida con una inesperada
aceptacion, pero que debido a su falta de rigor matematico no es publicada sino hasta 1822

cuando él mismo era el Secretario Permanente de la Academia de Ciencias de Paris.
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La ecuacion del calor describe como se distribuye la temperatura en un cuerpo sélido en
funcién del tiempo y el espacio. El interés en su estudio radica en las multiples aplicaciones
que tiene en diversas ramas de la ciencia. En las matematicas generales, representa la tipica
ecuacién en derivadas parciales parabdlica y concretamente en la estadistica esta relacionada

con los procesos aleatorios. Su expresién matemaética es la siguiente:

ou
—=Au+F
o u+ F(x,t),

donde A representa el laplaciano de u y F un agente externo. Nuestro objetivo estd en
el estudio de esta ecuacién cuando la funcién F' es un proceso estocastico, es decir ;Que
pasaria si la ecuacion del calor fuese perturbada por un agente externo aleatorio?, en esto se

basara nuestro estudio.

Obtendremos, a partir de la ecuacion del calor estocastica perturbada por un ruido blanco
un movimiento browniano fraccionario y posteriormente estudiaremos ciertas propiedades de
este proceso tales como “tocar puntos” y “tener dobles puntos”. Para esto, se requiere un
estudio previo referente a la teoria de proceso gaussianos para posteriormente resolver la
ecuacion del calor estocéstica y estudiar propiedades de regularidad de la solucién de dicha
ecuacion. El siguiente paso sera entender el por qué de la necesidad de colorear el ruido en
la ecuacién del calor estocastica y luego 6btener el movimiento browniano fraccionario para

asi estudiar algunas propiedades de éste.



CAP{TULO 1

Vectores Gaussianos Aleatorios

1. Vectores Gaussianos Aleatorios

DEFINICION 1.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una
funcion medible

X:Q0—=R

que a cada w € 2 le asigna un valor X (w).

DEFINICION 1.2. Sea T un conjunto cualquiera. Dado un espacio de probabilidad (2, F, P),
un proceso estocdstico (o proceso aleatorio) con espacio de pardmetros T es una coleccién
de variables aleatorias a valores en R indexadas por T'. Es decir, un proceso estocastico X
es una coleccién

{X;:teT}

donde cada X; es una variable aleatoria.

DEFINICION 1.3. Una variable aleatoria G se dice que tiene distribucion normal o Gaus-
siana o que estd normalmente distribuida, con pardmetros u y o%(o > 0), si su funcién de
densidad de probabilidad esta dada por

1 _(@—w)?
e 202

fz) =

o\ 2w

para todo x € R.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria normal es

1 b eew?
P(G<t)= /e_(zoé) dx

oV 2T

para todo t € R.

DEFINICION 1.4. Sea G = (G41,Gs,...,G,) un vector de variables aleatorias y t =

(t1,...,t,) un vector en R". Diremos que la distribucién de G es Gaussiana si

<G, t> - Z Gjtj
7=1



1. VECTORES GAUSSIANOS ALEATORIOS 5

es una variable aleatoria Gaussiana. Se puede demostrar, que esta definicion es equivalente
a decir que G es Gaussiana si y solo si existe ¢ € R™ y una matriz C' no negativa definida

de orden n tal que

E [€<it,G>] _ e(it,u)—%(t,Ct)

DEFINICION 1.5. Sea G = {G(t) }ser una coleccién de variables aleatorias indexadas por
T. Decimos que G es un proceso Gaussiano si (G(t1),...,G(t,)) es un vector de variables

aleatorias Gaussianas para cada t{,...,t, € T

Presentaremos un resultado que garantice la existencia de un proceso gaussiano dada una
funcién de covarianza simétrica no negativa definida. Para esto, procederemos al igual que

en [5] (Khoshnevisan. Davar pdg. 3) y comenzamos con el siguiente teorema.

TEOREMA 1.6. Sea T' un conjunto cualquiera, p :' T" — R y C' : T x T — R tal que
C(s,t) = C(t,s) para todo t,s € T y para F C T, {C(s,t)}ster €s una matriz no negativa
definida. Entonces existe un proceso Gaussiano {X;er con funcion de media v y funcion

de covarianza C'.

DEMOSTRACION. Puede verificarse la prueba al detalle en [2] (Dudley R. M. pdg. 443).
O

PROPOSICION 1.7. Sea T = [0,00), u(t) =0, y C(s,t) = min(s, t) para todo s, t € [0, 00),

entonces C' es no negativa definida.

DEMOSTRACION. En efecto, para todo z1,...,2, € Cy ty,...,t, >0
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k& ko k
DD HACH ) =) Y zamin(t;, h)
j=1 I=1 j=1 1=1
k k 0o
=Y [ @)l (a) d
j=1 1=1 0
c~ k k
= [ s @) )
0 j=11=1

2

dx

:/0”

> 0.

k
D Uy (z)z
j=1

O

La funcién C' es también simétrica pues min(s,t) = min(¢,s), se puede demostrar que
ésta es la funcién de covarianza de algun proceso Gaussiano (Ver [10] Wschebor, Mario pag.

12) B :={B(t)}+>0. A tal proceso lo llamaremos movimiento Browniano.

Enunciaremos ahora sin demostracion la siguiente proposicién

PROPOSICION 1.8. Sea {G(t)}rer un proceso gaussiano, E, F C T'. Los procesos {G(t) her
y{G(s) }er son Gaussianos independientes si y solo si C(s,t) =0 para todo s € E yt € F.
FEs decir, que para todo sy,...,s, € E y todo ty,...,t, € F, los vectores (G(s1),...,G(sy))
y (G(t1),...,G(tm)) son Gaussianos aleatorios independientes si C'(s,t) = 0.

PROPOSICION 1.9. Sea s > 0, entonces el proceso { B(t + s) — B(s) }i>0 es independiente
de {B(u) }ocuss-

DEMOSTRACION. Gracias a la Proposicién es suficiente demostrar que parat > 0y

0 <u < s se tiene

E[(B(t +s) = B(s))B(u)] = 0
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pero esto es sencillo de probar pues
E[(B(t + ) — B(s))B(u)] = E[(B(t + 5) B(u)] — E[B(s) B(u)]
= min(t + s,u) — min(s, u)
=0.

O

DEFINICION 1.10. Sea T'= R" = [0, 00)", definimos la Hoja Browniana como el proceso
Gaussiano B = {B(l) },ery con funcién de media u(t) = 0 para todo t € R} y funcién de

covarianza
n
C(Sa t) = H min(sj7 tj)a
j=1

para todo s,t € R?. Claramente, C' es una funcién simétrica no negativa definida sobre

R? x R%. La hoja Browniana suele llamarse también proceso de Wiener de n pardmetros.

DEFINICION 1.11. Sea B = {B(t) };crz una hoja Browniana, definimos el siguiente pro-
ceso estocastico de n parametros X como sigue:

B(e™, ... e)
1t tin .
e~ 2

X(t) =
Este proceso es llamado Hoja de Ornstein - Uhlenbeck.

DEFINICION 1.12. Sea T' = B(R™) la coleccién de todos los subconjuntos de R™ Borel —

medibles. Definimos el Ruido Blanco en R™ como el proceso Gaussiano W = {W(A)} aer

con funcién de media E[W(A)] = 0 para todo A € T'y funcién de covarianza
C(A,B) = Cov(W(A),W(B)) = \" (AN B),
donde A denota la medida de Lebesgue n-dimensional.

NOTACION 1.13. En adelante, denotaremos por x al vector x = (x1, ..., x,) mientras que

un elemento en R lo denotaremos con x.

PROPOSICION 1.14. La covarianza de un Ruido Blanco es una funcién sobre B(R™) x

B(R™), no negativa definida.
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DEMOSTRACION. Para realizar esta demostracién se procede de manera similar a como

se hizo en la proposicién [I.7] Esto es,

ZZz]zl (Aj, Ay) ZZ%%COU Aj), W(Al))

j=1 j=1 1=1

—ZZZ]ZI (A;NA)

7=1 [=1

= Zzzjzl/ 1404, (x

7j=1 1=1

—Zzzm/ (x)1L, (x) dx

Jj=1 [=1

/ZZZJZIHA )Ly, (x) dx

7j=1 [=1
2

dx

ZZ]HA
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2. Integral de Wiener

Hasta ahora hemos presentado algunos de los procesos gaussianos aleatorios mas estu-
diados, en esta seccién tenemos como objetivo principal construir la integral de Wiener la

cual se define a partir de un Ruido Blanco.

DEFINICION 1.15. Sea 1 < p < oo y (R", B(R"), 1) un espacio de medida, llamaremos

LP(p) al conjunto de funciones medibles con potencia p integrable, es decir

Lp(,u):{f:R"H[—oo,oo]:fesmedibley/ |fIP dp < oo}

n

La expresion ( [p. |f|P dp)'/? se suele denotar por || f|, y se le llama norma p de f.

Sea W un ruido blanco en R™. Queremos definir W (h) donde h es una “buena” fun-
cién. Primero identificamos W(A) con W(1l,). Més generalmente, definimos para todo
Ay, ..., A € B(R") disjuntos y ¢q,...c, € R

k k
W (Z cj]IAj) = chW(Aj).
j=1 Jj=1
Las variables aleatorias W (A,), ..., W(A}) son independientes pues Ay, ..., A, € B(R") son
disjuntos y por lo tanto, si i # j

="(0)
=0.
De esta manera,
k 2 [ k 2
J=1 L2(P) L =t
[ k k . .
Li=1 j=1

Ahora bien, debe ocurrir que ¢ = j pues en caso contrario C'(4;, 4;) = 0 tal y como

vimos anteriormente, entonces
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L2 (Rn)

La teorfa cldsica de integraciéon nos permite afirmar que para toda funcién h € L?(R")
podemos encontrar h,, de la forma Zf(:”l) cinlla,, talque Ay, ..., Agm)n € B(R™) son disjun-

tos y ||h—hp||L2mn) — 0 cuando n — oo. Esto y el célculo anterior nos dice que {W(hy)}22,

es una sucesién de Cauchy en L?(P). Denotemos su limite por W (h). Esto es lo que llamamos

integral de Wiener de h € L*(R").

La principal caracteristica de la integral de Wiener es que

W (B)||r2(py = ||| 2@,

es decir, W : L*(RN) — L?(P) es una isometria.

En adelante, usaremos la siguiente notacién

NOTACION 1.16. Denotaremos la integral de Wiener de la siguiente manera:
W)= [ fly)dWy,
RT’L

donde y € R™ y W es un ruido blanco en R™.



CAP{TULO 2

Solucion de la Ecuacion del Calor Estocastica

En este capitulo tenemos como objetivo principal resolver la ecuacién del calor con una
perturbacion estocastica dada por un ruido blanco aditivo en dos situaciones diferentes:
cuando x € I C R y cuando = € R. Para esto utilizaremos dos métodos muy conocidos
en la teoria de resoluciéon de ecuaciones en derivadas parciales: mediante series de Fourier y

posteriormente utilizando la transformada de Fourier.

La ecuacién que deseamos resolver es la siguiente:

du 10%u :

donde W es un proceso estocéstico llamado ruido blanco el cual fue definido en el capitulo

anterior.

Resulta que en nuestro caso de interés, cuando W es un ruido aleatorio, la ecuacién ([2.1])

no tiene un significado clasico.

Como en toda ecuacién en derivadas parciales, el objetivo de hallar su solucién es de-
terminar la funcién u(z,t) que satisface dado un dato incial y establecidas condiciones
sobre el espacio en que estd x. En la ecuacién del calor la funcién u(z, t) representa la tempe-
ratura de un cuerpo en el instante ¢ en el punto z, en nuestro caso tenemos una perturbacion

aleatoria W que convierte una ecuacion de un modelo fisico en un modelo estocéstico.

11
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1. Solucion Ecuacion del Calor por Series de Fourier

Tal y como dijimos en los preliminares de este capitulo estamos interesados en resolver
la ecuacion (2.1, en nuestro caso consideraremos el siguiente problema donde 0 < < L'y

t > 0, se consideran también condiciones de Dirichlet y un dato inicial que sera la funcion f.

( Ou 1 0% :
(2.2) u(z,0) = f(z)
u(0,t) =0, wu(L,t)=0.

Ahora bien, supongamos que la solucién del problema anterior puede ser expresada de la

siguiente manera:
u(z,t) = h(z)p(t),

derivando se tiene

ou

S ) = k@ (o),

O (1) = W @)l

Al sustituit en el problema ([2.2)) se obtiene el siguiente problema de Sturm - Liouville:

(2.3)

y autofunciones

on(w) = {sen ()},

Escribimos ahora la solucién u(zx,t) en terminos de las autofunciones

Supongamos que W es ahora una funcién a valores reales que depende de (x,t) es decir,

W no es un ruido blanco sino que lo consideraremos como una funcién F', esto es

F:R?> - R.
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Realizamos entonces también la expansion de F'y f por Series de Fourier, esto es

F(z,t) = iFn(t) sen (?) ,

fla) = ifn sen ("70)

donde los F,,(t) y f,. son los coeficientes de la serie de Fourier, los cuales se expresan a seguir

F,.(t) = %/OL F(x,t)sen (?) dx

o= %/OL f(z)sen (n_zx) dx.

Sustituimos ahora las funciones expandidas mediante series de Fourier en ([2.2)), obtenien-

do asi la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

o (1) + %un(t) (?)2 — Fy(t)da.

Utilizando la condicién inicial u(z,0) = f(x) se sigue

gun((]) sen <$) = g fnsen (?) dx,

de donde

Obteniendo asi el siguiente problema de valor inicial que se resuelve utilizando métodos

clasicos de resolucion de ecuaciones diferenciales
1
u, (t) + §Anun(t) = F,(t)

un(0) = fo.

Multiplicamos la ecuacién diferencial del problema ([2.4)) por el factor integrante u(t) =

(2.4)

1
ez?t esto es

1

1
(2.5) (D)™ 4 S A (£)e 2 = Fy (et

n

Notemos que la ecuacion (2.5) puede ser escrita también de la siguiente manera
1

d L
T (5)edV) = Fy(s)et

Ans
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Integrando desde 0 hasta ¢ respecto de la variable s en ambos lados de la igualdad

t d 1 ¢ . 1
/—(u’n(s)e?’\"s)ds:/ F(s)ez**ds.
o ds 0

Por teorema fundamental del calculo

de donde
t
un(t) = (/ F(s)e2**ds + un(O)) e~ 2t
0
Finalmente,
2 t L ©°©
u(z,t) :Z/o /o ;F(y, s) sen (%) sen (?) e 22 (=5) dy s
(2.6) N

2 [FS nmwy nmwx 1
+ = sen <—> sen (—) e 2t dyds.
L)) e (] - y
Consideraremos la ecuacién anterior como la solucién del problema (2.2) mediante el uso
de series de Fourier cuando F' es un campo escalar. Ahora bien, si retomamos nuevamente

F =W como un ruido blanco entonces la expresion (2.6) (siguiendo nuestra notacion), se

escribe como

9 t L ©°©
u(x,t) Zz/ / Z sen (?) sen (?) 6_%/\"(t_s)dWy,s
0 J0 g

2 [1& nmy nmT 1
+ = sen (—) sen (—) e 2 Ml dyds.
L)) e (] d y
En vista del procedemiento realizado, esta tultima expresién sera (por conveniencia) la

solucién al problema (2.2) que consideraremos cuando W es un ruido blanco.
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2. Solucion de la Ecuacion del Calor por Transformada de Fourier

DEFINICION 2.1. Sea f € L'(R") definimos la Transformada de Fourier de f la cual

denotaremos por F[f] como

FUN) = g [ ()

escrito en coordenadas, tendriamos
1

Flfl(wi, ... wn) = W/ ilwrenttonen) (g Vday . day,.

La transformada de Fourier es 1til para resolver ecuaciones en derivadas parciales, de-
bido a que convierte una diferenciacién en una multiplicacién algebraica simple. Es comtn
preguntarse si existe alguna otra transformada que permita retornarse a la funcién que se

tenia anteriormente, por esta razén, introducimos la siguiente definicién.

DEFINICION 2.2. Sea f € LY(R") definimos la Transformada Inversa de Fourier de f la

cual denotaremos por F~![f] como
FAN) = [ e p)

Ya que |e*™¥)| = 1 para todo x,y € R y f € L*(R"), las integrales de las definiciones

anteriores convergen para cada w,x € R".

Anteriormente indicamos que el operador F~! invierte a F, esto quiere decir, que para

cada f € L'(R") si F[f] € L'(R"™) se tiene que

para cada x € R"™.

El siguiente teorema es de vital importancia en la resolucion de la ecuacion del calor y

es muy util cuando se tiene un producto de transformadas de Fourier

TEOREMA 2.3. (Teorema de Convolucién). Consideremos f,g € LY(R"), F[f * g] €
LY (R"™) y F[f]F|g] € L'(R"™) entonces

[*g -1
@) = F [FIfIFq]]-
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DEMOSTRACION. Realizaremos la demostracién para el caso n = 1, el caso n > 1 se

realiza de manera andloga. Sean f,g € L'(R"), nétese que

[ [ 11t = 2lasdz = [15)] [ 19t~ o] s
= [17G gl az
= 1/lhllglh.

Del teorema de Fubini tenemos que f * g € L'(R), asi que su transformada de Fourier

estd definida. Luego,

Ff+ g = % /_Z(f r g)edzs — % /: /: F@)g(z — 2)e™ dads.

Obsérvese que |f(z)g(z — z)e”™| = |f(x)g(z — x)| por lo tanto, aplicando nuevamente el

Flf gl = /Z f(x) (/Z g(z — x)eizwdz> dz.

Teorema de Fubini

Haciendo el cambio y = 2z — x; tenemos dy = dz, y por lo tanto

Flfxg]l = % /_oo f(x) (/_OO g(y)e“y”)“’dy) dx

o0

1 o) ) fe'e) )
- 1TW iyw
o [t ([ ey e
=9 1 Oof()i:vwd 1 oo ()iywd
=27 | 5 N v)edz | | o 7oogye Y
= 2nF[f]Fg].
Hemos obtenido lo siguiente
Flf gl = 2nFf1Fg],
podemos aplicar transformada inversa de Fourier en ambos lados de la igualdad y obtenemos

f*g_ —1
2 =7 [

FFgll-
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Nuestro interés ahora es resolver el problema

ou_ 100
(2.7) ot 20x2
u(z,0) = f(x),

con r € R (similar a [2.2)) utilizando el operador antes mencionado, para esto debemos
calcular la transformada de Fourier de las derivadas que se encuentran involucradas en la

ecuacion del calor, es decir, debemos realizar los siguientes calculos:

F %] (w,t) vy f[%] (w, ).

En efecto,
[ - e
2L [ et
= %J—“[u](w,t).

Por otra parte, queremos calcular F [g—;(x,t)], para esto realizaremos integracion por
partes y ademds si consideramos que v — 0 cuando x — 400 como en [4] (Haberman.
Richard) entonces las contribuciones en los puntos extremos de la integracién por partes se

anulan, todo esto se resume al siguiente calculo:

j’:[@} (w,t) = ! / eim%(x,t) dx

Ox T o)
1 . w  iw [,
= —e“u(x,t) s e"““u(x,t) d
2 T 21 o
= —iwFul(w,t)

Podemos obtener de modo similar las transformadas de Fourier de orden superior y asi

d [gﬂ (w,t) = (—iw)"Flu)(w, t).

Con esto, procedemos a resolver el problema (2.7)) utilizando transformada de Fourier.

Suponemos ahora (al igual que antes) que W es una funcién F que depende de (x, ).

Aplicamos a toda la ecuacion en derivadas parciales dada en ([2.2)) la transformada de Fourier,
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esto s i [%] wi=lr [gz} (1) + F[F] (1),

Para simplificar la notacién denotaremos u = Flu|, entonces
(2.8) 4 -wu=F.

Nétese que la la expresion ([2.8) es una ecuacién diferencial ordinaria de variable dependiente
t la cual se resuelve multiplicando ambos miembros de la igualdad por el factor integrante
1u(t) = e2+’t, obteniendo

eé‘“%% + e?‘”Qt;wQﬁ = F(w,t)es™,

Lo b 12
- | F wis
/ 55 ( (w, s) )ds /0 (w, s)ez* *ds,

utilizando teorema fundamental del calculo se sigue

equivalentemente,

~

t
i(w, e’ — G(w,0) = / Fw, s)e2 *ds,
0

ahora bien, sabemos que U(w,0) = 5= [* u(z,0)e™?, as

o0

_ ) 1 : !
U(w, t)er™t — — u(z,0)e“de = / F(w,s)ez 2975 (s,
2m —00 0

pero las condiciones iniciales del problema (2.2)) nos indican que u(z,0) = f(z) asi

1 [ ‘ PN
- —/ f(x)e™*dr = / F(w, S)G%WZSdS.
T J - 0

Por definicién, 5- [7° f(x)e™*dx = F[f] entonces

despejamos u y se obtiene

¢
U(w,t) = / Fw, s)e2 e~ 2%"tds + F[fle 2",
0

aplicamos ahora transformada inversa de Fourier en ambos lados de la igualdad, es decir

FHa] (z,t) = F [/tﬁ(w, S)eé“’%e_é“’%ds} + F1 [f[f]e_%wzt] .
0
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Calculemos ahora por separado las inversas de transformada de Fourier

(2.9) F { /0 t Flw, 5)€—éw2<t—s)ds]
y
(2.10) F e

Para resolver ([2.10) usamos el Teorema de Convolucion, el cual nos permite escribir la
siguiente expresion:

(f x« F1 [e‘éwﬂ) ()

27

FoUFe ] =

Ahora bien, realizando una completacién de cuadrados en el exponente de la funcion

exponencial se sigue

o)
_ _1.,2 i _ 1.2
F 1 [6 W ti| :/ o WT,—3w tdw

_1 2 2iwzx
:/ e sHW += )dw
—0o0
00

Luego, si sustituimos
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De manera analoga se resuelve (2.9) obteniéndose

[
t T 2(t—s)
F [/ F(w, s)e” 20 ds] / / dyds.
0 27T V2r(t —s)

Luego la solucién u(zx,t) viene dada por:

- 2t z(z;s)
(2.11) u(z,t) / fy ey +/ / dyds.
27r 27T V2r(t—s)

Al igual que en la seccién anterior, retomaremos como F = W un ruido blanco definido

anteriormente, entonces la expresién (2.11)) puede escribirse (usando la notacién convenida

desde el principio) como:

”/fz_w% //m

Resolver el problema (2.7) considerando desde un principio que W es un ruido blanco

no esta correcto matematicamente hablando, ya que W no es una funcién sino un proceso
estocastico que no se puede realizar en un espacio de funciones, por esta razén tal y como

se hizo en la seccién anterior tomaremos por conveniencia esta ultima expresion como la

solucién al problema ([2.7)).



CAPITULO 3

Regularidad de la Solucién de la Ecuacién del Calor Estocastica

En el capitulo anterior obtuvimos un proceso u(x,t) a partir de la ecuacién del calor, el
cual es un proceso gaussiano centrado. Aqui, queremos estudiar ciertas propiedades de tal
proceso, estudiaremos principalmente la covarianza y continuidad de Holder del mismo, por

esta razén introducimos las siguientes definiciones.

DEFINICION 3.1. Sean X y X dos procesos estocésticos indexados por algiin conjunto

T. Decimos que X es una modificacion de X si y solo si

para todot € T'.

DEFINICION 3.2. Una funcién f : R® — R se dice que es globalmente Holder continua

con indice « si existe una constante C' tal que para todo x,y € R"

[f(x) = fWI < Cllx=yl*

Asi mismo, diremos que f es una funcion localmente Holder continua con indice « si para

todo compacto K C R"™ existe una constante Ck tal que

[f(x) = F)I < Ckllx = y[I%

para todo x,y € K.

PROPOSICION 3.3. (Teorema de Kolmogorov)
Sea { X (t) }sern un proceso indexado por R™. Si para todo conjunto compacto K C R™ existen

constantes Ci,px > 0 y vg > n tales que
E[IX(s) = X(@)<] < Cklls — ¢,

para todo s,t € K entonces X tiene una modificacion X la cual es Hélder continua (local-

mente).

21
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DEMOSTRACION. La prueba se puede verificar al detalle en [5] (Khoshnevisan. Davar).
U

Recordemos que la solucién de la ecuacién del calor obtenida anteriormente es la siguiente:

x t / f 2t
27T

Debemos tener en cuenta que el término

/ * fly)e o ay
o V2mt

es deterministico, es decir, no es un proceso aleatorio y por lo tanto, consideraremos la

DT s)
/ / \/27rt—s W,

solucion de la ecuacién del calor pero con la condicién inicial donde f = 0, es decir, consi-
deraremos el siguiente proceso

2

(3.1) (1) // \/%

Este proceso es Gaussiano centrado, y para procesos Gaussianos, la Holder continuidad de
la covarianza con cualquier exponente mayor o igual a cero es suficiente para garantizar
la continuidad casi segura de las trayectorias del proceso. Esto es asi porque la diferencia
entre dos variables aleatorias conjuntamente Gaussianas es Gaussiana y cualquier momento
de esta diferencia es sélo una potencia de la varianza de la diferencia. Es decir, para algin

k., € R que solo depende de n, es sencillo de demostrar que

E([Y]"] = k. (E[IY]?]) % .

Por esta razon, para procesos Gaussianos la Holder continuidad de la covarianza con expo-
nente mayor o igual a 2 es suficiente garantia para que valga el Teorema de Kolmogorov.

Sobre el proceso (3.1 realizaremos nuestro estudio y enunciamos el siguiente teorema

TEOREMA 3.4. El proceso z(x,t) definido por

2

6 2(t S)
:(:t //
\/27‘(‘ t—s
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tiene funcion de covarianza

(z—7)2
6 2((t—s)+(t—s))

/ \/27T t—s)+(t—s))

DEMOSTRACION. Informalmente podemos decir que el proceso W tiene como funcién de

ds.

Elz(z,

covarianza B[W (z, )W (y, s)] = 6(z — y)d(t — s), utilizando esto se sigue que

2

_Gow)
1 2<t s> ]I =(s)e 206-9)
E[2(z, / / n4(s)e” 07(8) dyds

V2m(t — s) /QW(%”_ s)

(z— y)2 _(i(*y)?
6 2(t—s) e 2(t-s
/ / dyds
Ver(t—s) \/27r t—s)
<z w? | G= y>2>

(t B) (T—s)
/ / dyds
% 27 )(t —3)

(t $)+(E=9))y? +2(E—9)z+(t—9)D)y+(E—s)z>+(t—5)F>

t—s)(i—)
/ / — dyds
2w/ (t — s)(t — s)

Luego completamos cuadrados y la integral anterior se escribe como

Elz(z,t)z(z,t)]

(t—s)(t—s) ((t—s)+(t—s)) ((t—s)+(t—s))
=) (=)

:/o /—ooe o1/ (t — 8)(F — 3) s

La integral mas interna (la que se integra respecto a dy), a pesar de parecer muy extensa

- T—s)at(t—9)7)\ 2, [ ((=9)22+(¢—9)72) [ (f—s)z+(t—s)F 2 -
((t=5) (=) (o4 (22 E=0D) ) ¢ 7( ¢ ) (((t=)+(F=5)))

|
ol

. . . o0 2 . .
se resuelve de manera similar a la integral f_oo e " dx, y da como resultado lo siguiente

(z—7)*
6 2((t—s)+(t—s))

/ \/27r t—s)+(t—s))

(3.2) E[z(z,
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Ahora bien, nuestro objetivo es demostrar la siguiente desigualdad:
E[(z(z + h,t + h) — 2(x,1))"] < Ch®

donde, '« son constantes positivas y 0 < h < 1. Es decir, veremos que la solucion de la
ecuacion del calor es una funcién Holder continua.

En efecto, notemos que

E[(z(z + h,t + h) — z(z,1))*] = E[(2(z + h,t + ) — z(x,t) + z(z,t + h) — z(z,t + h))?]
< 2E[(z(x + h,t + h) — z(2,t + h))?]

+ 2E[(2(x,t + h) — 2(z, 1))

Estudiaremos por separado las siguientes esperanzas

(3.3) E[(z(x + h,t + h) — z(z,t + h))?]
y
(3.4) E[(z(z,t + h) — z(z,1))?].

Efectivamente, para hallar E[(z(z,t))?] s6lo debemos hacer = 7 y t = ¢ en la ecuacién (3.2)

y de esta forma se obtiene la siguiente integral, la cual es sencilla de calcular

2

) e 20— s>+>t B) Vi
E[(z(w,t))]:E[ ( / \/27'(‘ t—s t—s \/2 t—s \/—

Utilizando este hecho y teniendo en cuenta la linealidad de la esperanza se obtienen los

siguientes calculos

E[(z(z,t +h) — z(x,1)%] = E[(2(z,t + h))?] — 2E[z(z,t + h)z(x,1)] + E[(2(z,1))?]
Vi+h 2 [ ds Vi

Vi Vo i vk v
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Es posible demostrar que v/t + h — v/t < v/h, utilizando este hecho obtenemos la cadena de

desigualdades que vemos a continuacion

Vit+h 2 tdu Vit

E[(z(x,t + h) — z(z,1))%] = NN = Ny + N

L N B R
:T<m‘ <@—m+ﬁ>
SVE+h— VAt +V2h+ Vi
<Vi+h—Vi+V2h

<Vh+V2h

< (14+v2)Vh.

de esta manera, hemos acotado la esperanza (3.4)).

Para abreviar la notacién podemos hacer ¢ 4+ h =7 en (3.3).
E[(z(z + h,t + h) — z(z,t + h))*] = E[(2(z + h,t + h))?] — 2E[z(z + h,t + h)z(z,t + h)]
+ E[(2(z,t + h))?]
= E[(2(z + h,1))’] - 2E[2(z + h,%V)Z(wf)] +E[(2(2,1))’]

e 4(t 5)

o e

s
G

Por otra parte, es posible demostrar también que 1 — e @ < 2% cuando 0 < 3 <

NJI»—A

teniendo en cuenta esto se sigue que
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) 2 t 1 h2 B
E[(z(x 4+ h,t+ h) — z(x,t + h))7] < \/%/0 — ((4(?—3)) /\(1)) ds
) ~ ~

h2At 1 9 tAh 1,28
S / —du / —du
21 Jo Vu \/ o2maB Jp2  ufta

26

2 Ju h2/\{+ 9 25 us—?8 tAh
o 2 o V2rdPh 5 =B |
4 = 2 h28 ~ 8
— VI AT+ (Enn) = )57
2m \/27r4ﬁ%—5 ( ) ()
4 2 h?8 1 1
< h + (hrﬁ — (R? Tﬁ>
V27 V2m48 L -3 (")
4 2 hatf
< ——h+ .
V2T V2148 5= I}

Luego, se sigue que
E[(z(z + h,t + h) — 2(2,1))%] < 2E[(2(x + h,t + h) — z(z,t + h))?]

+ 2E((2(z, t + h) — 2(z,1))?]

4 h%+ﬁ

(1+\/_)x/_+\/_ =T

Ahora bien, si consideramos 0 < h < 1 tenemos hath < \/E y h < \/ﬁ entonces

E[(z(z + h,t + h) — 2(z,1))%] < 2(1 + V2)Vh + —Vh + Vh

=

8 4
:(2(1+\/§)+\/—2—7T+\/—2—7r)\/ﬁ
— Ohs.

Justamente, lo que queriamos demostrar.



CAP{TULO 4

Solucion de la Ecuacion del Calor Estocastica en dimension n > 1

En adelante, resolveremos la Ecuacion del Calor Estocastica para dimension n > 1. Nos
limitaremos a resolverla para n = 3 por razones de notacién, los deméds casos son analogos,

entonces procederemos a resolver el siguiente problema:

ou 1
@) i §Au+F(X,t)
u<X7 0) = f(X),

donde, x € R3, ¢t > 0 y F es una funcién cuyas caracteristicas determinaremos posterior-

mente.

Tal y como se dijo, nuestro interés ahora es resolver el problema (4.1) utilizando la
transformada de Fourier, para esto debemos calcular dicha transformada de las derivadas que
se encuentran involucradas en la ecuacion del calor, es decir, debemos realizar los siguientes

calculos:
F %] (w,t) y F[Au] (w,t).

En efecto,

ou 1 o Ou
e _ i{w,x) 7
F [875] (w, 1) 2n) /RS e T (x,t)dx

of 1 ,
_ ()
ot [(27?)3 /R3 e ulx, ) dx}

0
= a}"[u](w,t).

27
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Por otra parte, queremos calcular F [(V,u)] (w, t) para posteriormente obtener una gene-

ralizacién para F [Au] (w,t), esto es

ou n ou N ou (1)
8901 81‘2 8953 wr

o [ o e

Calcularemos entonces, unicamente F [5—;], para las demas variables el resultado es

Fl(V,u)]=F l

equivalente

ou 1 oo o] %) e ou
F {8_1‘1} (W,t) = (27T)3 /_Oo /_oo /_Ooe( 171 +waze+ws S)a_xl(x, t) dxidxodzs.

Para continuar con el calculo realizaremos integracién por partes en la integral mas interna (la

que se integra respecto dx;) y procedemos de manera analoga como en el caso unidimensional,

todo esto se resume en la siguiente cadena de igualdades:

) 1 Y Rl : e
F |:8_::1:| _ 27T ' |:/ / ez(w2x2+w3zg) (ew"’“u(x, t>|(iooo — iW1/ 620&11'1’11,(}(7 t)dl’1> d$2d$3:|
—zwl / / / z(w1z1+w2x2+w3$3) (X t)dxldlvgdl’g

= —iw F [u] (v,
Por lo tanto
F(V,u)] (w,t) = —i(ws + we + w3)F [u] (w,1).
Podemos obtener de modo similar las transformadas de fourier de orden superior y asi

F[Au) (w,t) = —(w] + Wi + w3) Flul(w, t)

= —|lwl*Flu](w,?).

Con esto, procedemos a resolver el problema (4.1)) utilizando transformada de Fourier.

Aplicamos a toda la ecuacién en derivadas parciales dada en (4.1) la transformada de

Fourier, esto es

F {%1 (w, 1) = %f[Au] + F[F(x1)].
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Para simplificar un poco la notacién denotaremos como u = Flu]

ou 1 o~
— + §Hw|\2u = F(w,t).

(4.2) o

Nétese que la expresion (4.2)) es una ecuacién diferencial ordinaria la cual se resuelve multi-
plicando ambos miembros de la igualdad por el factor integrante pu(t) = e%”‘d”zt, obteniendo

lllw”Q 8u
ot

1 =
e%||wu2t§”w||2u = F(x, t)ezllI’t,
equivalentemene,

t a 1 2 t = 1 2
I oy allwll®s - )2 zllwll®s
/0 P <u(w,s)e )ds /0 (w,s)e ds,

utilizando teorema fundamental del calculo se sigue
t
fiw, H)ed Pt — G(w, 0) = / Flw, s)edePs g,
0

ahora bien, sabemos que u(w,0) = %)3 Jas € ‘Xl (x, 0)dx, asi

2 1 , PN 10,12
sllwli®t i{w,x) — zllwll®s
uez e u(x,0) dx —/ F(w,s)e2 ds,
(277)3 /11{3 (.0) 0 ()

pero las condiciones iniciales del problema (4.1)) nos indica que u(x,0) = f(x) asi

1 : "
Tezlwl?t _ - / e f(x) dx = / F(w, s)e%”“’”25 ds.
(27T) R3 0

Por definicién 5 fR3 “wx) f(x F[f] entonces
L2 b 1012
ezt — Ff] = / F(w, s)ezl#I"s ds,
0

despejamos u(w, t) y se obtiene

~

t
U(w,t) = / F(w, S)Q%HWHQSQ—%HMHQ%S _‘_Jf[f]e—%ﬂwuzt.
0
Aplicamos ahora transformada inversa de Fourier en ambos lados de la igualdad, es decir

Fa(w,t) =F" [/tﬁ(w,5)6_5”“’”2“‘3)ds} + F! [f[f]e—%llw\\ﬂ

0

Calculemos ahora por separado las transformadas inversas de Fourier

t
(4.3) F! l / F(w, s)ezllel?(t=s) ds}
0
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y
(4.4) FoFL et

Para resolver (4.4) usamos el Teorema de Convolucion, el cual nos permite escribir la

siguiente expresion:

e F [e—%llwll%] (x)
(2m)3 ’

F-1 [ F f]efénuunzt] —

Ahora bien, calculemos lo siguiente
1 [ Ll = i)~ Ll
F e 2 = e *eT 2 dw
— 0
[o@) o o
:/ / / e—i(w1x1+w2w2+w3x3)+%(wf—i—w%—l—w%)t dw
10,2, 2 & . 1.2
_ —i w1x1+w2:p2)+2(w1+w2)t dl’ngg e i1z +swit dl’l
— o0

-l (\/ﬂ)
—

Con este célculo anterior se concluye que

f(x)* F1 [6_%”‘”“%}
2m

f(y)e™
g —\/2_7rt dy.

De manera analoga se resuelve (4.3]) obteniéndose

F [ F f]e%nwwt] —

(4.5) F l /Otﬁ(w 5l } / /R T j”l; dyds.

Por lo tanto, la solucién al problema (4.1]) sera

2
Ix—ylI® _llx—yl?
2t

o) f(y)e
u(x, t) / / = dyds + ———dy
o (Vo3 5>) o VE

Anélogamente se obtiene este resultado cuando n > 3, si aunado a esto tomamos como

condicién inicial f = 0 (al igual que en el capitulo 3) entonces se tiene como solucién de
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(4.1) para dimensién n el siguiente resultado

- Q(t s)
(4.6) u(x, t) / / = dyds
m(/2m(t —s) s))

Ahora bien, en secciones anteriores pudimos estudlar propiedades de la solucion de la Ecuacion

del Calor Estocastica “sin problemas”, pero en este caso el proceso

t 52k
[,
0 Jrn ( ot — s))

no existe pues

]ISE[O,t} (

por lo que, debemos estudiar regularidad de una manera diferente a como tratamos el caso

unidimensional, lo cual es un tema de estudio del siguiente capitulo.



CAPITULO 5

Regularidad de la solucion en dimensiéon n > 1

Tal y como se indicé anteriormente, para dimensién n > 1 la regularidad de la solucion

se estudia de manera totalmente diferente, esto es debido a que la covarianza
Elz(x,1)2(X, )]

donde

: et
(5.1) z(x,t):/o /( ;(;_>8)>ndwy,s

es divergente, tal y como veremos a continuacién mediante un célculo de la varianza. Ahora

bien, de acuerdo con nuestra notacion en el capitulo 1 si consideramos

W( S<tf y,s / f y,s y87
R

entonces

(5.2 BV (W (@) = [ [ fx 0t ) asat,
R JR

De esta manera de

2
=yl
s)

(t—
2(x,1)] // 6( dyds
—dyd
//n 27mu)" e

Realizamos ahora un cambio a coordenadas polares en R", esto es |y|| = w, dy =
w" tsen™"2(p1) sen™ 3 (g) - - - sen (¢, o) dwdpidps - - - dp, 1. Se puede verificar la siguiente
igualdad

32
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2
/ sen*(ip1) sen” " (2) - - - sen(p,_o) dprdips - - - dip 1 = T
Sn—l

—
/-\Ql
|3
o) )

3

A este valor lo llamaremos o, el cual es un valor finito. Teniendo en cuenta esto, se sigue que

I
Q
c\
8
@
&
5
E
3
&
ol
QU
1
QU
<

:”2(21@"/0 D aur (3)
r % b 5+2
:JZ(Q(W)n/O u=(3%2) gy

Por esta razén, nos vemos en la necesidad de estudiar lo que significa colorear el ruido,
que no es mds que cambiar la covarianza del proceso W de tal manera que converja. Para
este caso, dejamos expresado el kernel (o funcién de Green) del calor en funcién de la variable
de fourier w y consideraremos ahora en lugar de W (ruido blanco) un ruido coloreado que

denotaremos por F', cuya funcion de covarianza sera informalmente

E[F(x, 1)F(y,s)] = d(t = s)C(x —y),
donde C(x) es una funcién cuyas caracteristicas definiremos posteriormente. Es decir F
serd un funcional lineal aleatorio gaussiano centrado, indexado en C§°(R™ x R), el conjunto
de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto sobre (x,t) € R™ x R con

funcion de covarianza

BPUEG) = [ [ 1ot )Clx — y) dydsa.
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Tendremos entonces (por notacién) que u(x,t) = F/(gy,) donde

_llx—y|?
e 2(t—s)

sl ) = ( 27 (t — 3)>n

Luego, si dejamos expresada la funcién g en términos de la variable de Fourier tendremos

Efu(x. t)u(z. 1) :#/Omz/n /n /n /ne—w|z(t—s>e—||m|"2’<?—s>x

x e Hwx V) =i OXT Oy — §)dydydwdds.

Ms<s.

Ahora, realizamos el cambio z = y — ¥ obteniendo

Elu(x, t)u(X, t)] o / /n /n /n /n SELEE RN

z(wxzye—zwxy ()dZdN

1 /“\z/ / JEELIES P EILEN
2m)™ J, n Jrn
X (/ e_i<°”x_z>e_i<‘~”’§>C’(Z)dz) (/ e_i(“’@e_i@’?)dgf“) dwdwds.

Ahora bien, [;, e ¥ dy = §(w + @), por lo que tendremos entonces

w = —w obteniendo asi que

Elu(x, t)u(%, 1)) =

o lel [(t—s)+(t—s)] (/ ei(wf{—x—Z)C(Z)dZ) dwds

o= lel [(t— 5)+t s)] z(wx X) (/ e_i<‘-"vz>0(z)dz) dwds.

o\o\o\
%\%\%\

Ahora bien, nétese que [, e~ Z>C’(z) dz = FC)(w) = C(w) entonces

(5.3) Elu(x, t)u(X, ) 0] %) B () durdss.

n
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Por otra parte,

AT o2 B tAE Lol .
/ G—T[(t—s)-‘r(t—s)]ds _ / e 2 (t+t—28)d3
0 0

1y [ s
=e 2 e ds
0

2 llwl?s [tA
_ €_||w2u (t47) €
2
HWH 0
2 ~
_||w2\| (t+)

€ 2 In
_ wuum>_1).
Mk (¢

Ahora bien, se puede probar que |t —t| = (t +t) — 2(t A t), entonces

2 z 1 ; ~
L/’ o~ L (=) +(-9)] g — (gwqufﬂ__€4wWa+>>’
0 ][

sustituyendo este resultado en ([5.3) se sigue que

-~ 1 I RN o (%)
- wiiFlt=t] _ =llwlF(t4+1) ) pilwx—x)
Elu(x, t)u(X, t)] @n) /n (e e )e ||W||2dw

Vamos a proceder ahora de manera similar al caso unidimensional, es decir, calcularemos

unicamente
E[(u(x, t) — u(X,1))?]

por las razones que se explicaron anteriormente. En efecto, para todo h > 0

E[(u(x 4+ h,t + h) —u(x,t))?] = E[(u(x + h, t + h) — u(x,t) + u(x,t + h) — u(x,t + h))’]
< 2E[(u(x +h,t + h) — u(x,t + h))?]
+ 2E[(u(x,t + h) — u(x,t))?]
Estudiaremos por separado las siguientes esperanzas

(5.4) E[(u(x +h,t + h) — u(x,t + h))?]

(5.5) El(u(x, t + h) — u(x,1))?].
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Comenzaremos con la ecuacién ((5.4). Debemos acotar esta esperanza, para esto se prue-
ban las desigualdades |1 —e™%| < (aA1) y |1 — €% | < C|ly|l[lx||, donde C es una constante,
x,y € R" y a > 0. Adicionalmente, utilizaremos la desigualdad triangular. Luego, si f es

integrable a Riemann se satisface la siguiente igualdad

(%) dx
Rn

< [ [f)]dx.
R

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que h < 1y ||h|| < 1, utilizando todos estos

argumentos procedemos con nuestros calculos, obteniendo lo siguiente
E[(u(x +h,t + h) —u(x,t + h))?] = E[(u(x +h,t + h))?] — 2E[u(x, t + h)u(x,t + h)]

+ E[(u(x,t + h))?]

1 ol C@)
:(\/ﬁ)n</n<1_e e >>de

—2 / (1 _ e—2||w||2<t+h>> it CW)

[lew]?

o2 C(w)
_ o 2fwlF(t+h) ) T\
+/n (1-e ) o2 d‘”)'

Agrupando todos los términos y factorizando se tiene para alguna constante k

(1 _ e—2||wH2(t+h)> (1 — eife) Cw) d

el
|C(w)]
®E

o Cw
< 2/H(QHWHQ(t +h) AL — eilen)] | Hu<1H2)| "

<2 [ ool + mik(lling A G,

][

<A(t+ h)k/Rn(HwHHhH A 1)\@@))‘ dw.

n

Ef(u(x+ b, ¢ + ) — ulx, t + h))?] < 2/

<2 ’1 _ e—2|\w||2(t+h)H1 _ ei(w,h>‘ dw
R”
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Realizamos ahora un procedimiento similar para acotar la esperanza (5.5)), esto es
E[(u(x, t + h) = u(x,1))?]

= E[(u(x,t + h))?] — 2E[u(x, t + h)u(x, )] + E[(u(x, t))?]

1 —2||wl|2(t+h é(w)
:W(/Rn<l_e ol ))de

_ 2/ (cmettn — mttiaeen) W) .

~ w12
+ /n (1 — 6—2||W||2t> % dw)
- /n <2 (1 - e"'“||2h> 2l (6_2||w”2h — eIk 4 1)> faivz) dw
_ / (2 (1 - e—||w||2h) 2l <€_”w”2h B 1>2>

Gl
< [ (2hotPnr folin) T2}

][

:3h/ﬂgn}5(w)|dw

Nétese ahora que si a(w) € L'(R") entonces del Teorema de Kolmogorov se sigue la

Holder continuidad de las realizaciones del proceso u(x,t) dado por

2
lIx=yll
2(t—s)

u(x,t):/o / W%)

tal y como se muestra en [1] (Doering, Charles R.). En conclusién, es suficiente pero no

m dWy,57

necesario que C(w) € L'(R™) para asegurar la continuidad casi segura del proceso u(x, t).



CAPITULO 6

Representacion del Movimientro Browniano Fraccionario y

Aplicaciones

1. MBF a partir de la Ecuacion del Calor Estocastica

Este capitulo estd basado en el articulo [6] “A connection between the stochastic heat
equation and fractional brownian motion, and a simple proof of a result of Talagrand” de
Carl Mueller y Wu Zhixin. En dicha publicacién se consiguieron una serie de errores y por
esta razén fue necesario reestructurar algunas funciones que en dicho articulo se definen,
puntualizar ciertos pardmetros, enunciar correctamente la mayoria de los lemas, proposi-
ciones y teoremas, asi como también rehacer las demostraciones de cada uno de ellos. Para
ser precisos, en el articulo el apéndice A, lema 3 y proposicién 1 fueron modificados por el

lema [6.2] lema [6.4] y teorema [6.0] del presente trabajo respectivamente.

Esto fue notificado a uno de los autores del articulo (Carl Mueller) y éste admitié (luego de
varias discusiones) haber errado en los célculos, prometiendo una nueva versién con agradec-
imientos al autor de este trabajo Henry Navarro y a la tutora del mismo la Dra. Stella
Brassesco. Luego de unos meses se publicé en efecto la nueva versién con el nombre “Erra-
tum: A connection between the stochastic heat equation and fractional brownian motion, and

a simple proof of a result of Talagrand” [7].

A seguir, consideraremos un proceso estocastico llamado Movimiento Browniano Frac-
cionario (MBF) X; = X/ el cual es un proceso gaussiano que toma valores en R. El valor
H es llamado pardmetro de Hurst y es un valor tal que H € (0,1]. El proceso X; serd un

MBF si satisface la siguiente definicién:

DEFINICION 6.1. Sea T = [0,00) v X; = X un proceso estocastico indexado por T que

toma valores en R. X; es un Movimiento Browniano Fraccionario si satisface:

(1) Xo =0 con probabilidad 1.

38
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(2) X, es un proceso Gaussiano con incrementos estacionarios. Esto es, para todo t, h >
0, X¢1pn — X; es independiente de .
(3) Para ¢ > 0 tenemos que X = ¢ X; en distribucién (propiedad de reescalamiento).

(4) X7 tiene distribucién normal estdndar en R.

En adelante, llamaremos al Movimiento Browniano Fraccionario simplemente como MBF.

En capitulos anteriores tratamos la ecuacién del calor estocastica cuando ésta tenia condi-

cion inicial en t = 0, es decir, tratamos un problema similar al siguiente:

% = lAu + F
(6.1) ot 2
u(x,0) =0,

donde x € R", t > 0y F es un ruido (o un término estocéstico).

De manera analoga se puede obtener la solucién del problema cuando la condicién inicial
no esta evaluada en ¢ = 0, es decir cuando tenemos como condicién inicial u(x,?y) = 0, con
tg # 0. Para esto, simplemente se integra inciando el limite inferior en ¢, y se obtendria como

solucién
2

=
2

t =
u(x,t):/to / G =)

Es decir, la ecuacién anterior no es méas que una traslacién del problema (6.1)) sujeto a

F(y, s)dyds.

la condicién inicial evaluada en tg, lo cual, no afecta los cédlculos realizados anteriormente.

Ahora bien, en este capitulo trataremos el siguiente problema en el cual {5 — —oo, es
decir, nuestra condicion inicial estara ahora “trasladada a menos infinito” y F' serd rem-
plazado por F, el cual informalmente podemos decir que es un proceso gaussiano centrado

con funcién de covarianza

ElF(x,t)F(y,s)] = o(t — s)h(x —y),

en la cual h(x) serd o bien ||x||~® o bien d(x), donde la funcién ¢ es la Delta de Dirac y « es

un parametro que sera definido posteriormente. Nuestra intencién es obtener a partir de tal
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problema una representacién del MBF. Consideramos

Ou = 1AquF(X,t)
(6.2) ot 2

u(x, —o0) =0,

donde (x,t) € R" x R.
Para ser precisos, F' es un funcional lineal aleatorio gaussiano centrado, indexado en
C°(R™ x R), el conjunto de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto

sobre (x,t) € R™ X R con funcién de covarianza para h(x) = 6(x)

(6.3) E[F(f)E(g)] = / [ rx gt d

y para h(x) = x|~

(6.4 BPNEG) = [ [ [ ety 0l - vl dydsa

En ambos casos, la covarianza es no negativa definida. Se puede demostrar que es posible

extender F'(f) a todas las funciones tales que
E[F(F)F(f)] < oo,

A esta clase de funciones la llamaremos H, es decir

H={feC®R"xR): Var[F(f)] < oo}

Obsérvese que ‘H dependeréd implicitamente de o y n.
El problema ([6.2)) se resuelve de manera similar a como se hizo en capitulos anteriores y

se obtendria como solucién la funcién

(6.5) u(x,t) = /_; /n G(x—y,t —s)dFy,

donde la funcion G es el kernel del calor o funcién de Green asociada a la ecuaciéon del calor

que viene dada por

(2nt)= e 2, sit>0
(6.6) G(x,t) =
0, sit<0.
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Pero la varianza del proceso definido en (/6.5)) no es finita, razén por la cual, consideramos

el siguiente proceso, para t > 0

(6.7) U(x,t) = u(x,t) — u(0,0) / / (x—v,t—38) = G(—y,—s)dFy,

cuya varianza si es finita, como vemos a continuacion.

LEMA 6.2. Sea g(y, s) = gx+(y,s) = G(x—y,t—s)—G(—y, —s), entonces para todot > 0

tenemos
g(ya S)Hsgt S H

Para demostrar este lema necesitamos utilizar la siguiente proposicion

PROPOSICION 6.3. Sea f > 0 y F dos funciones tales que F'(u) = f(u) y lHm, o F(u)—

F(u+v) =0 para todo v > 0 entonces

/f u—i—vdu—/f

DEMOSTRACION. La prueba es sencilla, slo necesitamos seguir las hipétesis de la proposi-
cién, utilizar teorema fundamental del calculo y realizar convenientemente un cambio de

variable. El calculo lo vemos a continuacion

/ fuw)— flu+wv du—hm/f f(u+v)du

b—oo

:g&/ f(u)du—/bf(u+v)du

b+v
:h’m/ fwdu— | f(z)d

b—oo

= lim F(b) — F(0) — F(b+ v) + F(v)

b—oo

= lim F'(b) — F(b+v) + F(v) — F(0)

b—o0

— F(v) - F(0) = /O F(u) du

DEMOSTRACION. (Del lema . La prueba de este lema es de gran relevancia debido a

O

que estaremos acotando la varianza del proceso U(x,t), lo cual nos permitird obtener més

adelante un reescalamiento de tal proceso y a su vez, definir el MBF que deseamos.
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Debemos ver que
E[U?(x,t)] < o0

Tenemos pues dos casos, supongamos que h(z) = §(z). Recordemos que este caso sélo se

trata cuando n = 1 por las razones que se explicaron en capitulos anteriores.

E[U?(z,t)] = /_ /R[G(a: —y,t —5) — G(—~y, —s)]* dyds
= /t / G*x —y,t —8) —2G(x —y,t — 5)G(—y, —s) + G*(—y, —s) dyds

- / / Gz —y,t —5) = 2G(z — y,t — 5)G(~y, —s) + G*(~y, —s) dyds

/ /G2 x —y,t—s)dyds

Ahora bien, la igualdad de Chapmann — Kolmogorov nos permite escribir lo siguiente
/G(a—y,b—s)G(c—y,d—s)dy: G(la—c,a+d—2s).
R

A seguir, utilizamos este ultimo argumento y realizamos el cambio de variable —2s = u en

la primera integral

E[U?(x,t)] = : G(0,2(t — s)) — 2G(x,t — 2s) + G(0, —2s) ds + /t G(0,2(t — s)) ds
°°G(O,2t+u)_2G(x,t+u) du—i—/ (0.2(t — 5)) ds

2 2

1 /OO 1 4 1 e Q(H'“) d —|—\/2_t
U
o 22t tu  2Vu Vitu

L / NN L L i du + /2t
_ — u
0o 2vV2t+u 2\/6 Vi+u \/t+u Vi+u

Il
S~ T

2
1 /°° 1 1 . 1 1
CVer\Jo 2V2ttu 2Vitu 2Vu 2Vi+u
z2

1 e
_ ¢ du+\/2_t>

_|_
Vi+u  Vitu
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1 (1 [~ 1 1 1 /> 1 1
E[U%(2,t)] = —— —/ - du + = — — ——du
Sat \/27r<2 0o V2t+u Vitu 2/ Vu t+u

|
+ | — e x| du + V3
0 vt+U( ) >

Utilizando ahora la proposicion y por definicién de G se tiene

Iy

o0 1 12
+ 1—e 2t | du+ V2t |.
0 \/t +u ( ) )

Es sencillo de probar que, 1 —e~* < min{1, a} para todo a > 0, utilizando esto se sigue

E[U?(z,t)] =

E[U%(z,1)] < \/——<\f \/_+\/'++/ m( o ))du—l—\/_>
§T<f \/_+\f+/ ¢_ e )du+\/_>
< ¢—_<2J+/ B \/tlJr_udu%—/;voﬁdu)
< OQ.

Hemos probado que E[U?(z,t)] < oo, lo cual era justamente lo que querfamos demostrar.

Ahora bien, necesitamos probar la misma desigualdad pero en el caso en que h(z) = ||z|~%,

E[U2(x, )] = / [ [ 6=yt = Gy -s)x

G(x—y' t—s)—G(=y,=s)llly = ¥'||"*dydy'ds

:/oo/n/nG(x—y,t—S)G(X—yl,t—3)||y—y/||_a

—G(x—y,t—s)G(=y,=s)lly =¥'II™*
—G(—y, —8)Gx—y t=s)|ly =y

+G(=y, =s)G(=y', =s)|ly = ¥'l|”" dydy'ds.

tenemos
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Realizamos ahora cambios de variables convenientes de tal manera que la nueva variable

temporal “v” esté 0 < v < oo y adicionalmente realizamos el cambio y —y’ = z y obtenemos

B0l = [ [ [ G- y)Gl—y o)l
_G(X_Y>U+t) (Z_Y7 )H H “
G~y + 2,0 Oy, el

+ G(=y,u)G(z — y,v)|]z|| " dydzdv

- | [ cezal

G220 4 )]
—G(x—z2v+1t)|z||7

+ G(z,20)||z|| " dzdv

_ /OOO / 2z, 20) — Cx — 2,20 + 1)) |12]|~* dzcdv

_ /OOO /n[G(z, W) = G(x — 7,0+ 0)]|12]|* dedv.

Por otra parte, la identidad de Plancherel nos indica que si h, g € L*(R") y las integrales

/ hg:/ hg.

Ahora bien, es sencillo de probar que

= hg, [T hg existen entonces

Gz,0) = -
Z,0) = o
: () [lw]?
e €z<w,$>e—f
Gx—zuv+t)=
21

Luego, procediendo de manera similar a [8] pagina 51, considerando 0 < a < 2 se prueba

que

F [zl =] (w) = k(e o] =",
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donde
on—ap(n=a
k(o) = #
m2I(5)
De esta manera, si llamamos c(a) = k(o) - 5 i se sigue

E[U?(x,1)] / / [ A5 Z<w’x>e_<v+t)2“w2] |w]| 7" dwdv
— c(a) /n (1 _ gi<wa> | el ) ool 72 doo
— (o) /”w”<1 (1 _ gi<wa> |~ ) ]| 772 d
+C(a)/ | (1 _ gicwa> | el >H =2 gy,
wl>1

Trataremos por separado las siguientes integrales

(6.8) / o (1_6i<w,x> t”"’” >H H —nta=27
wi|>

(69 [ (1m e ) g
wi|<

i<wa> | o— ”‘“”

Comenzaremos con (6.8)). Se puede demostrar que |1 —e | < 2 entonces

- w 2 - w
/ <1 _ pi<wa> 6”2“) ||wan+a72 dw < ’/ <1 _ ei<wa> M) ” H nta=2 g,
flwll>1 flwll>1
</ (‘1_ a5t D ol d
[lwl>1

< / 2||w]| T2 duw.
[wl>1

Realizamos el cambio a coordenadas polares en R" donde |w| = r, y procediendo de la

misma forma a como se hizo en el capitulo 5, tendremos que o = 2(y/7)"/T'(5) es el rea de
la esfera.

Luego al igual que como consideramos anteriormente para 0 < o < 2 se sigue

oo
/ 2||cu||_"+"_2 dw = 20/ porte=2pn=l gy
lw]|>1 1

=20 / re3 dr
1

20
2—a
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Para acotar utilizaremos la formula de Euler la cual nos permite escribir la siguiente

igualdad

<w,r> ,M —n+a—2
1—e=%em 2 | |jul dw
lwl<1
_ tllw))?

-/ (1 _ cos([lwll ] cos(6))e ) w2
llw|l<1

2
tllwll

vi [ (senlllil cos)e 5 ) ol
flwll<1

donde 0 < 6 < 27 es el dngulo entre los vectores w y x. Haremos ahora nuevamente un

cambio a coordenadas polares en R" tomaremos ||w|| = 7 donde 0 < r < 1.

En el capitulo 5 explicamos que al integral todas las variables angulares obtendriamos el
valor o = 2(y/7)"/T'(%). En este caso queremos hacer algo similar, pero esta vez llamaremos
0o (el cual es un valor finito) al resultado de intregrar todos los diferenciales angulares hasta

Vn_2, €s decir

oo = / sen™ " 2(p1) sen " (py) - - - sen(pn_a) dprdips - - - dipp_s.
Rn—2

Notese que g es un valor finito. De esta manera, nos quedara sin integrar, el diferencial

respecto al angulo ¢,,_1.

Ahora bien, este cambio a coordenadas polares necesitamos realizarlo de tal manera que
el angulo ¢,,_1 coincida con el dngulo entre w y x, para esto trasladamos los ejes cartesianos
de tal forma que uno de estos ejes coincida con el vector fijo x. De esta manera el cambio a
coordenadas polares no perdera generalidad, es decir ||w|| = r, dw = r"~!dr (por las razones
antes explicadas) y ademds estaremos logrando que ¢, ;1 = 6, que es justamente lo que

nosotros necesitamos. Todo esto se resume al siguiente calculo
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) 2
A . <1 - ez<cu,:]c> . €t”“2)|> ||w||fn+a72 dw
wil<

1 2w ]
= 00/ / (1 — cos(r||x]| COS(Q))@‘%) ponta=2,m=1 go .
0 Jo

1 2m
+ z'ag/ / sen(r||x|| cos(8))e™ = =21 dh
o Jo

Nétese que la integral fo% sen(acos(z)) dr = 0 para todo a € R mediante el siguiente

calculo
2m s 2
/ sen(a cos(z))dx = / sen(a cos(z)) dx + / sen(a cos(z)) dx
0 0 s
™ 2
= / sen(a cos(z)) dx + / sen(—acos(x — m)) dx
0 g
—/ sen(a cos(x)) dx +/ sen(—acos(z)) dz
0 0
= [ sen(acos(z))dx — / sen(acos(z)) dz
0 0
entonces

1 2T 2
ag/ / sen(r||x|| cos(6))e™ = r "t 2" dhdr = 0.
o Jo

Con esto, resta por acotar inicamente el término

1 27 5
ao/ / (1 — cos(r||x|| cos(@))e_%> rrem el o dr,
o Jo

pero,
1 2T 2
ao// (1—cos(ruxucosw))+cos(rux|ycos(9))(1—e*T))ra*Sdedr
0 0

<

7o /01 /O% (1 — cos(r|x]| cos(8)) + cos(r||x]| cos(8))(1 — e*%) ro=3dfdr

Sao/ol /0% (|1~ costrlixl cos(6) + cos(rllx] cos(B)) (1 — %)) r**dtar.

Procedemos ahora a acotar el integrando, para esto utilizamos la desigualdad triangular y

se sigue que
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t'r2

1 — cos(r||x]| cos(8)) + cos(r|x|| cos(6))(1 — e 2 )| r*3
< |1 — cos(r||x|| cos(8))] 7 + ‘COS(THXH cos(0))(1 — e’%) ro?
< |1 = cos(rllx]| cos(8))| 4 [1 — 75 | o3
< |1 — cos(r||x|| cos(8))] 7 + ?7’"_3.

Por otra parte, usando la férmula de Taylor: cos(y) = 1 — % + % donde |¢| < 1, entonces

tr? crt||x||* cos?(6) tro—t
o a—3 a=3 _ |2 2 2 a—3
|1 — cos(r||x]| cos(9))| r* + 5 r r7||x||” cos®(0) + o r 5
4 4 0 t a—1
— TQ_IHXHQCOSZ(Q) + T’a+1 C”XH LOS ( ) T2

o clxl® | e

4! 2

S N

Integramos ahora respecto a las variables 6 y r, es decir

1 27 4 a—1 4
a1y g2 o patt CIXIE _ clx* ¢
00/0 /0 roH x|+ TR dfdr = 2moq | ||x|| + 0 T5) <>

Finalmente, para 0 < o < 2

ot 2
(6.10) E[U?(x,t)] < 270y <||X|| + C”Z” + 5) + ﬁ < .

Para efectos de nuestro interés requerimos hallar E[U?(0, )], para esto, hacemos z = 0 y

utilizamos la proposicién [6.3] obteniendo el siguiente resultado en el caso h(z) = §(x)
E[U(0,t)] = / G(0,s) — G(0,t + s) ds
0
¢
/ G(0,s)ds
0

|

s

ds

(;
S

¥l
=)
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Y si h(x) = ||x]|7® se utilizan coordenadas polares en R™, ||z|| = w, y al igual que antes

o =2(y/m)"/T(%) serd el drea de la esfera y tendremos tnicamente dz = w™'dw, luego

E[U2(0, 1)] = /OOO /nQ[G(z, 20) — Gz, 20 + 1)) |12]|~® dzdo

t
:// Gz, )2~ dadv

0 n

" _lz?
:// ¢ 2£||z||_°‘dzdv

n (270)2
// e = Ew—a—i-n—Z'
27rv Loy

Realizamos ahora el cambio de variable w—2 = p obteniendo

) )mEtElpmatal
E[U*(0,1)] 27r/ / 2ﬂu)%’1 dpdv

— 27(; r (n ; a) (/Ot(%)_2 dv)
s (") O
(

O

Ahora bien, es de suma importancia considerar los siguientes lemas previos con su res-

pectiva demostracion:

LEMA 6.4. U(0,t) satisface la siguiente relacion de reescalamiento. Sea ¢ > 0, entonces:

a) St h(x) =6(x): U(0,ct)

b) y sih(x) =||x||7*: U(0,ct)
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DEMOSTRACION. Tenemos al igual que en la prueba de otros lemas dos casos. Supon-

gamos que h(x) = §(x) (en cuyo caso n = 1), para verificar esta propiedad, s6lo debemos ver

que

E[U(0, ct)U(0, ct')] = c2E[U(0, )U(0, )],

entonces por la ecuacién (6.3) se tiene

c(tAt)
E[U(0,ct)U(0, ct') / / —y,ct —s) — G(—y, —s)]x
[G(—y,ct’ — s) — G(—y, —s)] dyds.

Realizamos ahora los siguientes cambios de variable cr = sy w = 4

Ve

(tAt')
/ / (—Vew, c(t — 1)) — G(—/cw, —cr)] x
(G(—cw, c(t' — 1)) — G(—+/cw, —cr)| T _ o dwdr.

[N

E[U(0,ct)U(0,ct')] = '+

por definiciéon de G

_ (Vew)? _ (Vew)?

L) [ e 2e(t—r e r
E[U(0,ct)U(0,ct")] = Cl+2/_ /R (2me(t i 7";)1/2 ~ (@2n(—c - )))

(e}

_ (Velw])? (Velw])?
e 2¢(t! -

e 2(-c

™ o)
@relt — )2 @a(—enyiz| M

nuevamente por definicion de G

E[U(0,ct)U(0,ct")] = /Mt/ —w,t—r)— G(—w, —1)]x
G

[G(—w',t" — 1) — G(—w', —r)] dwdw'dr
c2 E[U(0,)U(0,t)].

N)\»—t

Veamos ahora la demostracién de b), es decir, suponemos ahora que h(x) =[x/~

Procedemos de manera similar para demostrar que

E[U(0, ct)U(0, ct')] = "2 E[U(0,£)U(0,t)].
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En efecto, por la ecuacién

E[U(0, ct)U (0, ct')] /CW // —y,ct—5) — G(—y, —5)]x

[G(=y' ct' = 5) = G(=y', =s)]h(y — ') dydy'ds.

Realizamos ahora los siguientes cambios de variable cr = s, w= L y w' = 2
Ve Ve

E[U(0, ct)U(0, ct')] = ¢ 2 / " / / (—vew, c(t — 1)) — G(—+v/ew, —cr)] x
[G(=Vew' et' = 1)) = G(=Vew', —er)]x
I_rsollw — W' ||~ dwdw'dr,

por definiciéon de G

_ (/ellwlh? _ (/ellwl)?

1+n77 (t/\t/) e 2e(t—r) e 2(—cr)
E[U(0,ct)U(0,ct’)] = /_OO /n /n @re(t — )2 (2n(—cr))n/2
_elw? _ (elwl)?
e 2c(t'-n) e 2(=cn)
2re(t’ —r)™?  (2n(—cr))n/?

|lw —w'[|~* dwdw'dr,

nuevamente por definicion de G

E[U(0, ct)U(0, ct') /(W // —w,t— 1) — G(—w, —1)]

—w' ' —r) = G(—w', —r)]||w — W[ *dwdw'dr
= clf%E[U(o,t)U(o,t’)],
lo que finaliza la prueba.
0
LEMA 6.5. Los procesos U(x +x',t +t') — U(x,t) y U(X',t') son iguales en distribucion.
DEMOSTRACION. Debemos ver que

D

Ux+x,t+t)-Uxt)=UK,t),

y para esto mostraremos que

E[(U(x+x,t+1t)-Ux,t)Ux+x"t+t")—-U(xt))] = E[UX,t")UK"t")].
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Notese que,

t+t
Ux+x,t+t) —Ulxt) = / Gx+x —y,t+1t —s)— G(-y, —s)dFy,

Rn
t
- / / G(X_Y7t - S) - G(_Y7 _S) dFy,s~

Ahora bien, por definicién G(x,t) = 0 si ¢t < 0, entonces

t+t
(6.11) U(x+x,t+t)—U(x,t) / / (x+x —y,t+t' —s)—Gx—y,t —s)dFy.

Tenemos dos casos, supongamos que h(x) = §(x) entonces utilizando teorema de Fubini

la esperanza
E[(Ux+x,t+t)—-Uxt)(Ux+x"t+t")—U(x,t))]

esta dada por

(At
/ /[G(X—l—x'—y,t+t’—s)—G(X—y,t—s)][G(x—i—x”—y,t—l—t"—s)—G(x—y,t—s)]dyds
Realizando ahora los cambios de variable t — s = —s' y x —y = —y’ se sigue
(t'nt")
/ / X' =y, t'—=¢)—G(—y, =G -y, t" = &) - Gy, —5")]dy'ds
=E[UX, " UK",t").

Si suponemos ahora que h(x) = ||x||~ se procede de manera similar, los cdlculos son anédlogos.

O

Consideremos ahora el siguiente proceso
X, = K, U(0,1),

donde U(0,1) es el proceso considerado anteriormente a partir de la solucién de la ecuacion
del calor estocastica evaluado en la posicion x =0 y

para h(x) = [|x[|~*
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mientras que para h(z) = §(z)

tendremos entonces la siguiente proposicion

TEOREMA 6.6. Consideraremos las siquientes restricciones:

DIMENSION DE n | INTERVALO DE « | INTERVALO DE H

n=1 0<a<l1 1<H<

IS FNCTT

n>1 0<a<? 0< H<

Sea X; = K, U(0,t) segin lo definido anteriormente, entonces el proceso Xy es un Movimien-

to Browniano Fraccionario con parametro de Hurst

si h(z) =d6(z) (n=1)

(6.12) H= ’
si h(x) = [lz]|™* (n = 1).

)

N | —
Ny I R N -

DEMOSTRACION. Para demostrar este teorema basta con verificar que se satisfacen los

cuatro axiomas de Movimiento Browniano Fraccionario mencionados anteriormente, esto es:

Axioma 1:

Esto se sigue inmediatamente de .
Axioma 2:

Se sigue del Lema [6.5]

Axioma 3:

La propiedad de reescalamiento se sigue del Lema |6.4]
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Axioma 4:

Sélo debemos probar que

E[X,X,] = L.
En efecto,
E[X,X,] = E[K2U?*(1,0)]
= K2E[U?(1,0)].
Ahora bien, del lema 6.2/ E[U%(¢,0)] = K2 luego
E[X,X,] = K2E[U?*(1,0)] = K2K_,* = 1.

Con estos cuatro axiomas hemos probado entonces que el proceso X; = K,U(0,t) es un

MBFEF, y de esta forma se concluye la prueba. 0
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2. Aplicaciones del MBF: tocar puntos y dobles puntos

Anteriormente, definimos el MBF unidimensional, en esta seccién se hace necesario definir

el MBF en R? y lo hacemos a continuacién

DEFINICION 6.7. Seat >0y H € (0, 2, definimos el movimiento browniano fraccionario

1
)9
en R” como el proceso

X=X, = (UL(1), Us(t),...,Ua(t)),
donde U; : i =1,...,d son movimientos brownianos fraccionarios independientes con mismo

parametro de Hurst H.

Es decir, un MBF en R? no es més que copias independientes de MBF’s unidimensionales
con el mismo parametro de Hurst. En esta seccién nos dedicamos a realizar un estudio acerca
de ciertas propiedas del Movimiento Browniano Fraccionario, consideraremos los valores H y
d (parametro de Hurst y dimension del espacio donde toma valores el MBF, respectivamente)
donde el MBF toca puntos y tiene dobles puntos, es decir, responderemos a las siguientes

interrogantes:

(1) Cuales valores de d, H hacen que el MBF X; toque puntos?
(2) ;Cuales valores de d, H hacen que el MBF X, tenga dobles puntos?

Por esta razén es necesario introducir las siguientes definiciones

DEFINICION 6.8. Decimos que un proceso estocastico X, toca puntos si para cada z € R"
se tiene una probabilidad positiva de que X; = z para algtin ¢t > 0. Es decir, si se satisface

que

DEFINICION 6.9. Decimos que un proceso estocdstico X; tiene dobles puntos si se tiene
una probabilidad positiva de que X; = X, para algunos tiempos positivos t # s. Es decir, si

se satisface que

Con esto, procedemos entonces a enunciar los teoremas mas importantes de esta seccién.
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TEOREMA 6.10. Supongamos que 0 < H < %, tal que % es un entero, entonces para la

dimension d = %, el Movimiento Browniano Fraccionario no toca puntos.

TEOREMA 6.11. Supongamos que 0 < H < %, tal que % es un entero, entonces para la

dimension d = %, el Movimiento Browniano Fraccionario no tiene dobles puntos.

A continuacion, mostramos unos lemas previos que serda de gran utilidad en la de-
mostracion de estos dos teoremas. Esto es debido a que los calculos realizados en la prueba
de éste son muy similares a los que debemos realizar en las demostraciones de los teoremas,

lo enunciamos como sigue.

LEMA 6.12. (Argumento de Lévy) Sea By un Movimiento Browniano en R"™ entonces el

proceso X; no toca puntos.

DEMOSTRACION. Recordemos que A™ denota la medida de Lebesgue sobre R” y sea
B; un Movimiento Browniano en R". Para efectos de nuestra prueba, n = 2. Denotemos
también Bla, b al conjunto Bla,b] = {B; : a <t < b}. Es suficiente entonces probar que
(6.13) E[m(B[0,2])] = 0,
ya que tendriamos

0=E |:/ ]IZEB[O,Q} d)\(2)‘| = / ]P(Z € B[Oa 2])d)‘(2)7
R2 R2

y con esto, P(z € BJ0,2]) = 0 para casi todo z.

Definimos ahora para 0 < ¢ <1 los procesos

Y, = Byt — Bi.

Zt == Blft - Bl'
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Notemos que Y;, Z; son Movimientos Brownianos estandar bi—dimensionales. Es sencillo

probar que estos procesos son independientes mediante el siguiente calculo de covarianza
EY:Z] = E[(Bi4¢ — B1)(Bi-+ — B1)]
=E[B14B1—t — BiytB1 — BiBi_, + (31)2]
= E[B144B1—] — E[B114B1] — E[B1B1 ] + E[(B1)?]
=1—-t—-1—-(1-¢t)+1
=0.

Por otra parte, el proceso B; es un movimiento Browniano estandar y por tanto satisface

la siguiente propiedad conocida como reescalamiento

B = ¢*B,,
para todo t € [a,b] y ¢ > 0. Ademas, si A9 es la medida de Lebesgue d-dimensional entonces
(6.14) AD (e A) = cAND(A),

para todo conjunto A en la o—dlgebra de Borel y ¢ € R. Para este caso tenemos d = 2.

Teniendo aclarados estos dos argumentos, podemos escribir la siguiente cadena de igualdades
E[\®(B0,2])] = E]X?(V2B]0,1])]

= E[2A? (B0, 1])]

= 2E[\? (B0, 1])]

= 2E[\?(B]L,2])]

=EN@(B[0, 1])] + EN?(B]1, 2))]

=EN?(Y[0,1))] + EA®(Z]0, 1])].
Por otra parte, la teoria de conjuntos nos permite escribir lo siguiente

EN®(B[0,2])] = EN® (Y0, 1] U Z[0, 1])]
=ENO(Y[0,1))] + E]A®(Z[0, 1])] — ENP(Y']0, 1] N Z[0, 1])].

Con esto, se tiene entonces que

E\®(Y[0,1] N Z[0,1])] = 0.
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Utilizando ahora el teorema de Fubini se tiene que
0=EMNP(Y[0,1]n Z[0,1])]
=E [/ LeyionLezpod\®
R2
= / E [HzeY[O,l] ]IzeZO 1} d)\
R2

Ahora bien, los procesos Y; y Z; son independientes, si aunado a esto utilizamos la desigualdad

de Cauchy—Schwarz obtenemos

0= / E [HzEY[O 1] HzeZ[OJ]} d\®

ey, ) d\®

/ E [Leyou] E [Lespy] dA®

RQ

2
(/E Leyon] dA® )
RQ

= (E[m(Y]0, 1])])*.

v

Por lo tanto, E[m(Y[0,1])] = 0 y asi (6.13]) sigue de la definicién de Y. O

Ahora bien, usaremos un procedimiento similar al realizado en la prueba del argumento
de Lévy para probar los dos teoremas enunciados anteriormente, exceptuando que R? es
reemplazado por R? el cual es el espacio donde toma valores el MBF d-dimensional.

Ya que X, toma valores en R? entonces se mantiene, ademéas H = é. Luego, al

igual que en el Argumento de Lévy podemos escribir la siguiente cadena de igualdades
(6.15) END(X[0,2])] = 2B (X0, 1))] = 2E[A (X1, 2))],

donde m(-) denota la medida de Lebesgue en R También, tal y como se hizo anteriormente,

sean

Yi=Xi4 — X,

Zy = X1 — X,

y sea G, la o—dlgebra generada por U(x,t), con x € R". Tenemos entonces el siguiente lema
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LEMA 6.13. Los procesos Y[0,1], Z[0,1] son condicionalmente independientes e identi-

camente distribuidos dado Gy

DEMOSTRACION. Para mostrar que Y0, 1], Z[0,1] son iguales en distribucién usamos
simplemente la definicién de Y, Z y procedemos de manera similar a como se hizo en la prueba
del Lema adicionalmente se prueba la independencia condicional usando argumentos

similares al del argumento de Lévy Teniendo entonces lo que se muestra a continuacion

Yi=X1— Xy

— K U(1+4,0) — K,U(1,0)
—K/ / -y, 14+t—s)—G(-y,1 —s)dFy,s

2[(&/ / Gloy,1+1—8) - G(—y,1—s)dFy,s

1
Q—Ka/ G(—y,1—s)—G(-y,1 =t —s)dFYy,s
—00 Rn
= a(U<07 1- t) - U(O’ 1))
= X1+ — Xy
- Zt.
Y por lo tanto Y;, Z; son procesos iguales en distribucién. 0

DEMOSTRACION. (Teorema [6.10))
Usaremos el lema anterior y un procedimiento andlogo al realizado en la prueba del ar-
gumento de Lévy, pero esta vez tomando esperanza condicional. Debemos probar entonces

que

EAD(Y]0,1])]G1] = 0
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Consideramos los procesos X;, Y; como antes y procedemos de manera similar. Ya dijimos

que se satisface, entonces
END(X[0,2])|G1] = 2EA(X[0,1])|G1]

= 2E\(X[1,2))|G1]

=END(X[0,1])G1] + END(X[1,2])|G1]

=END(Y[0,1])|G1] + END(Z[0,1])|Gy).
Pero por otra parte, se sigue que

END(X[0,2])G1] = EIND(Y]0, 1] U Z[0,1]))|G1]
=END(Y]0,1))|G] + END(Z[0,1])|G] — END(Y[0, 1] N Z[0, 1])[G],
y con esto tendriamos
E\Y(Y[0,1] N Z[0,1])|G1] = 0.
Ahora, por el Teorema de Fubini
0=ENYY[0,1]n Z[0,1])|Gi]

=E |:/ HZeY[O,l} ]IZEZ[O,I] d)\(d)lgl]

:/ E [HZEY[O,I]HZEZ[O,I]’gl]] A\,

Utilizamos ahora la independencia de los procesos X [0, 1], Y'[0, 1] probada en el lema anterior

y nuevamente la desigualdad de Cauchy-Schwartz

0= / E [Wey0,1Mez0.1)]G1] d\@
R

/ E [HZGY[O,1]|gl] E [HzeZ[071]|gl} A
Rn
[

/ (E [Meypo|G1])” dA@

RTL

> / E[Hzgy[o,lﬂgl} d)‘(d))Q
= (BN (Y(0,1])[Gu])".

Con esto, E]A(Y[0,1])|G1] = 0 y el teorema se sigue de la definicién de Y. O



2. APLICACIONES DEL MBF: TOCAR PUNTOS Y DOBLES PUNTOS 61

DEMOSTRACION. (Teorema [6.11))
Para esta prueba debemos mostrar que X; no tiene dobles puntos. Usaremos un argumen-

to similar al del teorema anterior, pero esta vez aplicado al proceso de dos parametros

V(s,t) = X(t) — X(s).

Necesitamos mostrar que V(s,t) no tiene ceros a menos que s = t. Para simplificar la

prueba, mostraremos que V(s,t) no tiene ceros para (s,t) € R, donde R = [0, 2] x [4, 6].

Para los demas rectangulos cuya interseccion con la bisectriz tiene medida 0 el argumento
es el mismo. Subdividimos R en cuatro subrectangulos R; : ¢ = 1,...,4 los cuales son una
traslacién de [0, 1]2. Nuevamente, utilizando propiedades de reescalamiento, podemos ver que

paracada:=1,...,4

ENY(V(R))] = 4END(V(R)))).
Ahora bien, sea H; la o—dlgebra generado por el conjunto {u(1,x) : x € R"} y supon-
gamos que los R;‘s son de la forma R; = [0,1] x [4,5] y R; = [1,2] x [4,5]. Asi, tal y como

se hizo anteriormente para cada par ¢ # j € 1,...,4 tenemos

END(V(R:) NV (R;))|Hi] = 0.
Se puede probar que V(R;) y V(R;) son procesos condicionalmente independientes, y

procediendo como antes se concluye con probabilidad uno

ENYD(V(R,))|Hi] =0,

y esto concluye la prueba. 0
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