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INTRODUCCION

La nocion de convexidad se remonta a la época de Arquimedes
(Circa 250 A.C.), en conexién con la famosa estimacién de 7 (usan-
do poligonos regulares inscritos y circunscritos). El noté un hecho

importante, que el perimetro de una figura convexa es menor que

el perimetro de cualquier otra figura convexa que la rodea.

Arquimedes

Sin embargo, estudios sistematicos y con rigor matematico son presentados a finales

del siglo XIX y principios del siglo XX como se puede ver en los siguientes trabajos:

El aleman Otto Holder [16] en 1889 en el trabajo titulado Uber
einen Mittelwertsatz, demostro la forma discreta de la hoy llamada
desigualdad de Jensen, bajo una hipdtesis con mayor grado de re-

gularidad para la funcion f, es decir, que la segunda derivada es no

negativa f”(x) > 0, en su dominio. O. Hélder
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El francés Jacques Hadamard [11] obtuvo en 1893, en el trabajo
titulado Etude sur les propriétés des fonctions entiéres et en partic-

ulier d’une fonction considérée par Riemann, una desigualdad para

integrales de funciones que tienen derivada creciente en [a, b].

J. Hadamard

Por otra parte, el austriaco Otto Stolz [36] en el trabajo titulado Grundziige der Diffe-

rential und Integralrechnung, demostré en 1893 que si f : [a,b] — R

es continua en [a, b y satisface la desigualdad

T+y 1
F(55Y) < 5U@ fo), myer 0.1
entonces f tiene derivada por la izquierda y por la derecha en cada ‘: gtol

punto de (a,b).
Entre 1905-1906 el matematico danés J. L. W. V. Jensen ([17], [18]) en los trabajos

Om konvese Funktioner og Uligheder imellem Middelvaerdiery Sur les fonctions convexes

et les inéga-

lités entre les valeurs moyennes reconoce la importancia de esta
nocién y expreso lo siguiente “Parece ser que la nocién de funcién
convexa es tan fundamental como la de funcién positiva o funcién

creciente”. Jensen considera la ecuacion (0.1) para definir funciones

J. L. Jensen convexas y did el primero de una larga serie de resultados el cual

(0.1) junto con la desigualdad implica la continuidad de f.

Durante el siglo XX se realizé una intensa actividad de investigacion en este campo
de la matematica y se obtuvieron resultados significativos en el Andlisis Funcional
Geométrico, la Economia Matematica y Analisis Convexo, entre otras ramas. La
ampliacion en la comunidad relacionada con los estudios de Matematica en el tema de
funciones convexas se debe al muy util libro de G. H. Hardy, J. E. Littlewood y G.

Pélya [12], titulado “Inequations’ (Para més detalles de la historia del desarrollo de las
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funciones convexas se remite a [24]).

Uno de los resultados méas importantes de las funciones convexas es que satisfacen las

desigualdades siguientes:

para todo z,y € I, x < y. El lado izquierdo de (0.2) fue demostrado por Jaques Hada-

mard [11] en 1893, para el caso en que las funciones f con derivada
creciente en un intervalo cerrado de la recta real. En esa época la
nocion de funciones convexas estaba en proceso de contruccién. Hoy
en dia esta desigualdad es llamada desigualdad de Hadamard. Mien-

tras el lado derecho de la desigualdad (0.2) se le atribuye a Charles

Hermite y fue demostrado en 1883. En la actualidad la desigualdad Ch. Hermite

(0.2) hoy en dia es llamada desigualdad Hermite-Hadamard.

Una forma de generalizar el concepto de una funcién convexa, fue introducido por el
estadounidense Edwin Beckenbach [3] en 1937 en el trabajo Generalized convex functions,

reemplazando el segmento por graficas de funciones continuas pertenecientes

a una familia de funciones de dos parametros F. Las funciones
convexas generalizadas son obtenidas de muchas de las propiedades
conocidas para la funcién convexa clasica, como se puede ver en los

trabajos de E. Beckenbach, M. Bessenyei, Zs. Pales y Nikodem en

- [3], [6], [27] respectivamente o el libro titulado Convex Functions,
E. Beckenbach

de A. W. Roberts, D. E. Varberg [31].
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En el ano 1952, el polaco Stanislaw M. Ulam y el esta-
dounidense Donald H. Hyers [15] demuestran en el articulo Ap-
prozimately convex functions, que dada una funcién f definida en

una bola abierta centrada en cero de radio dos, entonces puede ser

aproximada por una funcién convexa. S Ulam

Dadas dos funciones f y g definidas sobre un espacio vectorial a valores reales, unos

K. Nikodem

de los problemas de interés en la matematica es determinar condi-
ciones necesarias y suficientes sobre f y ¢g para que exista una fun-
cion h que separe a fy g ( f < h < g )y que cumpla cierta
condiciéon, por ejemplo: continuidad, convexidad, cuasiconvexidad,
cuasiconcavidad, monotonia, linealidad, etc. Existen varios traba-
jos donde se estudian estos problemas, como es el caso del trabajo
titulo A sandwich with convexity, donde en el ano 1994, los polacos
Karol Baron, Janusz Matkowski y Kazimierz Nikodem [2] demues-
tran que dos funciones reales f y ¢ definidas sobre un intervalo

I C R y que satisfacen la desigualdad

fltr+ (1 =t)y) <tg(zx) + (1 =1t)g(y) zyel y [0,1],

pueden ser separadas por una funcién convexa.

En la misma direccion en el que crece el conocimiento matematico mediante el trazado

de la historia, se desarrollan también resultados de funciones midconvexas como son los

resultados de los siguientes matematicos:
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En los estudios pioneros de Jensen [17] y [18], se demostrd que
si una funcién convexa (actualmente denominada funcién midcon-
vexa) estd acotada superiormente en (a,b), entonces f es continua
alli. Dando especial atencién a los limites superiores e inferiores, los
alemanes Felix Bernstein y Gustav Doetsch [5] fueron capaces de
demostrar en 1915 la forma débil de Jensen. En otras palabras, de-

muestran que toda funcién midconvexa acotada en un subconjunto

abierto no vacié del dominio es continua. .
G. Doetsch

En el ano 1920, el polaco Wactaw Sierpinski [35] demuestra en
“Sur les fonctions convexes mesurables” el siguiente resultado: Si

f I — R es una funcion midconvexa y medible entonces f es

continua sobre I (y por lo tanto convexa).

W. Sierpinski

Por otra parte el ucraniano Alexander Ostrowski en 1929, en el
articulo “Uber die Funktionalgleichung der Exponentialfunktionen

und verwandte Funktionalgleichunge” demuestra que toda funcion

midconvexa acotada sobre un subconjunto del dominio con medida

de Lebesgue positiva es continua. A Ostrot;:ski

En la vida diaria se experimenta convexidad todo el tiempo y de muchas maneras,
el ejemplo mds prosaico es nuestra posicién de pie, que se fija siempre y cuando la
proyeccion vertical de nuestro centro de gravedad se encuentra dentro de la dotacion
convexa de los pies. Ademads, la convexidad tiene un gran impacto en nuestra vida
cotidiana a través de sus numerosas aplicaciones a distintas areas del conocimiento

como: Medicina, Finanzas, Economia, Ingenieria, Computacion entre otras.
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Un problema matematico importante es investigar cémo las funciones se obtienen
bajo la accién de los medios. El caso mas conocido es la convexidad del punto medio
(o convexidad tipo Jensen), que son aquellas las funciones f : I — R que verifican la

desigualdad

F (m ;r y> < @) ;r f)
para todo x,y € I. Si la funcién f : I — R es midconvexa y continua entonces la funcion
f es convexa si (ver el Corolario 1.9 para mas detalle). Por induccién matemaética se
puede extender la desigualdad anterior a combinaciones convexas de un nimero finito
de puntos en [ y junto a la variable aleatoria asociado a un espacio de probabilidad
arbitraria. Estas extensiones son conocidos como la desigualdad discreta de Jensen y la
desigualdad integral de Jensen respectivamente.

Para concluir esta introduccién, se dara informacién de la forma como esta estruc-
turado este trabajo especial de grado. Se ha dividido en tres capitulos subdividido cada
uno de ellos en secciones, no muy extensas en la mayoria de los casos. Esto permitira una
lectura mas agil del texto.

En el capitulo 1 se comienza introduciendo la nocién de funciones convexas y funciones
midconvexas dadas por J. Jensen [17]-[18] en 1905-1906 con algunos ejemplos, propiedades
y resultados.

En el capitulo 2 se expondra la nocion de funciones fuertemente convexas dadas por
T. Polyak [30] en 1966 con algunos ejemplos, propiedades y resultados desarrollados por
N. Merentes y K. Nikodem [21] en 2010.

En el capitulo 3 se expondra la nocién de funciones fuertemente midconvexas que
viene dada como un caso particular de las funciones fuertemente convexas, propiedades

y resultados desarrollados por A. Azdcar, J. Giménez, K. Nikodem, J. L. Sanchez [1] en
2011.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo, se dard una introduccién de convexidad por medio de Teoremas,
Definiciones, Proposiciones, Ejemplos, entre otros tépicos que se relacionan con este tema
y ademads nos serviran para el desarrollo de los préximos capitulos en este Trabajo Espe-

cial de Grado.

1.1 Funciones Convexas

El estudio de las funciones convexas como una clase de funciones es generalmente
atribuida al danés Johan Ludwich William Valdemar Jensen por sus primeros trabajos
entre los anos 1905 y 1906 ([17] y [18]). Sin embargo, él no fue el primero en trabajar
las funciones convexas, puesto que la forma discreta de la desigualdad de Jensen la
demostré el alemén Otto Holder en 1889 ([16]) bajo una hipétesis més fuerte la cual es
que la segunda derivada sea no negativa (es decir f”(z) > 0). Por otra parte, el austriaco
Otto Stolz demostrd en 1893 ([36]) que si f : [a,b] — R es una funcién continua en |[a, b]

y satisface la desigualdad

14
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F(552) < 50@ 1), awer (1)

entonces f tiene derivada por la izquierda y por la derecha en cada punto de (a,b). El
francés Jacques Hadamard obtuvo en 1893 ([11]) una desigualdad para integrales para
funciones que tienen derivada creciente en [a, b]. Jensen utiliza (1.1) para definir funciones
convexas y di6 el primero de una larga serie de resultados el cual junto con (1.1) implica
la continuidad de f.

Acontinuacion se da la definicién de funcién convexa y una serie de ejemplos que

ilustran la definicién

Definicién 1.1.1. Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion. Se dice que f es

una funcion convexa si satisface

[tz + (1 =t)y) <if(x)+ (1 =1)f(y), (1.2)

para todo x,y € I yt € [0,1]. Si la desigualdad es en sentido contrario se dice que la

funcion f es concava.

La funcién f se considera estrictamente convexa siempre que la desigualdad (1.2) sea
estricta para x # y.

En la Fig 1.1, la interpretacién geométrica de una funciéon convexa establece que
si f : I — R es una funcion convexa entonces el segmento que une los puntos

(21, f(21)),(xg, f(x2)) € Graf nunca esta por debajo del Graf.
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fixs)

(e b (=8 F (ae)

Fizy)

Flteg 4+ (1 = t)ara)

L

I'2 try + (1 —1)xa

Figura 1.1: Funcién convexa, I = [xo, 1]

Si se invierte la desigualdad (1.2) se dice que la funcién f es céncava. La funcién f

es estrictamente céncava si la desigualdad es estricta cuando = # y y t € (0,1).

&
Fltry <+ [1 =1)as)
fiza)
Eflme )+ (1 — 81 F ()
flzg)

k J

Ia iy o (1 = )iy ksl

Figura 1.2: Funcién concava, [ = [z, 1]

Analogamente, la interpretacién geométrica de una funcién concava establece que
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si f : I — R es una funcién céncava entonces el segmento que une los puntos
(21, f(x1)),(xa, f(z2)) € Graf nunca esta por arriba del Graf, como lo muestra la Fig
1.2.

A continuacion se presenta una serie de ejemplos de funciones convexas, es decir, se

demuestra que cumplen con la desigualdad (1.2).

Ejemplo 1.1.1. Sea f(z) = 22, x € [~1,1], para que f sea convexa se debe cumplir que

flr+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 =0 f(y), zyeR, t<[0,1],

es decir,

0 <tf(x)+(1—1)f(y) = ftw+ (1 —t)y)
= ta® + (1= t)y* — (tz + (1 — t)y)*
= ta® + (1 = t)y” — (P2 +20(1 = )y + (1 = 1)°y)

= t(1 — t)2® — 26(1 — )y + (1 — t)(1 — 1 + )y

t(1 —t)(z* — 22y + 7)

tl—t)(x—y)* te[-11],

entonces f(x) = 2% es conveza. Geoméltricamente lo se puede comprobar en la siguiente

figura:
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0.5
05
044

0,29

{15 e s e s s s s R M e B s s e e |

1] 02 04 0g 0g 1
t

Figura 1.3: f(z) = 2% 1=10,1]

Ejemplo 1.1.2. Sea f(z) = |z|, = € [—1,2], se verifica que f es una funcion conveza.

Asi
fltz+ (1 =t)y) = [tz + (1 = t)y|
usando la desigualdad triangular

tr+(1=t)y| < [te|+|(1-t)y| = tlz|+(1—t)|y| = tf(x)+(1-1)f(y), =,y €R, t€][0,1]

entonces f(x) = |z| es convexa, tal como lo muestra la siguiente figura:
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054

[ e s e e B s s s L B B e e

0 0.2 0.4 06 048 1
t

Figura 1.4: f(x) = |z|, [ =[-1,2]

Cabe destacar que el Ejemplo 1.1.1 muestra el caso de una funcién estrictamente
convexa, mientras que el Ejemplo 1.1.2 no. Ademas el Ejemplo 1.1.2 muestra que las

funciones convexas no son necesariamente derivables en todo punto ( ver Figura 1.5).

__

Figura 1.5: Las funciones convexas pueden ser no derivables o discontinuas.

En la proxima seccién se expondran resultados sobre la continuidad y la diferencia-

bilidad de funciones convexas.
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1.1.1 Continuidad y Diferenciabilidad

En esta seccién se estudiaran las propiedades de continuidad y diferenciabilidad de
las funciones convexas. Se iniciard con una proposicién que expresa que toda funcién

convexa definida en un intervalo cerrado I = [a, b] y acotado es acotada.

Proposicién 1.1.1 (ver [31]). Si f : [a,b] — R es una funcion conveza, entonces es

acotada en [a,b].

Demostracion:
Sea f una funcién convexa en un intervalo [a, b], se considera M = max{f(a), f(b)}

y z € |a,b], existe un A € [0, 1] tal que
z=Xa+ (1— A\,

entonces

J(2) < Af(@)+ (1= ) f(b) < AM + (1= \)M = M,

luego f es acotada superiormente en [a, b].
Ademsds f esta acotada inferiormente. En efecto, seleccionando un ¢t > 0 adecuada-

mente se puede asegurar que (a + b)/2 + t, esté en el intervalo de [a, b] y asi

() =l

IN

se reescribe

CcOo1mo
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resulta

f(a;bH) ZQf(a—i—b)_M:m;

y por lo tanto f es acotada.
O
Es necesario que el intervalo en que esta definida la funcion sea cerrado y acotado ya
que en caso contrario puede suceder que la funcién no sea acotada, esto se comprueba
mediante los ejemplos siguientes:

T

Ejemplo 1.1.3. Las funciones f : [0,5) — R, definida por f(x) = tag(x) y g : [0,00) —
R definida por g(x) = €*

tag(r)

=
vl 5
=

Figura 1.6: Geométricamente se observa que no son acotadas superiormente.

De estos ejemplos se tiene que las funciones pueden ser convexas en un intervalo y no
acotadas superiormente, en ese intervalo.

El comportamiento de una funcién en los extremos en un intervalo I puede ser de
varias maneras, sin embargo en el intervalo I° quien es el interior de I tiene propiedades
importantes, para exponer algunos resultados que clarifiquen este tema, se expone acon-

tinuacién la nocion de Lipschitzidad

Definicién 1.1.2. Se dice que una funcion f : I — R satisface la condicion Lipschitz (o

es Lipschitz) en el intervalo I si para todo x,y € I existe una constante K tal que

[f(x) = f(y)| < Kz —yl. (1.3)
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La constante K se denomina constante de Lipschitzidad.
Se demostrard que toda funcién convexa f : I — R es Lipschitz en cualquier intervalo

[a, b] contenido en el interior de I.

Teorema 1.1.1 (ver [31]). Si f: I — R es una funcidn convezxa, entonces f es Lipschitz
en cualquier intervalo |a,b] contenido en el interior I° de I. Consecuentemente, f es

absolutamente continua en [a,b] y continua en I°.

Demostracion:
Se considera € > 0 de tal manera que a — ¢ y b+ € pertenezcan a I, y sean my M el

infimo y el méximo de f respectivamente en [a — &,b + ¢].
1

ly — |

Si z,y € [a,b] son tales que x # y, y como

(x — y)' = 1, resulta que

zzy+ﬁ(g—x)€ [a—¢e,b+¢].

Luego,

__ly—«] £
y = 2z 4+ x.
e+ly—z|  e+|y—1z|

En consecuencia, se considera

ly — |

=7 "1 _<(0,1),
€+w—$|< )

resulta que y = Az + (1 — A)z y como f es una funcién convexa se obtiene

fW) < Af(2) + (=N f(x) = A(f(2) = f(2) + (=),

por lo tanto

F(0) — F(a) < A —m) < =2 0r -y = Ky .

donde K = M

, y como para cualquier z,y € [a,b], © # y, se considera

|f(y) — f(@)] < Kly —zf,

es decir, f es Lipschitz en el intervalo |[a, b].
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Usando que f es absolutamente continua si para todo € > 0, se puede obtener § > 0

tal que para cualquier coleccién {(a;, b;)}; de intervalos disjuntos de [a, b] se tiene que

n

=1

Entonces

SOIfB) = Fla) <D0 Kb —ail = K b — ai] < K.
i=1 i=1 i=1

. € ., .
Claramente, si d = I se cumple que toda funcién convexa es absolutamente continua.

Finalmente, la continuidad de f en I° es una consecuencia de la arbitrariedad de [a, b].
O
Por otro lado, la derivada de una funcién convexa puede ser estudiada en términos

de derivada por la izquierda y por la derecha definidas como sigue:

Definicién 1.1.3. Sean f : I — R una funcion y x,y € I, entonces las derivadas
laterales se definen en caso de existir tal como sigue:

Derivada por la izquierda

! R f(y) — f(:L‘)
fo(z) = lim BT

y derivada por la derecha
() — i L0 =S

ylz Yy—
El siguiente Teorema establece que las derivadas laterales de una funcién convexa

existen, son monétonas y crecientes en I° (interior de I).

Teorema 1.1.2. Sea f : I — R una funcion conveza [estrictamente convera] entonces
en cada x € I° existen las deriwadas laterales y las funciones f'(x) y f'.(x) son crecientes

[estrictamente crecientes] en I°.

Se considera los siguientes puntos w < x <y < z en I° con P,Q, R v S los puntos

correspondientes en la grafica de f (ver figura 1.7); es decir

P=(w, fw), Q=(z,f(x), R=(y,f(y) v 5= (2 f(2))
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0 T I
Figura 1.7: Relacion entre las pendientes.

Sin pérdida de generalidad, se considera la siguiente notaciéon para la pendiente de la
recta que da dos puntos, tal como sigue pendiente(AB) = pend(AB). Con esta notacién

se obtiene
pend(PQ) < pend(PR) < pend(QR) < pend(QS) < pend(RS) (1.4)

y las desigualdades son estrictas si f es estrictamente convexa. Como pend(PR) <
pend(QR), entonces la pend(QR) aumenta cuando = T y, y de manera similar la

pend(PR) disminuye a medida que z | y.

Estos hechos garantizan que f’ (y) y f(y) existen y satisfacen
fL(y) < fily) (1.5)

para todo y € I°.

Por otra parte, considerando (1.4), se tiene

)= fw) _ S0 =16 _
r—w - y—x 77

fi(w) <
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y la desigualdad es estricta si y sélo si prevalece la convexidad estricta; de esta desigualdad

y por (1.5) se obtiene

y asi se establece la monotonia de f’ (y) vy fi(y).
O
Hay varios resultados importantes que tienen relacion con las propiedades de con-
tinuidad de f| y f’. El cardcter monétono de f} significa que el limite de f} (z) existe

cuando x | w. De la desigualdad

, — f(x

< fly) — f(z)
y—x

y de la continuidad de f se sigue que

o 1 < 11 S0 @) J0) = S ),
zlw clw  y—x Y — w

Siy | w se obtiene

) - Jy) = f(w)
lim f < lim —~——~-~2 = f/ (w).
A y—w filw)

Por otra parte, ya que # > w, la monotonicidad de f/ implica que f’(z) > f!(w).
Por lo tanto

lim f' (z) = f} (w) (1.6)

z|w

y argumentos similares demuestran que

lim f (z) = fL(w). (1.7)

2w
Se sefiala que (1.6) y (1.7) son vélidas en los extremos de I, siempre que f esté bien
definida y sea continua en . Por ltimo se destaca que las condiciones analogas a (1.6)
y (1.7) para el limite lateral izquierdo y derecho se mantiene para f’ (z).
O
En las condiciones del Teorema 1.1.1 no se puede asegurar la continuidad en un
extremo del intervalo, por ejemplo la funcién f : [a,0) — R definida por f(a) = 1y

f(t) =0sia<t<b, es convexa en [a,b), pero no es continua en a.
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Teorema 1.1.3. Si f : I — R es una funcion convexa en el intervalo abierto I entonces

el conjunto E donde f' no existe es numerable. Ademdas, [’ es continua en I\E.

Demostracion:

De (1.6) y (1.7), se concluye que f (w) = f"(w) si y sélo si fi es continua en w.
Asi que E consiste en el conjunto de las discontinuidades de la funcién creciente f} y
por consiguiente es numerable; para més detalles ver [23]. En I\ E, f. es continua, asi f’
coincide con f} en I\E y también es continua alli.

O

Ahora se representa una funcién convexa como una integral, afortunadamente, se

pueden tomar en el sentido de Riemann o de Lebesgue.

Teorema 1.1.4 (Ver [31]). Una funcion f : (a,b) — R es convexa [estrictamente con-
vexa/ si y sélo si existe una funcion g : (a,b) — R creciente [estrictamente creciente] y

un punto d € (a,b) tal que para todo x € (a,b),

fla) = 1@ = [ gttt (1.9

Demostracién:
Supdngase primero que f es convexa, y sean g = f% la cual existe y es creciente
por el Teorema 1.1.2 y d cualquier punto de (a,b). En virtud del Teorema 1.1.1, f es
absolutamente continua en [d, xz]. Del Teorema clésico de la integral de Lebesgue (Ver

23], p.225) se tiene que

x x
fa)= 1@ = [ rwa= [ owa
Por otra parte, si f es estrictamente convexa, g = fjr serd estrictamente creciente (ver
Teorema 1.1.2).
Inversamente, supéngase (1.8) que g es creciente y sean o y 3 escalares positivos tales

que o + 3 = 1; entonces, para x < y en (a,b), se tiene que

Y az+Ly
af(2) + B — (ot B floxt o) =5 | ot) di—a / olt) dt.

az+Py
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af(x)+Bf(y) — flar + By) = af(x)+Bf(y) — (a+ B)flax + By)
= B(f(y) — flax + By)) — a(f(ax + By) — f(x))

Y az+pPy
= 0 g(t) dt — a/ g(t) dt
az+Py T

Y az+By

> o " glext oy di-o / ooz + By) dt
az+Py T

= Bglaz + By)(y — (ax + By)) — aglaz + By)(ax + By — )

= glax + By)(By — (ax + By)) — alar + By — x))

= glazx + By)(ax + By — (azx + By)) = 0.

Esto implica que
af(z)+Bf(y) — flaz+ fy) 20

para todo o, 8 € [0,1], a+ 3 =1y z,y € (a,b). Por lo tanto f es convexa. Ademds,

como ¢ es una funcion creciente se verifican

r <t <azx+ Py entonces ¢(t) < glax + By)

axr + By <t <y entonces g(ax+ fy) < g(t).

Por tultimo, se nota que la estimacion realizada anteriormente es estricto cuando g es
estrictamente creciente.
U
El Teorema anterior demuestra que para una funcion diferenciable, la convexidad
implica que la derivada es creciente. A continuacién se presenta otra manera de ver la

convexidad de una funcién.

Teorema 1.1.5 (Ver [31]). Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable en (a,b). En-
tonces [ es convera [estrictamente convexal si y sdlo si f' es una funcidn creciente

[estrictamente creciente].

Demostracion:
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Supéngase f’' una funcién creciente [estrictamente creciente]. Entonces, el Teorema

fundamental del calculo se asegura que

f@) =10 = [ ") d. (1.9)

para cualquier ¢ € (a,b), en virtud del Teoremal.1.4 se tiene que f es convexa.

Reciprocamente, si la derivada f’ es creciente [estrictamente creciente] y existe en
todos los puntos del dominio de la funcién f, entonces de acuerdo con la relacién (1.9) y
de la aplicacién del Teorema 1.1.4 con g(t) = f'(t) para todo t € (a,b), se concluye que
f es convexa [estrictamente convexa].

U

Corolario 1.1.1 (Ver [31], [34]). Sea f : [a,b] — R una funcion con sequnda derivada
n (a,b). Si f es una funcion convexa en [a,b] si y sélo si f”" > 0 en (a,b). Ademds si

f" >0 en (a,b), entonces f es estrictamente convexa en el intervalo (a,b).

Demostracion:
, P ente si v s6lo si funcid ; o
f" es una funcién creciente si y sélo si f” es una funcién no negativa y si f’ es una
funcién estrictamente creciente entonces f” es una funcién positiva. Esto combinado con

el Teorema 1.1.5 nos da el resultado.

g

Ejemplo 1.1.4. Sea f(z) = z*, x € (—1,1) se demostrard que " > 0 en (—1,1). En

efecto

y deriwando nuevamente,

f(z) = (42%) =122 > 0

para todo x € (—1,1). Como f"(z) >0, z € (—1,1) por el Corolario 1.1.1 se tiene que

f es una funcién convexa en (—1,1).

El reciproco del Corolario 1.1.1 es falso, es decir, el hecho de que f sea estrictamente

convexa en (a,b) no implica que f” > 0. En el Ejemplo 1.1.4 f es estrictamente convexa
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y no cumple que f” > 0 ya que cuando x = 0 entonces f”(z) = 0.

La proxima caracterizacion depende de la idea geométrica que en cualquier punto de
la grafica de una funcion convexa, existe una recta que se encuentra por debajo o sobre

la gréafica (Fig.1.8).

flzo)

Figura 1.8: Recta de soporte de f en x.

Formalmente, se puede escribir que:

Definicién 1.1.4. Sea [ una funcion definida en el intervalo I. f tiene el soporte en
xg € I, si eziste una funcion afin A(x) = f(xo) +m(z — x0) que pasa por (xo, f(zo)), tal

que A(x) < f(x) para todo x € 1.
La funcién afin A es llamada recta soporte de f en xg.

Teorema 1.1.6 (Ver [31]). Una funcion f : (a,b) — R es conveza si y sdlo si eziste al

menos una recta de soporte de f para cada xo € (a,b).

Demostracion:
Sea f : (a,b) — R una funcién convexa, xg € (a,b) y m € [f’(x), f}(z0)] tal que si

T > xg, entonces
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@) = f@)

r — X
y si & < xg , entonces
f(@) — f(=o) <m
T — Zo

En ambos casos se obtiene que f(x) > f(xo) + m(x — ). Se denota A(z) como
A(x) = f(zo) + m(x — xo).

Inversamente, se supone que f tiene una recta soporte para cada punto de (a,b),
donde z,y € (a,b). Sizg = Ax+ (1 — Ny, A €[0,1], sea A(x) = f(xo) + m(x — ) el

soporte de la funcién f en xy. Entonces,
fzo) = Alzo) = MA(z) + (1 = MA(z) < Af(x) + (1 = A)f(2)

por lo tanto f es convexa.
O
El préximo resultado no es una caracterizacién de las funciones convexas, pero se

relaciona con el Teorema 1.1.6

Teorema 1.1.7 (Ver [31]). Sea f : (a,b) — R una funcion convexa. Entonces f es

diferenciable en x, si y solo si la recta soporte de f en xy es unica. Y en este caso,

A(z) = f(@o) + f'(z0)(z — 20)
proporciona este unico soporte.

Demostracién:

Esta demostracion se desprende del Teorema 1.1.6, es decir, para cada m €
[f"(z0), [ (z0)] existe una recta de apoyo de f en zy. Por lo tanto la unicidad de la
recta significa f’ (x) = f'(x), es decir, f'(xy) existe. Por otro lado, se concidera que

f'(xo) existe; ademéds de cualquier recta de soporte

A(z) = f(o) +m(x — o),
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nos da que f(z) — f(xg) > m(z — o). Para z; < xy < x3, se obtiene

f(x2) — f(x0)

)

f(z1) = f(=o) <m <
1 — X - - To — X

considerando limite z1 T 2oy x2 | x¢ se obtiene f’ (x9) < m < f! (x0), la diferenciabilidad
en zo implica la unicidad de m, por lo tanto el soporte de A en x; es decir; que m = f'(zy),

reescribiendo a A(z),

A(z) = flwo) + f'(w0)(z — 20).

1.1.2 Teorema del Sandwich

Dadas dos funciones definidas en un intervalo [ tal que f < g. Un problema de interés
es determinar si existe una funciéon convexa h : I — R que separe a f y a g, es decir tal
que f < h < g. Existen situaciones donde este problema tiene respuesta negativa como

son los casos que se muestran en las siguientes figuras (ver [10])

BN

Figura 1.9:
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=1 ;-?______
M~

Figura 1.10:

Una situacién como la mostrada en la Figura 1.9 ocurre cuando se considera f,g :
[—1,1] — R, definidas por f(z) =1 — |z| y g(x) = 2 — |z|. Si existiese h : [-1,1] - R

convexa tal que f < h < g, entonces

0 = f0)= f5(-1)+ 5]
< h5(-1)+3D)
< Sh(=1)+ zh(1)
< o(-1)+ 3901)
< SI=14 )+ (-1 +3)
B r 1 1
R

lo cual es una contradiccion; por lo tanto, no existe una funcién convexa que separe a
las funciones f y g. Por supuesto, también existen casos donde la funcién h existe, por

ejemplo si f y ¢ son convexas o en una situacién como en la ilustrada en la Figura 1.11
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L

MO
/

Figura 1.11:

La respuesta del problema que se plantearon fue dada por Karol Baron, Janusz
Matkowski y Kazimierz Nikodem en el ano 1994 [2], quienes dieron una caracterizacion
de las funciones reales que pueden ser separadas por funciones convexas. Para detalles

de la demostracién se refiere al lector a [2].

Teorema 1.1.8 (ver [2]). Sean f,g: I — R dos funciones reales que satisfacen
[tz + (1 =t)y) <tglx) + (1 —1t)g(y), z,yel, t€]0,1], (1.10)
para todo x,y € I yt € [0,1] si y solo si existe una funcion convexa h: I — R tal que
f<h<g.

El siguiente ejemplo muestra que el Teorema 1.1.8 no puede ser generalizado para

funciones definidas en un subconjunto convexo del plano (complejo).

Ejemplo 1.1.5 (Ver [27], [10]). Sean D C C la bola abierta centrada en cero de radio
dos y z1, 29, 23 tres raices (diferentes) de la unidad. Se definen las funciones f,g: D — R

por
0 siz#0, 0 sizé€{z,2,2},

f(z) = _ 9(2) = _
1 siz=0. 3 siz € D\{z, 22,23}
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se verd que se cumple (1.10). En primer lugar se considera

) 1+\/§, IRRVE]
1 = 2o — —— —1 29 = ——= — —
1 y R2 5 9 Yy z3 5 5

asi graficamente se obtiene

Figura 1.12:

Se puede observar que 0 no es combinacion convexa de dos raices cubicas de la unidad.

En efecto, sean x,y € D yt € (0,1), existen dos posibilidades
1 tr+(1—-t)y=0,

2. tr+ (1 —1t)y #0.

En el primer caso f(tx + (1 —t)y) =0, como tg(x) + (1 —t)g(y) es una combinacion
convezxa de g(x),g(y) € [0, 3], resulta

tg(x) + (1 —t)g(y) >0,

luego

fltz+ (1 =1t)y) <tg(z)+ (1 —1t)g(y).
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t—1
En el sequndo caso v = Y= 5% Y fltzr+ (1 —t)y) =1,
0 six € {z,29,23}, 0 sty € {2, 29, 23},
tg(z) = _ (1-t)g(y) = ,
3t six € D\{z, 29, 23}. 3(1—1t) siy € D\{z, 29, 23}

sumando ambas funciones, y considerando que x y y no pueden ser ambas raices cubicas

de la unidad, resulta que:

3(1—t) six € {z1,29,23}, y € D\{z1,22, 23},
tg(I) + (1 - t)g<y) = 3t SZy € {Zlv 22, 23}7 HAS D\{Zlﬂ 22,Z3},
3 st T,y € D\{Zla 22723}'
Si x® =1, entonces

t t
2yl =kl =1

[\

que equivale a
Siy3 =1, entonces
Y en consecuencia

Por dltimo si x> # 1y y* # 1 entonces f(tx + (1 — t)y) = 1 < 3. Entonces
fltx+ (1 —t)y) <tg(x)+ (1 —1t)g(y) para todo x,y € D yt € [0,1] para cualquier caso.

Supongase que existe una funcion convera h : D — R que satisface que f < h < g.

Entonces usando que z1 + z9 + z3 = 0, por ser raices de la unidad, se tiene que

1=f(0)=f (%(21 + 2 +Z3)) <h (%(zl + 2 ~|—z3))

(h(z1) + h(z2) + h(z3))

VAN

[\
Wl Wl

(9(21) + g(22) + g(23)) = 0,
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lo cual es una contradiccion. La contradiccion viene de haber supuesto que existe una

funcion convexa h que satisface que f < h <g.

Si f es una funcién real definida en I tal que f es convexa entonces se cumple que

para todo € > 0
fllx+ (1 —=t)y) <tf(z)(1—-t)f(y) +e, z,yel, tel0,1]. (1.11)

Reciprocamente si f satisface (1.11) para todo € > 0 entonces f es convexa.
Sin embargo, existen funciones que satisfacen (1.11) para algiin numero positivo ¢ y
esto es lo que se conoce como funcién e-convexa realizada en [14] por el estadounidense

Donald Hyers en el afio 1941. De manera més formal:

Definicién 1.1.5. Sean f una funcion real definida en I y e > 0. Se dice que f es

e-convexa si [ satisface la desigualdad:
flx+ A=ty <tf(x)+ 1 =t)f(y) +¢e, z,yel, tel0,1].
Con el siguiente ejemplo se iludtra la definicién 1.1.5 en forma explicita.
Ejemplo 1.1.6. La funcion f:[—1,1] — R definida por:
f(z) = —2*+1,

es 1-conveza, ya que el mayor valor que toma la expresion f(tx+(1—t)y) es 1 y el menor

valor de la expresion tf(z) + (1 —t)f(y) + 1 es 1, luego
fllx+ A=ty <tf(x)+ (1 —=8t)f(y)+1, x,ye[-1,1], t €[0,1].

En el ano 1952, D. H. Hyers y S. M. Ulam demuestran en [15] que si f es una funcion
real definida en D C R", e-convera entonces existe una funcion convexa h : I — R tal
que

|f(x) — h(x)| < kpe, z€l,
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donde k, = (n* + 3n)/(4n +4) y n es la dimensidn del espacio donde se encuentra el
dominio.

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 1.1.8.

Corolario 1.1.2 (Ver [2]). Sea f: I CR — R una funcion e-convexa, entonces existe

una funcion h : I — R convexa tal que

Demostracién:

Se considera la funcién g(z) = f(z) + e y como f es una funcién e-convexa se tiene

entonces en virtud del Teorema 1.1.8 se sigue que existe una funciéon convexa h : [ — R

tal que
f(@) < hia) + = < f(x) +=.
restando — en ambos lados se obtiene
€ €
f(l’)—é < h(x) Sf($)+§7
es decir,

1.1.3 Desigualdad de tipo Jensen

En ésta seccion se presentaran desigualdades que generalizan la desigualdad que
aparece en la nocién de funcién convexa, dadas por J. W. Jensen en [17] y [18] en el

ano 1905 y 1906 respectivamente.
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Teorema 1.1.9 (Ver [17], [18]). Sea f : I — R una funcion convexa, entonces

para todo x1,x9,....,x, € I, t1,....,t, >0 tales que t; +...+t, =1 yx =tz + ... +t,x,.

Demostraciéon:
Se fija x1,...,x, € [ y t1,....,t, > 0 talesquet; +...+t, =1.Sea T = t1x1 + ... + t,x,
y se considera una funcién g : I — R tal que g(x) = a(z — ) + f(Z), donde g satisface

que g(z) = f(2) y g(z) < f(z), z €I

Entonces, para todo 2 = 1,...,n, se obtiene que

f(x:) = g(:) = aw; — 7) + f(7),

multiplicando ambos lados por ¢; y aplicando sumatoria se obtiene
Ztif(xi) > azti(%’ — )+ f(2).
i=1 i=1

Por otra parte

=1 i
por lo tanto
=1

O
Acontinuacion se enuncia y demuestra un Teorema anédlogo al Teorema 1.1.9, relativo

a la forma integral de la desigualdad de Jensen.

Teorema 1.1.10 (Ver [21]). Sean (X, X, ) un espacio de medida de probabilidad, I un

intervalo abierto y ¢ : X — I una funcion integrable Lebesque. Si f : I — R es una

f( / so(as)du) < [ ftet@nan

funcion convexa,entonces
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Demostracion:
Sea ¢ : I — R una funcién de la forma g(z) = a(z — m) + f(m) que soporta a
f en m e integrando sobre X en ambos lados de la desigualdad f(o(z)) > g(p(x)),

para todo z € X.
| ftetandu= [ gtotadn

:Amﬂ@—mw+éfwd

= a | (pta) = m)du+ ) |

usando el hecho de que X es un espacio de probabilidad, entonces [ vdp =1

[ st du>a</xso(w)du—m/xdu>+f(m)

= a(m —m) + f(m)
= f(m),

reescribiendo la ultima desigualdad y sustituyendo m = [ < e(x)du
([ ww) < [ seenan
b's b's

Para cerrar esta seccion se dard un ejemplo que ayuda a ilustrar el Teorema 1.1.10.

0

Ejemplo 1.1.7. Sean ¢ : E — [0,+00) y f(t) :=t” con p > 1. Entonces

(f w(w)du)p < [ (ol

siempre que las integrales existan. Como los integrandos son positivos, es claro que bas-

tard suponer que ¢ es integrable y (p(x))P medible, para evitar integrales infinitas.
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1.1.4 Desigualdad de tipo Hermite-Hadamard

Uno de los resultados mas fundamentales que se deducen de la nocién de funciones
convexas es la siguiente desigualdad. Sea f : I — R una funcién convexa entonces la

funcion f satisface la siguiente desigualdad

para todo z,y € I, x < y. El lado izquierdo de (1.12) fue demostrado por Jaques
Hadamard en 1893 antes de que las funciones convexas fuesen formalmente introducidas.
Para funciones con derivadas crecientes en un intervalo cerrado, es algunas veces llamada
desigualdad de Hadamard y el lado derecho la desigualdad de Jensen. En 1985, D. S.
Mitrinovié y I. B. Lackovié en [22] sefialan que la desigualdad (1.12) es debido a Charles
Hermite quien la obtiene en los anos 1883, diez anos antes que Hadamard.

Esta desigualdad clasica de Hermite-Hadamard juega un rol importante en el analisis
de la convexidad y tiene una amplia literatura que trata sus aplicaciones, generaliza-
ciones y refinamientos (para mas detalles ver [9], [24], [6] y sus referencias). También se
conoce que si f es continua, entonces la desigualdad de Hermite-Hadamard caracterizan

la convexidad de f.

Teorema 1.1.11 (Ver [11]). Si una funcion f: I C R — R es convexa entonces

()=

para todo x,y € I, x <wy. Inversamente, si f es continua y satisface el lado derecho o

) ds < <)+f() (1.13)

izquierdo de (1.18) para todo x,y € I, x <y, entonces es convera.

Demostracién:

El lado derecho de (1.13) se obtiene de integrar la desigualdad (1.2) en el intervalo
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[0,1] con respecto a t, tal como sigue:

/ftx+ (1—1t)y )dt</0 H(z) dt /0(1—t)f(y)dt
L@ )
- 2 2
_ @)+ 1)
1Y)

Haciendo un cambio de variable s = tx 4+ (1 — t)y en la integral

1 1 T
/Of(tx—i-(l—t)y)dt:x_y/y f(s) ds

se obtiene el lado derecho la desigualdad (1.13)

L[ as < 12250

Por otra parte, para demostrar el lado izquierdo de la desigualdad (1.13) se realiza la

x_

siguiente transformacion

xiy/jﬂs)ds — (/f ) ds + if() )
_y(/ " f(s1) dsy + Hz_yf(sQ) d52>.

Haciendo los siguientes cambios de variables

r4+y—tlx—y) r4+y+tlx—y)
S1 = 9 y So9 = 9 5

en la desigualdad anterior, se obtiene:

1 — — —_
1/ {f<:c+y t(x y))+f<:v+y+t(:c y))] it
2 J, 2 2
ahora usando la convexidad de la funciéon se llega a la desigualdad
I —t(x — —
_/ {f(x+y t(x y)>+f(x+y+t(x y))} gt > (
2 J, 2 2
( T+

1) a

).
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se obtiene el lado izquierdo la desigualdad (1.13)

f(x;y) < miy/yf(s)ds-

Acontinuacion se dard varios ejemplos para ilustrar el poder de la desigualdad de

g

Hermite-Hadamard:

1
Ejemplo 1.1.8. Sea f(x) = 152 con x >0 . Sustituyendo en (1.13) se obtiene
x
27 x? + 2z
< In(1 < .
i S B v
22 4 2r

i 2z +2
1.2

1 In{l+x)

1 2r

] 241
087
061
0.4
021

D_ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

0 05 1 15 2
Figura 1.13:
Particularmente,
1 1/1 1
< 1 1) -1 < - |-
nriz < e+l =) 2<n+n+1)’

para todo n € N — {0} en el intervalo (n — 1,n).
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Ejemplo 1.1.9. Sea f(z) = e*, con x € R. Sustituyendo f(x) en la desigualdad (1.13)

se obtiene
b a b a

e
ez < < il para a # b € R,

-1 045 ] 04 1

Figura 1.14:

y si se hace un cambio de variable a = In(y) y b = In(x) queda de la siguiente manera,

r—y r—+y
VIy < n(z) = In(g) < —5— paraz # 1y € (0,00),

Ejemplo 1.1.10. Dada f(x) = sen(z), con x € (0,7), se obtiene

sen(a);—sen(b) 3 cos<a2:;os(b) . (a+b)’

y esto implica la conocida desigualdad tan(z) > x > sen(x) (parax € [0,7/2]).
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1.1.5 Funciones Aditivas y Funciones Midconvexas

En esta seccion se presentan las definiciones de funcién aditiva y funcion midconvexa.
Se demostrara que si f : R — R es una funcién continua aditiva entonces es lineal y toda

funcién midconvexa y continua es convexa. Para mayor detalle se refiere al lector a [19].

Definicién 1.1.6. Sea f : R — R. Se dice que la funcion f es aditiva si satisface la

ecuacion de Cauchy
fle+y) = flx)+ fy), (1.14)
para todo x,y € R.

La siguiente proposicion es una consecuencia de la Definicién 1.1.6 para n puntos de

R.

Proposicién 1.1.2 (Ver [33]). Sea f : R — R una funcion aditiva entonces

f (z ) -3 s, (115
i=1 i=1
para cada n € N y para cualesquiera x1,xs,...x, € R.

Demostracién:
Si n = 2 se obtiene la igualdad (1.14) que es la definicién de funcién aditiva.
Supdngase que la igualdad (1.15) es cierta para n — 1 sumandos y se demuestra que

también es cierta para n. En efecto:

() o A(5) )

f(? >+f:vn

Z i) + f(zn)

n

=2 fl

=1
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O
Los dos siguientes Teoremas se caracterizan por ser las soluciones de la ecuacion de

Cauchy.

Teorema 1.1.12 (Ver [33]). Sea f : R — R wna funcion que satisface la ecuacion de

Cauchy. Entonces,
fQz) = Af(x),

para todo z € R y A € Q.

Demostracién:

Para x = y = 0 se tiene de (1.14) que

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),

es decir
donde

Por otra parte

lo cual es equivalente a

para todo x € R, por lo tanto, f es una funcién impar.

Considerando x; = ... = z,, = z y (1.15) se obtiene

f (z) 3 )
i=1 i=1
entonces

f (Z) _ ;n;f(x),

i=1
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por lo tanto
f(nz) =nf(x)
Ahora bien, si A € Z se tiene para A > 0 que

fx) = Af ()

y si A <0, como —\ > 0 se verifica

fOx) = fF(=N)(=2)) = =Af(=x)

En los dos casos, si A € Z entonces

fx) = Af(x).

Dado que para cualquier caso A € Q existen k € Z y m € N tales que A = k/m se

obtiene que kxr = m(Az) y por consecuencia

kf(x) = f(kx) = f(m(Az)) = mf(Az),

k
de donde f(Ax) = —f(xz) = Af(z) para todo x € Ry A € Q.
m
0
El siguiente Teorema se demuestra que toda solucién de la ecuaciéon de Cauchy es

lineal cuando la funcién ademads de aditiva es continua.

Teorema 1.1.13 (Ver [34]). Sea f: R — R wuna funcidn aditiva y continua. Entonces

para todo x € R

Demostracién:

Sea x € Ry se considera una sucesién {\, },<1 tal que

lim A\, =z,

n—oo
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vy A, € Q para cada n € N. Entonces

f(An) = f(l)‘n) = f(l))‘n'

Considerando el limite cuando n — oo y usando la continuidad de f, se obtiene
fe) =7 (fim An) = Jim SO0)
= lim f(DA, = f(1) lim A,
= f(1)x.
Es decir f(z) = f(1)z para todo x € R.

g

A continuacién se presenta el concepto de funcion midconvexa dado por J. L. W.
Jensen en 1905 [18], estas funciones también son conocidas como funciones convexas en

el punto medio o también funciones Jensen-convexas (ver [18], [33] y [34]).

Definicién 1.1.7. Sea I C R un intervalo. Una funcion f : I — R se dice midconveza

(o convezxa en el punto medio) si y solo si satisface la desigualdad

f(w;v) < w (1.16)

para todo x,y € 1. Si la desigualdad es estricta para x # y, [ es llamada estrictamente

midconvexa.

Obsérvese que de acuerdo con la definicién, toda funcion convexa es midconvexa. El
reciproco en general no es cierto, sin embargo se vera que bajo ciertas condiciones, ambas
definiciones son equivalentes.

En primer lugar se obtiene que si f : R — R es una funcién aditiva entonces

F(55Y) = yre e = O

es decir, toda funciéon aditiva es midconvexa.
El siguiente teorema es una consecuencia de la Definicion 1.1.7 para n puntos del

intervalo I.
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Teorema 1.1.14 (Ver [33]). Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion midcon-

vexa. Entonces

PP < S b ) (117

n

para todo entero positivo n y cualesquiera x; € I, 1=1,...,n.

Demostracion:
Sin =2 la desigualdad (1.17) es la definicién de funcién midconvexa. Supéngase que
la relacién es cierta para n = 2" tal que m € N, se demostrara que también es cierta

para n = 2™*! En efecto, sean

om 2m+1
1
~ om Z Tiy X = om Z iy
=1 1=2m+1

entonces

f

f(x1+~- )

1+ -+ Togmtr
2m+l

I
-

7=2mM+41

(sz +—m QZ+ x))

1=2m+1

i)/ ()

Usando la midconvexidad de f y la hipdtesis inductiva,

T4+ T, B o+ f(ZL',)—i-f(%”)
() = (5=

I
~

( me1
:

2 2
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lo que implica que si n = 2™ para algin m € N se verifica

Ahora se verd el caso en que n no es de esta forma, es decir n € N es arbitrario (n > 2)
y sea m € N tal que n < 2™. Definiendo

Tt
y=—"—"

se considera

n 2m
(e dw) @ —n)y 1
Y= om = om ;xﬁ—Zy

i=n-+1

y por la primera parte de la demostracion se tendra que

f<y>=f<2im (Zm 3 y>)

< 2% (Zf(fvi) + ) f(y)>
i=1 i=n+1
- o (Z ) + @2 - n)f(y)>
es decir,
2" f(y) < Z flai) + 2" =n) f(y),
de donde )

y por consiguiente

con lo que concluye la demostracion.
O
Una vez expuesto este resultado se tiene las condiciones para demostrar el siguiente

Teorema.
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Teorema 1.1.15 (Ver [34]). Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion midcon-

vexa entonces
fOz+ 1 =Ny) <AMf(z)+ 1 =N F(y) (1.18)
para todo x,y € I y A € QN [0, 1].
Demostracion:

Sea A =k/n donde k€ {0,1,2,....,n} yn €N, es decir, A € QN [0, 1]. De acuerdo

con la desigualdad (1.17) se tiene que para todo x,y € I se verifica

(i (-2 (2-2)

< Bf@) + (0= B W)

lo cual implica que
fOx 4+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y),
para todo z,y € [ y A € QN [0, 1].
O
Se finaliza esta seccién con el siguiente Teorema, el cual establece que toda funcién

midconvexa y continua es convexa.

Teorema 1.1.16 (Ver [34]). Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcién midcon-

vexa y continua, entonces f es una funcion convezxa.

Demostracién:
Sean xz,y € I, A € [0,1] y {\;}n<1 una sucesién de niimeros racionales pertenecientes

al intervalo cerrado [0,1] (A, € QN [0,1], n € N) que converge a \.

lim A, = A\

n—oo

Entonces, por el Teorema 1.1.15, se obtiene que

fOnz + (1= X)y) < Nf(x) + (1= M) f(y).
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Utilizando esto y el hecho de que f es una funcion continua se obtiene

fOz+ (1 —=MNy) = f(lim Az + (1 — lim A\,)y)

n—oo n—oo

= nlirgo Fnz + (1= X)y)
< lm (A f(2) + (1= M) f (%))
= M(z)+ (1 =N f(y).

Es decir
f()‘nx + (1 - )‘n)y) < )\nf(l‘) + (1 - )‘n)f(y)

para todo x,y € I y A € [0, 1].
O
A continuacién se presenta un conjunto de resultados que nos garantizan que una
funciéon midconvexa es continua y como consecuencia del Teorema 1.1.16 convexa, pero
antes se demuestra un Lema que nos serd de gran utilidad y en el que se imponen

condiciones a una funcién midconvexa para que sea localmente acotada en su dominio.

Lema 1.1.1 (ver [33]). Sea I C R un intervalo. Si una funcion midconvera f : I — R
es acotada superiormente en un entorno de un punto de I1°, entonces f es localmente

acotada, es decir, para cada x € I existe un entorno sobre el cual f es acotada.

Demostracion:
Supéngase sin pérdida de generalidad que zo = 0y f(0) = 0, en caso contrario se

considera g : (I — xg) — R, definida por

g(x) = f(z + w0) — f(w0)

lo cual es una funcién midconvexa.
Primero se demostrara que si f es acotada superiormente en (—r,7) C I° por M tal
que r > 0 , entonces es acotada inferiormente en (—r,r) y asi f es acotada en (—r,r).

Sea x € (—r,r), entonces
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Por hipétesis f es midconvexa y f(0) = 0, luego
0= 1(0) = fzo+ 5(-a)) < T

Asi, f(z) > —f(—x), x € (—r,7).

Ahora bien si x € (—r,r), entonces —z € (—r,r) y como f es acotada superiormente
en (—r,r), f(—x) < M, se ontiene f(z) > —f(—x) < —M y por lo tanto f es acotada
inferiormente en (—r, 7).

Se demostrarda que f es localmente acotado en I. Sean z € [ con z # 0y XA €
[0,1] N Q tales que Az € [0,1] y considera el entorno de z y radio § := (1 — \)r, es decir,
(z=06,24+0)=(1=XN)(-r,7)+ 2.

Sea u € (z — J,z + §) entonces existe x € (—r,7) tal que v = (1 — )z + z, donde

A€ [0,1]NQ. Como f es midconvexa y acotada en (—r,r), entonces

flu)=f ((1 — Nz + %z) <A-Nf@)+M(3)sM+1(5)
Asi f es acotada superiormente en (z—4d, z49) y por lo tanto es acotada en (z—4, z+4),
luego es localmente acotada en D.
O
En el ano 1915 los alemanes Felix Bernstein y Gustav Doetsh demuestran en [5] que
si f: 1" — R es midconvexa y acotada superiormente sobre un entorno de x, € I°

entonces f es continua sobre I°.

Teorema 1.1.17 (Bernstein-Doetsch [5], [31]). Sean I un intervalo y f : I — R una
funcién midconveza. Si f es acotada superiormente en un entorno de un punto xy € I°

entonces [ es continua en I.

Demostracién:

Sin pérdida de generalidad se supondra que zo = 0, f(0) = 0 y ademéds que f es
acotada superiormente por M en el entorno (zg — r, 29+ 1) C I°.

Sean ¢ € QN [0,1] y x € I tal que |z| < er. Como z = (1 —¢)0 + eg resulta de la

midconvexidad de f la siguiente estimacion

Fz) < (1—2)f(0) +ef (f) < M.
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€ - 1
Por otra parte, como 0 = — | + x'y [ es midconvexa se obtiene:
e+1\ ¢ e+1

0= f(0) < 8f(i)+ @)

e+1 €

€ 1

0< M
T e+1 +<€+1f(90)

luego —eM < f(x).

Por lo tanto, si |x| < re entonces |f(z)| < eM, obteniéndose la continuidad de f en

Hasta aqui se ha demostrado que si f : I — R es midconvexa y acotada superiormente
en un entorno de xy entonces es continua en xg.
En virtud del Lema 1.1.1 se obtiene que si f es acotada superiormente en un entorno
de un punto x,, entonces es localmente acotada en todo su dominio, en consecuencia f
es continua sobre I.
O
A continuacién se expondra un Lema que nos permitira demostrar dos resultados en

los cuales se dan condiciones mas débiles para que una funcién midconvexa sea continua.

Lema 1.1.2 (Steinhaus [19]). Sean A, B C R™ conjuntos arbitrarios tal que p;(A) > 0,
wi(B) > 0 donde pu;(A) = sup{u(F) : F C A, F es cerrado} y p es la medida de
Lebesgue. Entonces

int(A+ B) # 0.

Demostracion:
Como p;(A) > 0y p;(B) > 0 entonces existen compactos A1 C Ay By C B tales que
w(A1) >0y p(By) > 0, por esta razén se supone que A y B son compactos.

Se define para cada r € R" la funciéon h : R®™ — R mediante la expresiéon

n

h@zuMﬂBQ:/]Abﬂm
donde B; =t — B se puede demostrar que h en R"” usando la desigualdad siguiente:

At +a) = h(t)] = (AN Biya) = (AN By)| < p(Bria + By) <€
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Por otra parte en virtud del Teorema de Fubbini:

/n h(t)dt = / La(z) (/ 1B(u)du> dz = p(A)u(B) > 0

como h es continua y [g, h(t)dt > 0 entonces existe t, € R" tal que h(tg) > 0, y como
h es continua existe B,.(ty) entonces u(A N By) > 0y asi AN B; y eso incluye que
B, (ty) € A+ B, por lo tanto int(A + B) # 0.

Para mayor detalle de la demostracion se refiere al lector a [19].

0

En el ano 1929, El Ucraniano Alexander Markowich Ostrowski demostr6 en [28] el
siguiente resultado si f : I — R es midconvexa y existe un conjunto con medida de
Lebesgue positiva M C I sobre el cual f es continua en . Se presenta acontinuacion una

version de este teorema valiéndonos del Lema de Steinhaus 1.1.2.

Teorema 1.1.18 (Ostrowski [28]). Sean I un intervalo y f : I — R una funcion
midconveza. Si f es una funcion acotada superiormente en I y p(I) > 0, entonces f es

una funcion continua en I

Demostracién:

Sean x,y € I y supongase que f es acotada por arriba en I por M, como f es

(Er) LIy,

midconvexa se obtiene

1
asi f es acotada sobre I + I /2. Por otro lado p (5) y en virtud del Lema de Steinhaus

I+1
1.1.2 se tiene que int (%) # (), luego por el Teorema de Bernstein-Doetsh 1.1.17 se

obtiene que f es continua sobre I.
0
En el ano 1920, el polaco Wactaw Sierpiriski en [35] demuestra el siguiente resultado:

Si f: 1 — R es midconvexa y medible entonces es continua sobre .

Teorema 1.1.19 (Sierpinski [35]). Sean I un intervalo abierto y f : I — R una funcion

midconveza. Si f es una funcion medible entonces es continua sobre I.
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Demostracién:

Para cada n € N se define el conjunto
Lo={zel: f(z) <n},

este conjunto es medible, pues L, = f~1((—oo,n]), n > 1.

Por otra parte
U LZo=J f ' ((~o0,n) = f'(R) = 1
neN neN

Como [ es abierto, entonces p(I) > 0y por lo tanto existe n € N tal que p(L,) > 0.
Por el Lema de Steinhaus 1.1.2

int (#) # 0.

L, + L,
2
resulta que f es continua.

Se elige 2z € y en consecuencia, por el Teorema de Bernstein-Doetsch 1.1.17

O
La hipdtesis de que I sea abierto es condicién necesario para la validez del teorema

anterior. Por ejemplo:
Ejemplo 1.1.11. Sin=1, I =[-1,1] y f : I — R estd definida por:

? sz e (—1,1),
flz) =
2 siox=]|1,

entonces f satisface el Teorema 1.1.19 en [—1,1], es medible y acotada en I, pero es

discontinua en 1 y —1.

1.1.6 Funciones Convexas Generalizadas

Una forma de generalizar el concepto de una funcién convexa, fue introducido por el

estadounidense Edwin Beckenbach [3] en 1937, reemplazando el segmento por graficas de
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funciones continuas pertenecientes a una familia F de funciones de dos parametros. Las
funciones convexas generalizadas son obtenidas de muchas de las propiedades conocidas
para la funcién convexa clasica (Ver [3], [6], [27], [31]). Su definicién fue motivada al
considerar la clase de funciones de una variable real definida de la siguiente manera:
Sea F una familia de funciones reales continuas definidas en un intervalo I C R. Se
dice que F es una familia de dos pardmetros si para los puntos (z1,41), (z2,y2) € I x R

con r; # Ty existe exactamente una ¢ € F tal que
o(x;) =y; para i =1,2.

La tnica funcién ¢ € F definida por los puntos a = (x1,41), b = (22,y2) se denota

POY P (z1,y1), (z2,y2)-

Definicién 1.1.8. Una funcion f : I — R se dice que es convexa con respecto a F

(brevemente, F-convera) si para todo x1,x9 € I, 7 < X9

F(2) < Qo f@1), (e, f(22)) () DTG todo x € [21, 22).

La definicién anterior es motivada por considerar la clase
F={ax+b: a,beR}.

Es claro que F es una familia de dos parametros y F-convexidad coincide con la

convexidad clasica, como lo muestra la Figura 1.15.

Definicién 1.1.9 (Ver [4] y [31]). Una funcion f : I — R se dice que es midconveza con

respecto a F (brevemente, F-midconvera) si para todo x1,x9 € I, 1 < T9

T+ T2 T+ T
/ ( 9 ) < Planf(e)), (w2, f (22)) (T) para todo x € [5171,1‘2].
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Figura 1.15:

Teorema 1.1.20 (Ver [31]). Una funcion f : I — R es convexa si y solo si f es F-

convera.

Demostracion:
Fijando x1,2, € I y considerando ©(g, f(w1),(@s.f(z2)) € F. se tiene que (x) =
ax + b, donde los coeficientes son determinados tinicamente por las condiciones p(z;) =

f(z;), i = 1,2. Por consiguiente, para cada t € [0, 1], se tiene

otz + (1 — )a2) = a(tey + (1 — t)as) + b
= atzy + a(l — t)zg + b+ bt — bt
= t(ax; +b) + (1 —t)(azy + 1)
=tf(z1) + (1 = 1) f(z2).

Como, si f es F-convexa, entonces

x4+ (1 = 1)2) < Py, f(a1)),(@a.fa2)) (ET1 + (1 — T)72)

=tf(z1) + (1 — 1) f(22),

lo que significa que f es convexa.
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Inversamente, si f es convexa, entonces

[tz + (1 —t)zg) < tf (1) + (1 — 1) f(x2)

= (e @) (@ f(a2)) (ET1 + (1 — t)22),

lo que demuestra que f es F—convexa.
0
Ahora consideredo una funcion f es F-convexa para alguna familia F. Se iniciara con

el tema de continuidad de funciones convexas y midconvexa. Los tres primeros teoremas

se deben a Beckenbach y Bing en 1945.

Teorema 1.1.21 (Ver [31]). Si f es F-conveza en (a,b), entonces f es continua en

(a,b).

Este Teorema claramente extiende el Teorema 1.1.1 para generalizar funciones con-
vexas y los dos Teoremas siguientes similarmente extiende los Teoremas de Bernstein-

Doetsch (1.1.17) y Ostrowski (1.1.18).

Teorema 1.1.22 (Ver [31]). Si f es F-midconveza en (a,b) y es acotada superiormente

en cualquier subintervalo de (a,b) entonces f es continua en (a,b).

Teorema 1.1.23 (Ver [31]). Si f es F-midconveza y es acotada superiormente en E C

(a,b) de medida positiva, entonces f es continua en (a,b).

1.2 Conceptos Basicos de Teoria de la Medida

En estd seccion se presentara definiciones y ejemplos de teoria de la Medida que nos
sirven para llegar a la construccién de la integral de Lebesgue que mas adelante la se
utilizara para presentar las propiedades de las funciones fuertemente convexas en los

préximos capitulos.
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Definiciéon 1.2.1. Sea X un conjunto no vacio y 3 una coleccion de subconjuntos de X.

Se dice que 3 es una o-dlgebra en X si solo si
1. El conjunto vacio () pertenece a 3.
2. S1 E €%, su complemento E¢ = X\ E también pertenece a 3.
3. La union de conjuntos numerables E, Fy, Es, ..., de ¥ también pertenece a .
Ejemplo 1.2.1. Dado el conjunto X = {a,b,c,d}, una posible o-dlgebra seria
Y ={0,{a,b},{c,d},{a,b,c,d}}.

En primer lugar, los elementos de 3 son diferentes subconjuntos de X, entre los cuales

estd el conjunto vacio (condicion 1). En sequndo lugar, los complementos de cada uno

de los elementos de ¥ también pertenecen a ¥ (condicion 2):
=X ={a,b,c,d} € %,

{a,b}° ={c,d} € &,

{c,d}* ={a,b} € &

Xc=pex.

Es fdacil comprobar que la tercera condicion se cumple, puesto que todas las posibles

uniones de elementos de Y pertenecen a X, por ejemplo

{a,b} U{c,d} = {a,b,c,d} = X € %.

Los elementos de la o-dlgebra se denominan conjuntos ¥-medibles (o simplemente con-

juntos medibles). Un par ordenado (X, 3), donde X es un conjunto y ¥ es una o—algebra

sobre X, es un espacio medible.

Definicion 1.2.2. Sean X # 0 y ¥ una o-dlgebra sobre X. El par (X,X) se llama

espacio medible.
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Es importante no confundir este término con el relacionado espacio de medida. Un

espacio de medida consiste en un espacio medible dotado de una medida pu.

Definicién 1.2.3. Sea A C X, A es un conjunto medible Lebesque si para cada entero
positivo n el conjunto acotado AN [—n,n) es un conjunto medible Lebesgue. La medida
de Lebesgue es

p(A) = lim p(AN[—n,n)).

Definicién 1.2.4 (Integral de Lebesgue). El procedimiento para la construccion de la

Integral de Lebesque se inicia realizando una particion en el rango de valores de la funcion

1. Se realiza una particion finita del intervalo [III[I,I})} f(z), m{zi;ls] f(x)] en n subinter-
Tr€|a, re|a,

valos [yi—1,yi], ™ : m[iri] =Yoo <Y1 < oo < Yp1 < Yp = m[é%g]f(x), de longitudes
re|a, xeE|a,

respectivas A; = Ni([yi—1, i) =i —yio1, 1€ 1=1,2,...,n.
2. Se define |m| = sup |A;| = sup |y; — yi—1]-
iel iel
3. Se plantea medir las bases de los rectangulos definidos por esas alturas

A=y —yio1 tal que yi—1 < f(x) <,

se define B; = conjunto de puntos X para los que f(x) pertenece a

[yi—lyyi) = {ZL‘ € [a,b]/f(:v) S [yi—lvyi)} - [a’ b]’ el

y u(B;) es la medida del conjunto B;.

4. Se contruye la suma Z fi(x) p(By).

- rEB;
i€l

5. Se considera, el limite 1im Z fi(x)u(B;) = / f dx = Integral de Lebesgue.
cl [G,,b]

|7|—0 <
%

Definicién 1.2.5. Sean (2,X) un Espacio Medible arbitrario que cumple que () =0
y w(Q) =1, de tal modo que a la terna (2,3, 1) se le denomina un Espacio de Medida

de Probabilidad o simplemente un Espacio Probabilistico.
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Luego fue generalizado por varios autores como Kuczman, Kurepa, Sander entre otros

(ver [19] para mds detalles).



CAPITULO 2

FUNCIONES FUERTEMENTE CONVEXAS

En el ano 2011, Nelson Merentes y Kazimierz Nikodem en [21] exponen propiedades
de funciones fuertemente convexas, el cual es una generalizacién de las funciones con-
vexas expuestas en el capitulo anterior. Primero, se caracterizardn las funciones reales
definidas en I; los cuales pueden ser separas por una funcion fuertemente convexa con
modulo c. Luego, se demostrard una contraparte de las desigualdades clasica de Jensen y
Hermite-Hadamard. Finalmente, se demuestra que la convexidad fuerte es equivalente a
la convexidad generalizada en el sentido de Beckenbach con respecto a una cierta familia

de dos parametros.

2.1 Funciones Fuertemente Convexas

Las funciones fuertemente convexas fueron introducidas en 1966 por el ruso Teodo-
rovich Polyak [30]; quien las utilizé para demostrar la convergencia de un algoritmo de
tipo gradiente para minimizar una funcion. Estas funciones juegan un papel importante
en la teorfa de la optimizacién y economia matematica (desarrollo de la matemética

en la economia). Muchas propiedades y aplicaciones de ellas se pueden encontrar en la

62
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literatura (véase, por ejemplo [13], [21], [26], [30], [31]).

Definicién 2.1.1. Sean I C R y ¢ > 0, una funcion f : I — R se llama fuertemente

convezxa con modulo ¢ si

fltr + (1= t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y) —ct(l = t)(z — y)*, (2.1)
para todo x,y € I yt € [0,1].

A continuacion se da una interpretacién geométrica de las funciones fuertemente con-
vexas con modulo c.

Para a,b € R arbitrarios y ¢ > 0 fijo, se considera la funciéon
h(x) = cx® + ax + b,

para 1,z € I tal que 1 < x5 y t € (0,1) en la Figura 2.1 se puede ver que la curva h
en el intervalo (1, x2) estd siempre por debajo de la recta th(xq) + (1 — t)h(z2) la cual

une los puntos (x1, h(z1)) y (xe, h(z3)). Por otra parte, la igualdad
th(zy) + (1 — t)h(wy) — h(try + (1 — t)xs) = ct(1 — t)||z1 — 22|?,

es independiente de a y b (porque, geométricamente, se pueden trasladar las figuras y el

resultado sigue siendo el mismo).

th(zy) + (1 — )h(zy) — h(tey + (1 — t)xy) = t(ca? +axy +b) + (1 —t)(ca? + azy + b)
—c(tzy + (1 —t)22)? —a(tz, + (1 —t)x) — b
= tcx} + taw, + th + cxy + axg + b — texd
—taxy — th — ct’z] — c(1 — t)*x3
—2ct(1 — t)x129 — atxy — axy + atxs
= cri(t —1?) — 2ct(1l — t)x 29
+crs(1—t—(1—1)?)

= a(l—t)]z — 22
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h(xy=ex® +ax+b

thix) + (1= )k (x,)

ci{1-1£) ||Jr1 — X "2

Rtz +(1-£7)

1
>

iy

in+(1-f)x,

Figura 2.1: Interpretacion geométrica de ct(1 — t)||z; — xo||?

Sea ¢ : I — R una funcion fuertemente convexa con médulo c. Se elige las constantes
a y b tales que para h(x) = cx® + ax + b se tiene que h(z;) = p(x1) y h(xs) = p(x2).

Usando la interpretacion obtenida de la Figura 2.1 se puede ver facilmente que
ct(1 —t)||z1 — 2o||* = th(zy) + (1 — t)h(xs) — h(tz + (1 — t)as).
Luego por la desigualdad (2.1) se obtiene lo siguiente

to(xr) + (1 — t)p(xa) — p(tay + (1 — t)a) > ct(1 — )]z — x5
— th(zy) + (1= () — h(tzs + (1 — £)s).
(2.2)

por lo tanto
o(try + (1 —t)xa) < h(txy + (1 — t)xs).

Asi para t € (0,1) se considera g = txy + (1 — txg) € (1, x2) tal que

p(x0) < h(zo).
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La interpretacion geométrica de esta desigualdad puede observarse en la Figura 2.2:
la gréfica de una funcién fuertemente convexa (con mdédulo ¢) estd por debajo de la
gréafica h(z) = cx® +ax +b en los puntos z;, x5 € I. Esto también muestra las conexiones
entre la convexidad fuerte y convexidad generalizada en el sentido de Beckenbach (ver
[3]): cualquier funcién fuertemente convexa con médulo ¢ es convexa con respecto a una
familia de dos pardmetros de funciones cuadraticas F. = {cz? +ax +b, a,b € R} que se

estudiard en el proximo capitulo.

@x)

Rzl =cx® +ax+d

thix ) +(1-2)k(x)

ct(1-4£) ||,":1 -1 ”2

Bix +(1-)x,)

thix )+ (1-2)kix) — gltn +(1-2)x,)

@iin +(1-0x)

Figura 2.2: Interpretacién geométrica de convexidad fuerte

Observe ahora que la desigualdad (2.2), como consecuencia de la Definicién 2.1.1,
para cualquier intervalo (xi,z2) € [. Su parte izquierda es igual a la llamada
diferencia de Jensen de ¢ (esta es fuertemente convexa con médulo ¢) mientras que el la-

do derecho es la diferencia de Jensen de una funcion arbitraria h(z) = cx®+azx +b (esta
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diferencia es independiente de a y b). Asi, la desigualdad (2.2) significa que la diferencia
de Jensen de cualquier funcién fuertemente convexa con modulo ¢ es mayor o igual a la

diferencia de Jensen de cualquier polinomio de segundo grado con coeficiente principal c.

0,81
06
0,41

0z

08 072

064 041

0,44 -D,Ei

0,24 081

Figura 2.4: f(z) = e, I = [-8,0], c=0,18 Figura 2.5: f(z) = sen(x), I = [-7,0], c = 0,2

Si f es fuertemente convexa en I, entonces f es acotada inferiormente; el conjunto
de nivel {z : f(z) < A} es acotada para cada A y f tiene un tinico minimo en cualquier
subintervalo cerrado de I. Como la convexidad fuerte es una consolidacion de la nocién
de convexidad, algunas propiedades de funciones fuertemente convexa son sélo “versiones

fuertes” de propiedades conocidas de funciones convexas. Por ejemplo,
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Lema 2.1.1 (Ver [21]). Una funcion f: I — R es fuertemente convexa con médulo ¢ si

y sdlo si la funcion g : I — R definida por g(x) = f(x) — cx® es convera.

Demostracién:

Sea f una funcién fuertemente convexa entonces

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 =t)f(y) —ct(l —t)(z—y)?, xzyel,tel01]

es decir,

fltz + (1= t)y) —tf(z) = (1 =) f(y) < —c(t = *)(2* — 22y +y°)

—c(tPr? +2t(1 — t)ay + (1 — t)*y* — ta® — (1 — t)y?)

IN

IN

—c(tz + (1 = t)y)* + c(t®2* + (1 — t)*y?)
reescribiendo,
fltz + (1 =t)y) —clte + (1 = t)y)* < t(f(a) — cx®) + (1 =) (f(y) — c?)
sustituyendo g(z) = f(x) — cz? en la desigualdad anterior
g(tz + (1 —t)y) <tg(x) + (1 —t)g(y),

entonces, g es convexa.
La implicacién inversa es analoga.

g

Teorema 2.1.1 (Ver [21]). Una funcion f es fuertemente convexa con mddulo ¢ si y sdlo

si para todo xo € I° existe m € R tal que
f(z) > c(z —20)* +m(z — 20) + f(z0), €I,
es decir, [ tiene un soporte cuadrdtico en x.

Demostracién:
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Se define g(z) = f(x)—cx?, entonces usando el Lema 2.1.1 se obtiene que g es convexa

y considerando el Teorema 1.1.6, para todo xy € I° existe m; € R tal que
9(x) = g(xo) + ma(z — x0)
sustituyendo g(z) = f(x) — cz? queda de la siguiente manera,
f(z) —ca® > f(xo) — cxd +mi(z — x0)
reescribiendo,
f(x) > c(z® — 23) + my(x — 20) + f(z0) = c(x — 30)* + 2c207 + My (T — 20) + f(70).
Ahora se considera m(-) := mq(+) + 2cxo(+)
f(@) = e(x = x0)* + m(z — x0) + f(z0)-

Para demostrar la inversa, fijando arbitrariamente z,y € Iy ¢ € (0,1), donde

2o :=tx + (1 — t)y y considerando un soporte de f en zy de la forma
hi(z) = c|z — zo||* + m(z — 20) + f(=0), z € D,
Entonces

fl@) = cllw =zl +m(z — 20) + f(z0)

= c(l =)z —ylI* + m(z — 20) + f(2)

F) = clly = 2l* +m(y — 20) + f(z0)

= ctllz —ylI> +m(y — z0) + f(20).
Por lo tanto

tf(z) + (1= 1)f(y) > 2t(1 = 1)z — y[|* + (tm(z — 20) + (1 = )m(y — 20)) + f(20)-
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Finalmente, la linealidad de m implica que
tm(z — 2z9) + (1 —t)m(y — z0) = 0,
se concluye que
fzo) = [t + (1= t)y) < tf(x) + (1= t)f(y) — 2ct(1 = t)[|lz — y|*
<tf(z) + (1= 8)f(y) — ct(l = t)llz — yl,

lo cual demuestra que f es una funcion fuertemente convexa con moédulo c.

g

Proposicién 2.1.1 (Ver [31]). Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion

fuertemente convexa con modulo c, las siguientes condiciones son equivalentes:

17 (T < )+ ) - e = o)

2. Para cada xg € I, existe una funcion lineal m tal que
f@) > e(x — 20)* + m(x — o) + f(wo)-

3. Para f diferenciable, f(x) > c(x — x0)* + f'(z0)(x — z0) + f(0).
4. Para [ diferenciable, (f'(x) — f'(y))(x —y) > 2c(x — y)2.
5. Para f doblemente diferenciable, f"(z) > 2c.
Demostracién:
e (1) implica (2):

Por el Teorema 2.1.1.
e (2) implica (3):

Como f es una funcién fuertemente convexa se tiene que f es una funcién
convexa y por el Teorema 1.1.7 la diferenciabilidad de f implica la unicidad de m,

en otras palabras

m(x —xo) = f'(w0)(x — x0),
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lo que nos queda es sustituir
f(@) > e(z = x0)* + f'(0)(x — w0) + f(0).

e (3) implica (4):

De (3) se tiene que para todo x,y € [

f@)>clz—y)’+fWE—y)+fy) v fl)=cy—z)?+f(2)(y—z)+ f(z),

sumando las desigualdades anteriores se obtiene
(f'(z) = f'()(x = y) = 2¢(z — y)*.

e (4) implica (5):

De (4) se tiene que

/ o
@) -1y,
r—y
como f"(z) existe, entonces aplicando limite
/ ol
f"(x) = lim F) = 'y) > lim 2¢ = 2c.
emy T —yY z—y

e (5) implica (1):

Reescribiendo (5) y por el Teorema 1.1.1, f”(x) > 2c, si sélo si, f — cx? es
convexa, luego por el Lema 2.1.1 f es fuertemente convexa y tomando ¢t = %, nos

queda la siguiente desigualdad

r+y 1 1 1 2
F(552) = 30+ 300 - qeta =
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2.2 Teorema del Sandwich

En el ano 2010, Nelson Merentes y Kazimierz Nikodem en [21] generalizan el Teorema
del Sandwich para funciones convexas, caracterizando las funciones reales definidas en

un intervalo I C R los cuales pueden ser separadas por funciones fuertemente convexas.

Definicién 2.2.1. Dado € > 0 y una funcion f : I — R se llama funcion e—fuertemente

convexa con modulo ¢ si

fltr + (1 —=t)y) <tf(x) + (1 =1)f(y) —ct(l —t)(x —y)* +¢,
para todo x,y € Iyt € [0,1].

Teorema 2.2.1 (Ver [21]). Sean I C R un intervalo, f,g: I — R dos funciones definidas
en I yc > 0. Entonces existe una funcion fuertemente convexa h : I — R tal que

f<h<genlsiysdlo si
flte + (1 —t)y) <tg(z) + (1 —t)g(y) —ct(l —t)(x —y)?, z,yel, te[0,1]. (2:3)

Demostracién:

Sea h una funcion fuertemente convexa, por definicion se tiene que
h(tz + (1 —t)y) < th(z) + (1 — t)h(y) — ct(l —t)(z — y)*. (2.4)
Ademas se considera f < h < g, entonces

fltz+ (1 —t)y) < h(tz + (1 —t)y)

th(z) + (1 — t)h(y) < tg(z) + (1 — )g(y),

restando en ambos lados ct(1 —t)(x — y)? en la ecuacién anterior se obtiene lo siguiente

th(z) + (1 = t)h(y) — ct(1 —t)(z —y)* < tg(x) + (1 = t)g(y) — ct(1 = t)(z —y)*, (2.5)
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usando (2.4) y (2.5) se obtiene que

fltz+ (1 —t)y) < tg(z)+ (1 —t)g(y) — ct(l —t)(x — y)*.

Ahora, se asume que f y g satisfacen (2.3) y considerando las funciones f1,91 : I — R

definidas por
filz) = f(z) — ex?, (2.6)
a1 (z) = g(x) — cx? (2.7)

donde z € I.

A través de (2.6) se obtiene
filte + (1= t)y) = f(tr + (1 — 1)) — etz + (1 = t)y)*,
por (2.3)
filte+ (1 =ty) < tg(x)+ (1 —=)g(y) — ct(l = t)(x —y)* — c(te + (1 - t)y)”
= tg(z) + (1 - t)g(y) — cta® — (1~ t)y*,
despejando g(x) de (2.7) se tiene que

filtr + (1= t)y) <tgi(z) + (1 —1)q1(y),

para todo z,y € I, t € [0,1]. Por el Teorema Baron-Nikodem-Matkowski (ver [2]),

existe una funcién convexa h; : I — R tal que f; < h; < gy en I.

Definiendo h(z) = hi(z) — cz?, z € I. Entonces, por el Lema 2.1.1, h es una funcién
fuertemente convexa con modulo cy f < h < gen [.
O
Como consecuencia del Teorema del Sandwich, se obtiene el resultado de la estabi-
lidad de Hyers-Ulam para funciones fuertemente convexas Definicién 2.2.1 (ver [15] para

el Teorema clésico Hyers-Ulam).
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Corolario 2.2.1. Sea I C R. Si f : I — R es una funcion e-fuertemente convexa con
maodulo ¢, entonces existe una funcion h : I — R fuertemente convexa con mddulo ¢ tal

que

() = h(z)]

IA

Demostracién:

Sea g = f + €. Se demostrara que f y g satisfacen (2.3)

fltw + (1 =t)y) <tf(x) + (1=0)f(y) —ct(l —t)(z —y)* +¢
=tf(z)+te —te+ (1 —t)f(y) —ct(l —t)(x —y)* + ¢
=t(f(x) +e) + (1 =)f(y) —ctl —t)(x —y)* + (1~ t)e

=t(f(@)+e)+ L =t)(f(y) +¢) —ctl—t)(z —y)*, z,yel

Entonces, por el Teorema 2.2.1, existe una funcién hy : I — R fuertemente convexa

con modulo ¢, tal que

f<hi<g=f+¢e enl.

Seah:hl—%, asi

f§h+§§f+a

€
entonces, se resta f + 5

<h—f<

Y

DO ™
| ™

que equivale a

, para todo xel

|f —h] <

DO | ™

y claramente, h es fuertemente convexa con médulo c.



Cap. 2 Observaciones sobre funciones fuertemente convexas 74

2.3 Desigualdad de tipo Jensen

En [21] N. Merentes y K. Nikodem extendieron la definicién de funcién fuertemente
convexa a combinaciones convexas de n puntos y obtuvieron la version clasica de la
desigualdad discreta de Jensen.

Dados 1,29 € I, t € [0,1] y T = txy + (1 — t)xs, donde
t(1 —t)(2) — 29)* = t(xy —T)* 4+ (1 — ) (22 — T)?, (2.8)

esto se obtiene sabiendo que (z; —Z)? = (1 — t)*(z; — 22)? vy (w9 — T)? = t*(x1 — x9)?,

entonces se sustituye en (2.8)
txy =2+ (1—t) (22 —7)? = t(1 —t)*(z1 — 22)* + (1 = )t* (21 — 22)* = t(1 —t) (21 — 29)?,
se puede reescribir la desigualdad (2.1) usando la igualdad (2.8) y se obtiene

flte + (1 =t)y) < tf(x) + (1 =) f(y) — c(t(er = 7)* + (1 = t)(22 — T)?).

Extendiendo esta relacion a combinaciones convexas de n puntos se obtiene la si-

guiente version de la desigualdad clasica discreta de Jensen.

Teorema 2.3.1 (Ver [21]). Sea I CR. Si f: I — R es una funcidnfuertemente conveza

con modulo c, entonces

f (Z Yfiiﬁi) < thf(iﬂz) — Czti(ﬂfi — )%
i=1 i=1 i=1
para todo x1,%o,...,xn € I, ty,...;1, >0 tal que t; + ... +t, =1 yT =tix1+ ... + L,y

Demostracién:
Fijados x1,...,x, € [ y t1,....,t, > 0 talesque t;1 +...+t, = 1. Sea & = t1x1 + ... + t,x,
y se considera una funcién g : I — R de tal manera que g(z) = c(z—Z)*+a(z—7)+ f(Z),

donde g satisface que ¢(z) = f(Z) y g(z) < f(z), = € I.
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Entonces, para todo ¢ = 1, ...,n, se obtiene

fla) > g(a) = cle; — 1)* + a(w; — z) + f(2)

multiplicando ambos lados por ¢; y aplicando sumatoria

thxZ >th i —T) —|—aZt i — )+ f(z).

Por otra parte

n

S b Zm Z F=r-7=0,

=1 =1

por lo tanto

es decir,

O
De manera similar se puede demostrar una contraparte de la integral de la desigualdad

de Jensen mostrada en el capitulo 1 para funciones fuertemente convexas.

Teorema 2.3.2 (Ver [21]). Sean (X, , u) un espacio de medida de probabilidad, I un
intervalo abierto y ¢ : X — I un funcion integrable Lebesque. Si f : I — R es una

funcion fuertemente convexa con modulo c, entonces

/ (/ d“) / Flo(x))du — C/X(sO(:v) — m)%dp,

donde m = [ o(z)dp.

Demostracién:
Sea g : I — Runa funcién de la forma g(z) = c(z—m)?+a(z—m)+ f(m) que soporta a

f en m e integrando sobre X en ambos lados de la desigualdad f(p(z)) > g(p(z)) = € X.
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[

v

/g
/X du+/( du+/f

/X plo) = m)du+ a [ (pta) = m)du+ fm) |

<

o

usando el hecho de que X es un espacio de probabilidad, asf que [ xdp =1
[ tetandu = [ (o) —mpdnal [ plaiau—m [ du)-+ fom)
X X X
—c [ (ole) = mPdu-+ afm = m) + (m)
X
—c [ (pla) = mPdu-+ f(m).
X

se reescribe la dltima desigualdad y sustituyendo m = [ « o(@)dp, tal que

/ (/ d“) / flo())dn —c /X (p(x) — m)%dp.

2.4 Desigualdad de tipo Hermite-Hadamard

El siguiente resultado, expuesto en [21], es una generalizacién de la desigualdad de

Hermite-Hadamard para funciones fuertemente convexa.

Teorema 2.4.1 (Ver [21]). Sea I C R. Si una funcion f : I — R es fuertemente conveza

con modulo ¢ entonces

()« ge-w st [ e W o g

para todo x,y € I, = <vy. Inversamente, si f es una funcion continua y satisface el lado

derecho o izquierdo de (2.9) para todo x,y € I, x <y, entonces f fuertemente conveza

con modulo c.
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Demostracién:

El lado derecho de (2.9) (lo se denotara por (D)) se obtiene de integrar la desigualdad

(2.1) en el intervalo [0,1].
1
/ (1—1t)f dt—/ ct(1 —t)(x —y)*dt
0

/ft:v—l— 1—t))dt</tf v) dt
<5 fT‘( 5) el
fl@)+ fly) 2

)

[\9++

c
6

si se hace un cambio de variable s = tx + (1 — t)y en la integral de
/ftx+1—t /f )ds o /f
T — —

Ahora se demuestra el lado izquierdo de (2.9) el cual se denota por(L). Sea sy =

rT+y
2 Y
sea ¢ : I — R una funcién de la forma g(s) = c(s — s9)* + a(s — so) + g(so) que soporta

a f en sy e integrando en ambos lados de la desigualdad g(s) < f(s) en [z,y], asi

[ reas= [ ot as
c(s —s0)* ds + /: a(s — sg) ds + /y f(so) ds

3 — Sp) Q—E(x—so)2+(y—l’)f(30)

50
) : ( (155 - (;”)) (= ) (s0)

Entonces reescribiendo lo anterior nos queda,

—E(x—so

v

y—So)
y—x
2

(y—x)°+(y—

A%

vV
wl o w/Lm N
e <
N

v
Sl

Sw=aP = a)fe0 = [ fe)ds

se divide (y — ) en ambos lados de esta desigualdad

S =2+ fls0) 2
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Si f es continua y satisface (D) o (L), entonces g : I — R tal que g(x) =
f(x) — cx?, x € I, también es continua y satisface ambos lados de la desigualdad de
Hermite-Hadamard, respectivamente. En ambos casos esto implica que ¢ es convexa.
Consecuentemente, por el Lema 2.1.1, f es una funcion fuertemente convexa con méodulo
c.

0

2.5 Relacion con la Convexidad Generalizada

S demostrara en esta seccién que la convexidad fuerte es equivalente a la convexidad
fuerte generalizada con respecto a una cierta familia de dos parametros. Se puede carac-
terizar la convexidad fuerte de manera similar en el caso de convexidad ( ver Teorema

1.1.20).

Dado un ntimero fijo ¢ > 0 se define
F.={cx*+ax+b, a,becR}.
Claramente, F. es una familia de dos pardmetro y se cumple el siguiente teorema

Teorema 2.5.1 (Ver [21]). Una funcion f: I — R es fuertemente convexa con méodulo

¢, siy solo si, f es F.-convexa.

Demostracion:
Fijando x1,25 € I y considerando ¢ = ¢z, f(21)),(2s,f(zs)) € Fe- Entonces ¢(z) =
cx? + ax + b, donde los coeficientes a, b son determinados tinicamente por las condiciones

o(z;) = f(x;), i = 1,2. Por consiguiente, por cada t € [0, 1], se obtiene

p(twy + (1 —t)xs) = c(twy + (1 — t)ze)* + altey + (1 —t)as) +b

c(t?2? 4 2t(1 — t)zywe + (1 — )%22) 4+ a(tzy + (1 — t)zy) + b — bt + bt
= t(cx? +ar; +b) + (1 — t)(ca] + axy +b) — ct(1 — t) (2] — 2z129 + 23)

=tf(x1) + (1 —t)f(22) — ct(l —t) (21 — 22)*.



Cap. 2 Observaciones sobre funciones fuertemente convexas

79

de aqui, si f es F.-convexa, entonces

f(tzy + (1= 1)12) < by, fe) (@2 p (@) (E01 + (1 = 1)2)
=tf(z1) + (1 —t)f(mg) — ct(l —t)(x — 29)?,

lo que significa que f es una funcién fuertemente convexa con modulo c.

Inversamente, si f es una funcién fuertemente convexa con modulo ¢, entonces

fltoy + (1 —t)ag) <tf(x)) + (1 —t)f(22) — ct(l —t)(x1 — 22)°

= . f(a1), (2. f(22)) (ET1 + (1 = B)22),

lo que demuestra que f es F.—convexa.



CAPITULO 3

FUNCIONES FUERTEMENTE MIDCONVEXAS

En el ano 2010, Antonio Azocar, Jose Giménez, Kazimierz Nikodem y Jose Luis
Sanchez en [1] generalizan las propiedades de funciones midconvexas, como ya fue re-
flejado en el capitulo 1, para funciones fuertemente midconvexas con modulo c. En esta
seccion se presentard algunas propiedades de funciones fuertemente midconvexas. En
primer lugar, las contrapartes de los Teoremas clasicos de Bernstein-Doetsch, Ostrows-
ki y Sierpinnski son presentadas. Ademads se obtiene una versién de Rodé del teorema
de soporte de funciones fuertemente midconvexas y un resultado de tipo Kuhn sobre la
relacion entre las funciones fuertemente midconvexas y funciones fuertemente t-convexas.
Por 1ultimo, se establece una conexién entre midconvexidad fuerte y convexidad general-

izada en el sentido de Beckenbach.

3.1 Funciones Fuertemente Midconvexas

Sean X un espacio normado, D un subconjunto no vacio de X y ¢ > 0.

Definicién 3.1.1. Una funcién f : D — R se dice que es fuertemente midconvera (o

80
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fuertemente Jensen convexa) con mddulo ¢ si

f (x ;_ y) < /() _2|— ) _ ng —y||* para toda x,y € D (3.1)
Noétese que al asumir A = % en la ecuacién (2.1) se obtiene la definicién de una

funcion fuertemente midconvexa.Considerando que la nocién usual de funciones convexas
y funciones midconvexas corresponden al caso ¢ = 0. A continuacion se presentan algunas

propiedades elementales de tales funciones:

Proposicién 3.1.1 (Ver [33]). Sean D un subconjunto convexo de un espacio normado

X yc>0. Entonces:

1. Para cualquier a > 0: f : D — R es fuertemente midconvexa con modulo c, si y

solo si la funcion af fuertemente midconvexa con maédulo ca.

2. 81 f,g: D — R son funciones fuertemente midconvexas con maodulo c, entonces

f + g es una funcion fuertemente midconvexa con maodulo 2c.

3. 81 f: D — R es fuertemente midconvexa con modulo c y 0 < ¢; < ¢, entonces f

es es una funcion fuertemente midconvexa con modulo de c;.

4. 8t f D — R es una funcion fuertemente midconvexa con modulo ¢, xog € D, y

b € R, entonces la funcion g : (D — xq) — R definida como
g(x) == f(z +x0) + b
es una funcion fuertemente midconvexa con modulo c.

Demostracion:

1. De la definicién de funcion fuertemente midconvexa con médulo ¢, se tiene

f(x—;—y) LSO+ e z—y|?

5 1!

se multiplica por a,

o (230 < o) ol)
2 2 4

es decir que af es una funcion fuertemente midconvexa con médulo ac.
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2. Se obtiene que si f y g son funciones fuertemente midconvexas con modulo ¢ entonces

f (%Ly) < f@)+ f(y)

c 2
y DGy

c 2
LIy

Se define h(x) = f(z) + g(x)

h(x+y):f(w+y)+g<x+y) Sf(ﬂs)+f(y)+9(96)+9(y)_%“i_y“g

2 2 2 2 2
_f(w)+9($)+f(y)+g(y)_§“ e
= 5 7z =l
_ h(@) +hly) 2 2
=~ 7llz=yl%

entonces h es una funcién fuertemente midconvexa con moédulo 2¢ que equivale a

decir que f + g es una funcion fuertemente midconvexa con médulo 2c.

1
3. Se considera que 0 < ¢; < ¢ entonces —c < —c1, luego multiplicando por Z||a: — %,

c 2 €1 2
- J— < - J—
Sz~ gl < =z~

y ahora sumando /() _2|— f(y)’
f(x) + f(y) 2 @)+ fly) a 2
i —qlle=yl" = 5 =3l =yl

Usando que f es una funcién fuertemente midconvexa con modulo ¢

@)+ ) o
DO T ey,

2
— lz—y|? <
. o=yl <

f<x+y> < f(fﬂ);f(y) zCL

es decir; f es una funcién fuertemente midconvexa con modulo ¢.

4. Definiendo g(x) = f(z + xo) + b se tiene que
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o () =1 () o

+ fly+ b b
<f(x+£0) fly x0)+_+_—§l|]:ﬂ+xo—y—xo”2

- 2 2 2

f@+z0) +b+ fly+x0) +b ¢ 2
- : ~ e~y
9@ +g9y) e

entonces ¢ es una funcion fuertemente midconvexa con médulo c.

3.2 Resultados de tipo Bernstein-Doetsch

Es claro que, toda funcién fuertemente convexa es fuertemente midconvexa, el si-

guiente ejemplo muestra que la inversa no ocurre.

Ejemplo 3.2.1. Sean a : R — R una funcion discontinua aditiva (ver Definicion 1.1.6)
y [ R — R una funcidn tal que f(z) := a(x)+x?, entonces f es fuertemente midconveza
con mddulo 1 pero no es fuertemente midconvexa (con cualquier mddulo) porque no es

continua.

En la clase de funciones continuas, la midconvexidad fuerte es equivalente a con-
vexidad fuerte esto se debe a al Corolario 3.2.1. De hecho, la convexidad fuerte puede
ser deducida de la midconvexidad fuerte en condiciones muchos mas débiles que la con-

tinuidad. Se iniciara con el siguiente lema:

Lema 3.2.1 (Ver [1]). Sean D un subconjunto convexo de un espacio normado y ¢ > 0.

St f: D — R es fuertemente midconvera con mddulo ¢ entonces

Pt (1750 v) < gt (1= 5 ) £ = e (1 55 ) e =l G2

para todo x,y € D y para todo k,n € N tal que k < 2.
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Demostracién:

Por induccién se tiene que para n = 1, la ecuacién (3.2) se reduce a la ecuacién (3.1).
Asumiendo que (3.2) es valido para n y todo k < 2", se demuestra que es valido para
n+ 1. Sea x,y € D fijos y se considera x < 2n + 1. Sin pérdida de generalidad se puede

asumir que k < 2""!. Entonces de (3.1) y (3.2) , se obtiene

+ 11 i
_l" —_— — J—

(@4 (1= 50) 00 = e (1= 55 ) lle =)

k k k k
= e o)+ (14 5 ) £0) = e (1= 50 ) o= o,

lo cual termina la demostracion.

Ul
Dado que el conjunto de los nimeros diddicos de [0, 1] es denso en [0, 1], se obtiene el

siguiente resultado como una consecuencia inmediata del Lema 3.2.1.

Corolario 3.2.1 (Ver [1]). Sea D un subconjunto convero de un espacio normado y
¢ > 0. Asumiendo que f : D — R es una funcion continua. Entonces f es una funcion
fuertemente convexa con modulo ¢ si y solo si f es una funcion fuertemente midconveza

con modulo c.

Teorema 3.2.1 (Ver [1]). Sean D un subconjunto abierto convexo de un espacio normado
yc>0.5 f: D — R es una funcion fuertemente midconvera con modulo ¢ y acotada
superiormente por un conjunto con interior no vacio, entonces f es una funcion continua

y fuertemente convexa con maodulo c.
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Demostracion:

Si f es una funcién fuertemente midconvexa, entonces también es midconvexa. Como
f es acotada por arriba en un conjunto con interior no vacio, entonces f es una funcién
continua por el Teorema Bernstein-Doetsch. En consecuencia, por el Corolario 3.2.1, f

es una funcién fuertemente convexa con modulo de c.

0

Teorema 3.2.2 (Ver [1]). Sean D un subconjunto abierto convero de R™ y ¢ > 0. Si
f D — R esuna funcion fuertemente midconvexa con modulo ¢ y acotada superiormente
por un conjunto A C D con medida de Lebesque positiva ( u(A) > 0), entonces f es una

funcion continua y fuertemente convexa con maddulo c.

Demostracion:
Supéngase que f(x) < M para todo z € A. Como f es una funcién fuertemente

midconvexa con modulo ¢ se tiene que

s (95 +y) < flx) + fy)

C 2
— |z — <M

para todo x,y € A. Esto significa que f es acotada superiormente por el conjunto AQLA.
Como fi(A) > 0, se sigue, por el Lema Clésico de Steinhaus 1.1.2, que el int(4E4) # (.

Por el Teorema 3.2.1 se tiene que f es una funcién continua y fuertemente convexa con

modulo c.

g

Teorema 3.2.3 (Ver [1]). Sean D un subconjunto abierto convexo de R™ y ¢ > 0. Si
f D — R es una funcion medible Lebesque y fuertemente midconvera con mddulo c,

entonces f es una funcion continua y fuertemente convexa con maodulo c.

Demostracién:

Para cada m € N, se define el conjunto

Ay ={xeD: f(x) <m}.
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Como D = |JA,,, entonces existe my € N tal que u(A4,,,) > 0. Por lo tanto, f es
una funcién acotada superiormente por un conjunto medible Lebesgue positivo, por el
Teorema 3.2.2 se tiene que f es una funcién continua y fuertemente convexa con maédulo
c.

g

3.3 Resultados de tipo Kuhn

En esta seccion se presenta una generalizacion de la version del teorema de Kuhn

para las funciones ty-convexas y se da paso a las funciones fuertemente ty-convexa.

Definicién 3.3.1. Sean f : D — R una funcion y to un nimero fijo en (0,1) entonces

f es una funcion ty—convexa si

fltor + (1 —to)y) < tof(zx) + (1 —t0)f(y) (3.3)
para todo x,y € D.

Definicién 3.3.2. Sean ty un nimero fijo en (0,1) y ¢ > 0. Se dice que una funcion

f: D — R es fuertemente to—convexa con mddulo ¢ si

fltor + (1 = to)y) < tof(x) + (1 —t0) fy) — cto(1 — to)|lz -yl (3.4)
para todo x,y € D.

Cabe destacar, que las funciones to—convexas y funciones fuertemente to—convezxas
con modulo ¢ coinciden cuando ¢ = 0 es decir las desigualdades (3.3) y (3.4) son iguales.

En esta seccion se presenta una contraparte del Teorema para funciones ty-convexas.

Teorema 3.3.1 (Ver [8]). Sea D un subconjunto convexo de un espacio normado X y
sea tg € (0,1) un ndmero fijo. Si f: D — R es una funcion fuertemente to-convexa con

modulo ¢, entonces [ es una funcion fuertemente midconvexa con maodulo c.
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Demostracién:

Se fija z,y € D y se define z := $T+y Se considera los puntos

u=tox+(1—ty)z y v:i=toz+ (1 —1y)y.
Entonces, se puede obtener la siguiente igualdad
z=(1—tg)u+tyv.

Aplicando tres veces (3.4) en la condicién (3.1) de la definicién de funcién fuertemente

to-convexa, se obtiene que
f(z) < (1=to)f(u) +tof (v) = cto(1 —to)[Ju — v|

(1= to) [tof(2) + (1 = to) f(2) — cto(1 — to)[|lz — 2|°]

Htoltof(2) + (1 —to) f(y) — cto(1 = to) ||z — ylI*] — cto(1 — to)[Ju — v]|*

to(1 = to)[f (z) + f ()] + [(1 — t0)* + t5] f (2)

—cty (1 —to) [(1—to) [l — 2II* +tollz = ylI* + lu — v]*]

IN

IA

y de la ultima desigualdad, después de reagrupar y simplificar, se obtiene

2f(2) < fla)+ fly) — e[ —to) [l = 2[* + tollz = ylI* + [lu — v]|?]. (3.5)
Ahora, como ||z — z|| = ||z —y|| = |lu —v]| = M, obteniéndose que
= —ylI*

(L=to) lz = 2[* + tollz =yl + llu = vl* = =

Consecuentemente, la desigualdad (3.5), puede ser reescrita como

2 2

lo cual demuestra que f es una funcion fuertemente midconvexa con modulo c.

r+y\ fl@)+fly) ¢ 2
H(55) = o < B I0 Soyp,

i

Observacién 3.3.1. Del Teorema anterior y el Corolario 3.2.1 se puedo inferir que
si una funcion f : D — R es continua y fuertemente to-convera con mddulo ¢ (con
to € (0,1) fijo), entonces f es fuertemente convexa con mddulo c. Similarmente se puede

reformular los Teoremas 3.2.1, 3.2.2 y 3.2.3 de funciones fuertemente ty-convezxas.
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3.4 Teorema de Soporte

Es conocido que las funciones convexas se caracterizan por tener como soporte una
funcién afin en todo punto de su dominio (ver [31]). En 1978 el aleman Gerd Rodé en
[32] demuestra un resultado andlogo para funciones midconvexas, el cual senala que las
mismas tienen soporte del tipo Jensen (que es una funcién aditiva mas una constante),
(véase [25] para demostraciones mas simples). En esta seccion se presenta una contraparte
de este resultado para funciones fuertemente midconvexas. En la siguiente demostracién
se usara la siguiente caracterizacion para funciones fuertemente midconvexas con modulo

¢ en espacios con producto interno ( ver en [26]).

Lema 3.4.1 (Ver [26],[1]). Sean X con producto interno, D un subconjunto de X yc > 0.
Una funcion f: D — R es fuertemente midconvera con maodulo ¢ si y solo si existe una

funcion midconvexa g : D — R tal que

f(z) = g(a) +c|l]?
para todo v € D.

Demostracién:

Supdngase que f: D — R es fuertemente midconvexa con médulo c. Se define a

g(z) = f(x) — c|lz]*.

Entonces, aplicando la ley del paralelogramo se obtiene

x+y Tty
g( 2 )Zf( 2 >_C
L)+ 1
= SOETG) g 42 )
_ 9(a)+900)
2 )

r+y 2
2

— <l =yl = 5l + )
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de esta manera resulta que g es midconvexa. La implicacion inversa es andloga.

g

Observacion 3.4.1. En [26] se demuestra que la hipdtesis que (X, ]| - ||) es un espacio
con producto interno no es redundante en el Lema 3.4.1. Mas aun, la condicion que,
para toda f : D — R, f es una funcion fuertemente midconvexa si y sélo si f — | - ||
es una funcion midconveza, caracteriza los espacios con producto interno entre todos los

espacios normados.

En los capitulos anteriores se habla de recta de soporte (Definicién 1.7), soporte
cuadratico (Teorema 2.1.1), ahora se vié la necesidad de hacer una definicién que las

generalicen.

Definicién 3.4.1. Dada una funcion h : D — R, se dice que es un soporte para la
funcion f : D — R en un punto xy € D, si h(xo) = f(xo) y h(x) > f(z) para todo
reD.

Teorema 3.4.1 (Ver [1]). Sean (X,|| -||) un espacio real con producto interno, D un

subconjunto abierto convexo de X y ¢ > 0. Una funcion f : D — R es fuertemente

midconvexa con modulo ¢ si y solo si, en cada punto xog € D, f tiene soporte de la forma
h(z) = cllz — @o|* + alz — x0) + f(=0),
donde a : X — R es una funcion aditiva (que depende de xg).

Demostracion:
Supongase, en primer lugar, que f : D — R es una funcién fuertemente midcon-
vexa con modulo ¢ y fijando xy € D. Entonces, por el Lema 3.4.1, existe una funcion

midconvexa g : D — R tal que

f(@) = g(z) + c|zl?,

para todo x € D. Por lo tanto, por el Teorema de Rodé, la funcién ¢ tiene soporte en
zo de la forma

h1<x> = al(:r - ZC(]) + g(.To), reD
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donde a; : X — R es una funcién aditiva (en el sentido de Jensen). En virtud de la

Definicién 3.4.1 sea h: D — R la funcién definida por
h(zx) = cf|z]|* + a1 (z — x0) + g(xo)

que soporta a f en zy. Ahora, como g(xg) = f(x) — c||7o||?, se puede expresar a la

funcion h de la siguiente manera

h(z) = c(llzll* = llzoll*) + as(z — 20) + f (o)
= cllz — zol* + 2 ¢ (20, 7 — m0) + a1 (z — x0) + f(0)

= cllz — 2ol]* + alz — zo) + f(x0)

donde a :=aj +2c¢(zy,-) es también una funcién aditiva (en el sentido de Jensen).

. . . . T+
Para demostrar la inversa, fijando arbitrariamente x,y € D, donde zy:= 5 Y y

se considera un soporte de f en z; de la forma
h(z) = ellz — 2|2 + a(z — ) + f(z0), =€ D.
Entonces

f@) = cllz = zl” + alz — 20) + f(20)

f) = clly = 2l* +aly — 20) + f(20).

Por lo tanto

flo) + 1Y) o

c 9 9 1
2 Sl = 2ol ly — 20l + 5(a(@ — 20) + aly = 20)) + f(z0)

Noétese que

Sl = 2ol +lly = 20l%) = Sl =yl
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y por la aditividad de a se tiene que

a(x — z0) + a(y — z0) = 0,

se concluye que

P(ZE) = s < LI ey,

lo cual demuestra que f es una funciéon fuertemente midconvexa con modulo c.

g

3.5 Desigualdad de tipo Jensen

En esta seccién se presentara dos versiones de la desigualdad clasica de Jensen para
funciones fuertemente midconvexas con modulo ¢ y luego se demuestra que las funciones

fuertemente midconvexas con modulo ¢ son funciones fuertemente g—convexas con médu-
1+ o

lo ¢ para todo ¢ € QN (0, 1). Note primero que si s = , entonces

1 1
e = 22ll” = S (ler = s” + [lw2 — s])

por lo tanto la condicién (3.1) la definicién de funcién fuertemente midconvexa con médu-

lo ¢ puede ser reescrita de la siguiente forma

(21 = sll? + llz2 — s[/?), @y D

f (33'1 +l’2> < f(a:l) -+ f(.%'g) _ 1
2 - 2 2

Extendiendo esta relacién a combinaciones convexas de n puntos se obtiene la De-

sigualdad de tipo Jensen.

Teorema 3.5.1 (Ver [1]). Sea D un subconjunto abierto y convero de un espacio X con

producto interno. St f : D — R es una funcion fuertemente midconvera con modulo c,
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entonces para todon € N, y 1, x5....,x, € D :

f(Z ) foz——Zsz s,

=1

1 n
onae s ni:gll‘

Demostracién:
n

Se fija x1, 22, ..., x, € D y se concidera s = — E x;. Por el Teorema 3.4.1 existe una
n
i=1
funcién aditiva a tal que f tiene en s un soporte de la forma

h(z) = c||lz — s||* + a(z — s) + f(s).
Asi, para cadai=1,2,....n
f(ai) = hlw;) = clla; — s[” + azi — s) + f(s).

Simplificando estas n desigualdades, y usando el hecho de que

i=1

Za(mi—s) =a (Zwi—ns> =0,

se obtiene

Z ) >CZ||:E1—S||2+Z i— ) +nf(s)

lo cual implica que

%Zf(fl?z’)

n

—ZH%—SH? Z (zi — ) + f(5)

=1

%Zlﬂxz —s|)* + %a (lez —ns) + f(s)

v

v

por lo tanto

(zn ) SCEEY W SEERTS
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Teorema 3.5.2 (Ver [1]). Sea D un subconjunto abierto y convero de un espacio X con
producto interno. St f : D — R es una funcion fuertemente midconvera con mddulo c,

entonces

f (Z %%) < Zqz'f(ifi) - CZ%H% — 5%,
i—1 i—1 i—1

n
para todo xy1, ..., T, € D, q1,....¢, € QN (0,1) conq1 + ... + ¢, =1 y s = X:qzsz:z
i=1

Demostracién:

Se fija 21, ..., 2p € Dy qu = B, ..., q, = ];—: e Qn(0,1) con ¢ + ... + ¢, = 1. Sin

I’

pérdida de generalidad se asume que Iy = I, = ... = [,, = [. Ademas ki + ... + k, = [,
considerando y11 = ... = Y1k, =: T1, Y21 = .. = Yoky =: T2, Ynl = ... = Ynk, =: Tn.
Entonces

n 1 ks
S—izl%l‘i— 722%;

i=1 j=1

Por lo tanto, usando el Teorema 3.5.1, se obtiene

i (g qx> = (% iif(%))

i=1 j=1
n ki n ki

< IS ) - S sl
i=1 j=1 i=1 j=1

= Y af(@)—cY aly;— sl
i=1 i=1

g

Bajo las mismas condiciones para los espacios X y D se obtiene el siguiente Corolario.

Corolario 3.5.1 (Ver [1]). Una funcion f : D — R es fuertemente midconvezxa con

modulo ¢ si y solo si

flaz+ (1= qy) < qf (@) + (1 —q) f(y) — cq(1 — g)llz — yl|,

para todo x,y € D yq€ QN (0,1).
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Demostracion:
Se fija z,y € D, g € QN (0,1) y se considera s := gz + (1 — q)y. Entonces, por el

Teorema 3.5.2, se obtiene
flaz + (1= q)y) < qf(x) + (1 =) f(y) — clalle = s[>+ (1 =)y - s[*)
= qf(x)(1 = @) f(y) — ca(l — q)ll= — >

La inversamente se obtiene de la misma desigualdad.

3.6 Relacion con la Convexidad Generalizada

La idea geométrica de convexidad de una funcién es la siguiente:

Una funcion f es conveza si y solo si para dos puntos distintos en el grdfico de f, el
segmento unido por los dos puntos se encuentra por encima de la parte correspondiente

del grdfico de f.

En [3] E. F. Beckenbach generaliza esta idea reemplazando la recta por graficas de
funciones continuas que pertenecen a una familia de funciones de dos parametros F. De
esta seccion se demostrara que la midconvexidad fuerte que es equivalente a la convexidad

generalizada con respecto a una cierta familia de dos parametros.

Definicién 3.6.1 (Ver [4] y [31]). Una funcion f: D — R es midconveza con respecto

a F (abreviada, F-midconveza) si para x1,xs € I, x1 < Ta,

1+ X9 T+ o
f ( 2 ) S ¢(11,f(x1)),(x2,f(x2)) < 2 ) ’

Teorema 3.6.1 (Ver [1]). Sean I C R un intervalo y ¢ un nimero positivo. Considere

una familia de dos pardmetros F, = {cx®> + ax +b : a,b € R} C R!. Una funcion

f 1 — R es fuertemente midconvexa con modulo c, si y solo si, es F.-midconveza.
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Demostracion:
Sean 1,2 € I. S ¢ = Q(ay f(a1), (w2.f(x2)) € Fe, entonces (x) = cx’+ax+b, donde
los coeficientes a,b son determinados tnicamente por las condiciones ¢(z;) = f(z;),

1 =1,2. Por lo tanto

+ + +

o W5} T _ il ) T T2 —{—b
2 2

<x —|—2x1x2+x2> +a(x1 —;—m) )

1
(et 4+ azxi +b) + 5 = (ca3 + axs +b) — 2(93% — 22125 + 23)
(

DN | —

9095)‘*‘90(352) c 2
o)

f(931)+f($2) c 2
- f_i(xl_m)'

Consecuentemente, si f es una funcion fuertemente midconvexa con médulo ¢, si y

solo si, es F.-midconvexa.

g



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo especial de grado se realizé un estudio sobre la nocién de funciones con-
vexas; basado en algunas de sus propiedades de regularidad y diferenciabilidad; ademas
de sus resultados tales como la desigualdad de Jensen (para el caso discreto y el ca-
so continuo) y la desigualdad Hermite-Hadamard, Teorema del Sandwich y ademads la

Generalizacién dada por Beckenbach.

Se estudiaron las funciones midconvexas como un caso particular de las funciones
convexas, destacando algunas caracterizaciones y presentando que la continuidad de la
funcién es la condicién necesaria y suficiente para que la midconvexidad implique convex-
idad. Luego se present6 un conjunto de resultados de los matematicos Bernstein, Doetsch,
Sierspinski y Ostrowski que dieron condiciones a las funciones midconvexas para que f

sea continua.

Ademas se presento la nocién de funciones fuertemente convexas con modulo ¢, por
el ruso T. Polyak en 1966 como un refinamiento de las funciones convexas dada por J.
Jensen en 1905-1906, donde se demostraron propiedades y resultados heredadas por las

funciones convexas mencionadas anteriormente.
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De igual manera, se realizo un estudio de las funciones fuertemente midconvexas
planteando algunas de sus propiedades, resultados del tipo Bernstein-Doetsch, Doetsch,

Sierspinski, Ostrowski, Kuhn, un teorema de soporte y relaciones con la convexidad

generalizada.

Para finalizar, cabe destacar que los resultados expuestos en este trabajo de grado
estan en varios articulos de investigacion publicados entre los anos 1889-2011 se puede

ver como una contribuciéon pedagogica para la comprension del tema.
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