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INTRODUCCION

En 1881, C. Jordan (ver [4]) introduce la nocién de funcién de variacién acotada en un
intervalo [a,b] C R. Demuestra que toda funcién u : [a,b] — R tiene variacién acotada
en [a,b] siy soélo si, u es la diferencia de funciones mondtonas, obteniendo el resultado
de Dirichlet (ver [5]) que toda funcién de variacién acotada en [—m, 7], tiene serie de
Fourier convergente en todo punto de [—, 7], este resultado es conocido como el criterio
de Dirichlet-Jordan sobre la convergencia de la serie de Fourier. La nocién de variacion
acotada ha sido generalizada de varias maneras, el lector interesado en el tema puede
consultar [10], en 1924 N. Wiener introduce la nocién de variacién cuadrética (ver [17]),
la cual puede ser considerada como una distorcion cuadratica de la medida de el rango de
la funcion, obteniendo que para esta nueva clase de funciones también su serie de Fourier
es puntualmente convergente. En 1937 L.C. Young introduce la nociéon de ¢-variacion
acotada, donde ¢ es una @p-funcién, esta nueva forma distorciona de manera ¢ la medida
en el rango de la funcion considerada y también vale la convergencia de la serie de Fourier.
En el ano 1972 D. Waterman (ver [16]) introduce la nocién de A-variacién acotada, donde
A es una A-sucesién y mds generalmente en 1985 M. Schramm, (ver [13]) extiende esta
ultima nocién al caso de ®-variacién acotada, donde ® es una P-sucesion de funciones.

En estas generalizaciones se obtiene la convergencia de su serie de Fourier, sin embar-

go, el Teorema de Representacién de C. Jordan por medio de funciones mondtonas para
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las funciones de variacién acotada no se obtiene.

En 1975 B. Korenblum, (ver [9]) introduce una nueva clase de funciones denominadas
x-variacion acotada, la diferencia de ésta con las anteriores es que la distorcién es en el
dominio de la funcién y no en el rango, con este nuevo enfoque obtiene el resultado clasico
de Jordan sobre la representacién por medio de funciones monétonas. Mas precisamente,
se obtiene el Teorema de Representaciéon de Korenblum; una funcién u: [a,b] — R
tiene y-variacién acotada en [a, b] si y sélo si u es la diferencia de dos funciones
xY-monotonas. Este resultado lo exponemos en el Capitulo 3 de este Trabajo de Grado.

Este Trabajo Especial de Grado lo hemos estructurado en tres Capitulos, en el Capitu-
lo 1 exponemos la nocién de funcién de variaciéon acotada en un intervalo [a,b] y varios
resultados que caracterizan tales funciones, entre ellos el Teorema de Representacién de
Jordan, un teorema de Banach del ano 1925 (ver [1]) sobre la llamada indicatriz de Ba-
nach, un resultado de Federer del ano 1969 (ver [7]) que involucra la composicién de
una funcién Lipschitz(exterior) con una mondtona interior. El resultado de Federer nos
motiva a exponer en la seccion 1.3 la actuacién en el caso auténomo del Operador de
Composicion en el espacio BV[a,b] de variacién acotada y desarrollamos explicitamente
el teorema de Josephy del ano 1981 (ver [6]) que establece condiciones necesarias y sufi-
cientes en f : [a,b] — R de tal manera que el operador de composicién F, asociado a f,
actia en BV |[a,b].

En el Capitulo 2 expondremos los resultados de B. Korenblum, del ano 1975 (ver [9])
donde se define la nueva nociéon de y-variacién acotada y mostramos varios ejemplos de
funciones y y de y-variacién acotada, también haremos explicitamente demostraciones de
propiedades que satisfacen las funciones de y-variacion acotada, similares a las cumplidas
por las funciones de variacion acotada, entre ellas que esta clase es un espacio vectorial
y se le puede dotar de una estructura de espacio de Banach.

En el Capitulo 3 se expone el resultado principal de este Trabajo de Grado que es el
Teorema de Representacion de Korenblum (ver [9] y [3]) de las funciones de y-variacién

acotada por medio de la diferencia de dos funciones y-decrecientes.
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Para concluir la introduccién, queremos explicar que los resultados expuestos en este
trabajo de grado estan en varios articulos de investigacion realizados entre 1975 y el
ano 2010 y la presentacion en un solo folleto puede considerarse un aporte pedagégico
para la comprensién del tema, algunos de estos articulos son: Cyphert Daniel S. and
Kelingos J. A., The decomposition of functions of bounded x-variation into difference
of x-decreasing functions (1985) (ver [3]), Park Jaeckeun, On the functions of bounded
ro-variations (I) (2010) (ver [11]), Park Jaekeun and Seong Hoon Cho, Functions of
rG¢-bounded variations (2003) (ver [12]), Sung Ki Kim and Jongsik Kim, Functions of
k¢-bounded variation (1986) (ver [14]), entre otros.



CAPITULO 1

CLASES DE FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA

En el presente Capitulo se describe la nocion de funciones de variacién acotada en
un intervalo [a,b], introducida en el ano 1881 por Camille Jordan (Ver [4]), asi como
también se presentan algunas de las propiedades de éstas funciones. Ademas presentamos

tres maneras conocidas de caracterizar las funciones de variacién acotada:

1. Mediante la diferencia de dos funciones monétonas (Teorema de Representacion de

Jordan) (ver [4]),
2. Mediante la indicatriz de Banach (Ver [1]),

3. Mediante la composicion de funciones mondtonas con funciones Lipschitz continuas

(Teorema de Representacion de Federer) [7].

1.1 Funciones de Variacion Acotada

Definicién 1. En el ano de 1881 Camille Jordan [4], introduce el concepto de funcion

de Variacion Acotada en un intervalo [a,b], como aquellas funciones u : [a,b] — R, tales

12
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que el niumero:
V(u) = V(u;[a,]) :=sup ¥ _|u(t;) — u(t;—1)],
s =1

es finito, donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones 7 : a =

by <ty <---<t,=>b del intervalo [a,b].

Esta clase de funciones se denota por BV[a,b] y la misma posee una estructura de

algebra y de espacio normado con la norma:
l|u||Bviay = [u(a)| +V(u), ue€ BV]a,b|.

Mads ain, el espacio BVa,b] es un espacio completo y, por lo tanto, un espacio de

Banach.

A continuacién se presentardn algunos ejemplos que ilustran la definiciéon de BV [a, b].

Ejemplo 1:
Consideremos ¢ € R y la funcién constante u en [a, b], definida por
u(t)=c  paratodo t € [a,b].

Entonces, la variacién acotada de la funcién u en el intervalo [a, b] viene dada por

V() = V(ula,b]) = sup Y [ulty) = ult;-)|

j=1
n
= sup Z lc — |
=0
donde m:a =1ty <ty <---<t, =0>b,es el conjunto de todas las particiones del intervalo

la, b].



Cap. 1 Clases de Funciones de Variacion Acotada 14

Ejemplo 2:

Consideremos u : [a,b] — R, la funcién identidad, es decir,
u(t)=t tela,b.

Entonces, la variacién acotada de la funcién u en el intervalo [a, b] es dada por

V(us[a, b)) = sup Y _ |u(ty) — u(t;1)|
= Supz |t] — tj_1|

= Ssup Z(tj — tjfl)
L
= (ta —to)

= b—a.

donde m:a =1ty <t; <---<t,=>b, es el conjunto de todas las particiones del intervalo

la, b].

1.2 Propiedades de las Funciones de variacion

acotada

A continuacion se enuncian y demuestran algunas propiedades de las funciones de
variacién acotada, como lo son, las caracterizaciones presentadas por Camille Jordan [4]
en 1881 mediante la diferencia de funciones mondtonas, por Stefan Banach [1] en 1925
mediante la indicatriz de una funcién continua y por Herbert Federer [7] en 1969 a través

de la composicién de funciones mondétonas con funciones Lipschitz continuas.
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1.2.1 Caracterizacion de Jordan

El resultado mas importante dado por C. Jordan cuando introduce el concepto de
variacién acotada en [4], enuncia que una funcién v € BV]a,b] si y sélo si, se puede

escribir como diferencia de funciones mondétonas, en particular de funciones crecientes.
A continuacién presentamos una demostracion del resultado presentado por Jordan.

Teorema 1. Una funcion u € BV]a,b] si y sdlo si, existen funciones uy,uy en [a,b]

mondtonas tales que u = uy — Us.
Demostracién:
Si uy y ug son monétonas no es dificil verificar que v = uy — ug € BV|a, b].

Ahora supongamos que u € BV|a,b] y definamos dos funciones p,,n, : [a,b] — R,

pult) = 5(Valt) + u(t) — u(a)), t € [o,b
na(t) == %(Vu(t) —u(t) +u(a)), teab

donde V,(t) := V(u;[a,t)).
Sean z,y € [a,b], x <y, entonces

(Vu(y) = V() + u(y) — u(z))

= V(i lz,y]) +uly) - ulz)) 2 0.

Pu(y) — pulz) =

el

Luego p,, es una funcién creciente y como p,(a) = 0, resulta que p,(t) > 0, t € [a, b].
De manera similar,

= s(V(u[z,y]) +u(z) —uly)) > 0.

nu(y) —nu(z) =

N — DN —
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En consecuencia, se tiene que n, es creciente y como n,(a) = 0, tenemos que n,, es

no negativa.

Asi pues, de las definiciones de p, y n, resulta que

U= py, — (n, —ula)).

y ademas

Vu(t) = pu(t) + nu(t).

1.2.2 Caracterizacion de Banach

Hemos comprobado que las funciones de variacion acotada se pueden caracterizar
por medio de la diferencia de funciones mondétonas. Para el caso, en que u ademas es
continua, S. Banach [1], obtuvo otra caracterizacion al introducir en 1925 la indicatriz de

una funcién continua u, la cual se denota por I, y es una funciéon definida como sigue:
I, : [inf u,supu] — [0, c00)
donde I,(z) es igual al niimero de valores de x € [0, 27] para el cual u(z) = y.
Teorema 2. (Teorema de Beppo-Levi) Sea (X, A, 1) un espacio de medida y sean {uy, }nen
Up, » X — [0, 00]
una sucesion de funciones medibles Borel no negativa, es decir,

up(x) >0 Vo € X.

/x<§:1“"> dﬂ:ﬂf}/xundﬂ.

Entonces
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Para ver detalles de la demostracion del teorema enunciado anteriormente el lector

puede remitirse a [8].

Proposicién 1. Sea u : [a,b] — R wuna funcion continua, y I, : R — Ny U {c0} la

indicatriz de Banach. Entonces la igualdad

Var(u; [a, b)) = / I,(z)dz
es cierta. En particular, w € BV[a,b] si y sdlo si, I, € L1(R).
Demostracion:

-1 (b—a)
Paran=1,2,3,...yk=1,2,...,2" ", hacemos 0, =k T y
A1,n = [a, a+ 61,n)7

A2,n = [a + 51,n7 a+ 62,71)7
AQn—l,n = [CL + (52n71_1’n, a + (5271—17”)7
AQ”,n = [a, a —+ 52"_1,n]~
Mas aun, para k =1,2,...,2" denotamos
My = mfu(z) 1 € Agp, My, -=supu(x) : x € Ay,

y definimos las funciones:
V() = Xu— 1 (y)NAg - R—{0,1} ¥ gn R — Ny
por
1, si u(xr) =y paraalgin z € Ag,,

gk,n(x) = Xu—l(y)ﬁAk,n =
0, en otro caso.

271
Gn = Gkn(y)-
k=1
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La monotonfa resulta de 2" > 2" es decir, ¢,11(y) > gn(y).

Afirmamos que la sucesién {g, }nen converge puntualmente en R a la indicatriz de

Banach I,(z) de u.

En efecto, supongamos primero que I,(y) = m, y sea u ' (y) = {x1,22,...,Tm}

denotado como el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién u(z) = y.

Escogemos N € N tan grande que 27" < min (z; — z;) tal que 1<4,5 <m,i# j;
entonces para n > N todos los elementos en u~!(x) pertenecen a diferentes intervalos

Apn y asi, go(z) = m.

Similarmente, en el caso [,(y) = oo un razonamiento andlogo demuestra que

gn(x) — 00 cuando n — oo.

Ademas,
271

| )y =S (Mo~ ),

k=1

el lado derecho de la igualdad tiende a la integral de I,, por el teorema de Beppo Levi,

y el lado derecho tiende a la V' (u; [a, b]).

1.2.3 Caracterizacion de Federer

A continuacién, presentamos la caracterizacién de funciones de variacién acotada
debida a H. Federer en 1969 [7], como composicién de funciones mondtonas con funciones

Lipschitz continuas.

Proposicién 2. Una funcién u pertenece a BV ([a,b]) si y sdlo si, se puede representar
como la composicion uw = goT, donde T : [a,b] — [c,d] es creciente y g € Lip([c,d]) con

constante de Lipschitz L < 1.
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Demostracién:

Supongamos que f = go 7, donde g y 7 tienen las propiedades mencionadas. Dada

cualquier particion P = {to,t1,...,tn} € P([a,b]), obtenemos

Var(u, P) Z Z ) — g7(ti_1)| = |7(b) — 7(a)],

por lo tanto, u € BV ([a,b]). Por el contrario, sean u € BV ([a,b]), y 7 := V,, la funcién
de variacién (creciente) de u. Sabemos que 7 es una aplicacién de [a, b] en [c, d], donde

c¢=0yd=Var(u;[a,b]), pero, por supuesto, 7 no tiene que ser sobreyectiva.

Si definimos la funcién g sobre el rango 7([a, b]) C [c, d] considerando g(7(z)) = u(x),

entonces la descomposicion u = g o 7 esta bien definida. Dado que

9(7(s)) = g(r(£)] = u(s) — u(t)] < Var(u;[s,1]) = [7(s) — 7(t)|

para a < s < t < b, la funcién g es Lipschitz continua con constante Lipschitz igual a
1 sobre 7([a,b]). Podemos extender g de 7(]a,b]) a una aplicacién Lipschitz continua g

sobre [c,d] (incluso en toda la recta real R) poniendo (con 0 < A < 1)

(1—=XNg(xz™)+Ag(x) si y=(1—-N7(x—)+ A7 (x),
(1=XNg(x)+Ag(zT) si y=(1—=N7(x)+ Ar(z™).

Es claro de la construccion que esta “convexificacion” g tiene la misma constante

Lipschitz que g, y asi la demostracién esta hecha.
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1.3 El Operador de Composicion en el espacio

BVla, ]

En esta seccién se presentan los resultados dados por Michael Josephy [6], en el afio
1981 referentes a la actuacién del operador de composicién en el espacio BV a, b]. Este
resultado nos permite obtener condiciones necesarias y suficientes en f : R — R de tal

manera que el operador de composicién F', asociado a f, actiie en el espacio BV |[a, b].

Definicién 2. Consideremos F el espacio vectorial de todas las funciones u : [a,b] — R
y f:]a,b] Xx R — R una funcion cualquiera. El operador de composicion F, asociado a

la funcion f, es definido del espacio F al espacio F por la expresion
Ft) = f(tu(t),  t€lat], uweF.

En el caso particular, cuando la funcion f no dependa de una sola variable; es decir,

f:R — R, el operador F' asociado a f viene definido por:
Ft) = fu(t),  telnb), ueF.

Esto ultimo se conoce como caso auténomo mientras que el caso general, cuando

f: [a,b] x R — R se denomina caso no-auténomo.

Corolario 1. (Invarianza) Sea f : R — R una funcion. El operador de composicion
F, asociado a f, actia en el espacio BV [a,b] si y sdlo si, actia en el espacio BV |[c,d].
Es decir, la actuacion del operador F' no depende del intervalo donde estdn definidas las

funciones.

Teorema 3. (Josephy [6]) Consideremos f : R — R y sea F' el operador de composicion
asociado a la funcion f. El operador F actia en el espacio BV [a,b] si y sdlo si, f es

localmente Lipschitz en R. Ademads, el operador F es siempre acotado sobre conjuntos

acotados de BV[a,b].
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Demostracién:

En virtud del corolario 1 podemos suponer que el intervalo [a, b] es el intervalo [0, 1].

Supongamos que f : R — R es localmente Lipschitz en R. Consideremos v € BV|[0, 1]

y
T 0=tg<t1 <---<t, =1

una particién cualquiera del intervalo [0, 1]. Ademads, tenemos la siguiente estimacién

DI Culty) = flaltim)] < D k(llulloo)lu(ty) — ulty—)]
=1 =1
donde k(||ul|s) es la constante de Lipschitzidad de f en el intervalo [—||u||so, ||]|o0]-

En consecuencia,
V(F, [0,1]) < k(llulloe)V (u; 0, 1]) < oo,
y asi hemos demostrado que F actiia en el espacio BV[0, 1].

Supongamos, ahora que el operador F' de composicion, asociado a f : R — R, actia
en el espacio BV[0, 1], sin embargo, la funcién f no es Lipschitz local en R, en este caso

podemos suponer que f no es Lipschitz en el intervalo [0,1].

Como la funcién f no es Lipschitz en [0, 1] tenemos que dada la sucesién k,, := (n?+n)

existen sucesiones {u,}22; v {V,}5°, en el intervalo [0, 1] tales que
[f (un) = f(on)] = (0% + 1) |t — va. (1.1)

Como el operador F actia en el espacio BV|[0,1] y la funcién identidad
u(s) = s, (s € [0,1]) pertenece al espacio BV[0, 1], se obtiene que f € BV[0,1] y asi f
es acotada. Ahora, sin pérdida de generalidad podemos suponer en la demostracion, que

f@) < 3, teo,1].
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En consecuencia, de la desigualdad (1.1), se deduce la siguiente estimacién
1> | f(un) — f(vn)| > (0 +n)|u, — vy

De esta desigualdad deducimos, pasando a subsucesiones en el caso de ser necesario,

lo siguiente:
i) Las sucesiones {u,}5°, v {v,}°°, converga a un punto u* € [0, 1].

i) |u, —u'| < para n=12...

(n+1)2

Definamos la funcién w : [0, 1] — R por medio de la expresién:

U, si t=——+klu,—v,| (keN),

U, Sl tE€ ,—
n+1n

vy si t=1.

Demostremos que u € BV[0, 1], pero F,, ¢ BV[0, 1].

Consideremos el nimero

Up — Un
mn . ?
n?+n
(donde [.] indica la parte entera de un nimero) y sea II, la particién del intervalo

1 1
o definida por:
n+1 n+1

1 1 1
IL, : < +o|uy — v < ——F |up — v <0 <
n+1 n+1 2 n+
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1 2m, — 1 1 1
< + [, — Up] + —— + myp|u, —v,] < —.
n+1 2 n+1 n
La variacion de la funcién u en el intervalo 1 se puede estimar de la manera
n n

siguiente:

1 1
n+1ln

2 +1 1 n 1
n4+n ne(n+1)2 ng+n

3

En consecuencia,

3<
— < 0.
n2

Vi, [0,1]) <)

Por otro lado, se obtiene la siguiente estimaciéon de la variacién de la funcién F,

1% (Fu; [ ! l}) > 2, | f(un) — f(vn)] > 2mp(n® 4 n)|up — va| > 2.

n+1'n

En consecuencia,

V(Fu,[0,1]) < i2 < +00.

n=1

Para ver mds detalles sobre el operador de composicién remitimos al lector a [10].



CAPITULO 2

ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE x-VARIACION
ACOTADA

En el presente Capitulo se describe la nocién de y-variacién acotada introducida en
1975 por B. Korenblum en [9]. Se introduce la clase de funciones con y-variacién acotada
y se demuestra que tiene estructura de espacio vectorial, espacio Normado y de espacio
de Banach, asi como también, se enuncian y demuestran algunos resultados importantes

referentes a este espacio de funciones.

2.1 Funciones de y-Variacion Acotada

En el ano 1975, B. Korenblum [9], considera como generalizacién de la nocién de
variacién acotada, una nueva clase de variacién para las funciones acotadas, llamada x-
variacion, la cual se diferencia de las anteriores en que una funcion de distorcion y es
introducida para medir intervalos en el dominio de la funcién y no en el rango.

Por consiguiente, comenzaremos presentando la nocion de la y-funcién, la cual puede
ser vista como un cambio de escala en la longitud de los subintervalos de [a, b, tal que

la longitud de [a, b] es 1, si x(1) = 1.

24
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Definicién 3. Se dice que la funcion x : [0,1] — [0,1] es una x-funcion si satisface las
siguientes propiedades:
(i) x es continua, con x(0) =0y x(1) =1,
(i1) x es concava (hacia abajo) y creciente, y
x(x)

e )
() N o =

Proposicién 3. Sea x : [0,1] — [0, 1] una x-funcién entonces x es subaditiva, es decir,

x(@+y) < x(z) + x(y). (2.1)

Demostracién:

Para toda funciéon L concava y continua se cumple la siguiente propiedad de las

pendientes:
L(a) = L{y) _ L(z) — L(0)
a—vy - x—0

con 0<zx,y<a.

Considerando L = x (la cual, por definicién es concava y continua, con x(0) = 0) y

a = x + y, tenemos que

X +y) —xty) _ x(z) = x(0)
(e+y)-y = =0
x(*+y) —x(y) < x(z)

de donde

A continuacién, se presentan algunos ejemplos que pueden considerarse de especial

importancia entre las alternativas para elegir x.
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Ejemplo 1:

Consideremos la funcién y, : [0,1] — [0, 1] definida mediante la siguiente expresion:

[0}

Xa(Z) =2 para 0 < a <1,

la cual es conocida como el caso de Gevrey y satisface las propiedades de una y-funcion,

ya que:
(i) xa(z) es continua en [0,1] y
Xa(0) =0=0 con 0<a<l,
Xo(l)=1%=1 con 0<a<l.
(ii) Para 0 < o < 1 tenemos
Y,(r) =az® >0  paratodo z€[0,1],
por lo tanto, x.(x) es creciente y ademas
Xo(z) = % <0  paratodo z€[0,1],
de donde se obtiene que x,(x) es concava.
(ili) Para 0 < a < 1, tenemos
Xa(T) @ 1 1

lim = lim — = lim = = 00.
z—0t T z—0t X z—0+ gl -«

Por lo tanto, podemos afirmar que y,(z) es una y-funcién.

Ahora, veamos unos casos particulares para ilustrar este ejemplo.

Para el caso en que a = % tenemos que
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0,81

0,67

0,4

0,24

o
o
[N}
=)
SN
=)
o)
=
oo

1

Figura 2.1: Funcién x,(z) = 2 para o = 3.

Es una y-funcion.

Para o = % tenemos que

Xi(x) = o3
-
0,81
0,6
0.4
0,2
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 2.2: Funcién x,(z) = 2* para o = 3.

Es una y-funcién.
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Ejemplo 2:

Consideremos la funcién xo : [0, 1] — [0, 1] definida mediante la siguiente expresion:

z(l—logx) si x#0
0 si x=0.

Xo(z) =

Figura 2.3: Funcién xo(x).
la cual es usada por B. Korenblum en [9] y satisface las propiedades de una y-funcién
puesto que:

(i) xo(x) es continua en [0, 1], en particular, como

lim xo(z) = lim z(1 —log(x)) = 0 = x0(0),

z—07F z—07F

la funcién es continua en z = 0.

Ademas,

Xo(1) = 1(1 —log(1)) = 1.
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(ii) Para todo z € [0, 1],
In(z) 1
~ In(10)  In(10)

Xo(z) = >0,

por lo tanto, xo(x) es creciente y, ademas,
1
" _
Xo(w) = z1n(10)

de donde se tiene que xo(z) es concava.

<0,

(iii) Cumple que,

1-1
lim Xo(®) = lim z(1 — log(x)) = lim 1 —log(z) =1 —log(0) = oc.

z—0t X z—0t X x—0t

Por tanto, podemos afirmar que yo(z) es una x-funcion.

Ejemplo 3:

Consideremos la funcién x; : [0, 1] — [0, 1] definida mediante la siguiente expresion:

1 )
# S1 T 7£ O
xi(z) = (1-— 3 nx)
0 si x=0.
1_
0,81
0,61
0,4
0,4
0-I T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 2.4: Funcién y;(x).
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la cual satisface las propiedades de una y-funcién ya que:

(i) x1(z) es continua en [0, 1], debido a que

7’ z. 1 JR— JR—
lim x: (z) = i{%m =0=x1(0).

En consecuencia, la funcion es continua en x = 0.

Ademas,
Xl(o) = 07
1
xi(1) = =1
1—11In(1)
(ii) Para todo z € [0, 1],
1

por lo tanto, x;(z) es creciente y ademas,

_ 2In(z) — 1 In(z)* — 2 In(x)

1 < 0
xi() 422(1 — § In(x))* -
de donde x;(x) es concava.
(iii) Cumple que,
lim X (@) = 0.
z—0t X
En efecto,
1—3In(x))™! 1 1
TANR CLCONET Uit £ 1C)) R T DR Y
0t T 2—0+ x e—0t x 1 —5In(z)
y aplicando la regla de L’ Hopital tenemos
1 —1
1 1 - 2 2
lim -+ ———— = lim +: lim 55—21: lim — = oo.
e—0tz 1—5ln(r) -0t 1—35ln(r) a2-0t —1  a-orz
2z

Por lo tanto, podemos afirmar que y;(z) es una y-funcién.
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Esta nocién de y-funcién nos permite introducir la definicién de y-variacién acotada.

Definicién 4. Una funcion real u en [0, 1] se dice de x-variacion acotada eziste un C' > 0

tal que para cada particion m:0 =129 <z < -+ <z, =1 de [0,1],

Z]u:vl —U$z1|<CZX i — Ti1). (2.2)

Co =minC es llamado la x-variacion total de u : Cy = xV(u), es decir,

Z]u x;) — u(zi1)]

xV (u) = sup — ,

’ ZX i Li— 1

donde el supremo se considera sobre todas las particiones w de [0, 1].

Denotaremos a la familia de todas las funciones de y-variacién acotada por yBV|0,1].

A continuacion se presentan algunos ejemplos que ilustran la definicién de y-variacion

acotada.
Ejemplo 1:

Consideremos ¢ € R y la funcién constante u en [0, 1] definida por
u(x) =c  paratodo z € 0,1].

Entonces, la x-variacién acotada de la funcién u en el intervalo [0, 1] viene dada por

Z\U(%‘) — u(wi—1)]

XV(u) = sup = ,

" ZX — Ti— 1
S le

—1
= sup — =0,

i ZX(%’ — Ti-1)
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donde 7 : 0 = 29 < 1 < --- < x, = 1, es el conjunto de todas las particiones del

intervalo [0, 1].

Ejemplo 2:

Sea la funcién u definida por

1 .

- si 0<z<q,
1 L1 1
> st 3 <x<j,

u(z) =
3 | 3
T si 5 Sw <y,
1, si %gxgl
\

Entonces, la x-variacién acotada de la funcién u en el intervalo [0, 1] viene dada por

Z’U(Iz’) — (1)

xXV(u) = sup

T X i)
=1

= sup—
' ZX(Ii_xi—l)
i=1
3
= sup — 4

IA
B~ w

donde m: 0 =29 < 2y < --- <z, = 1, es el conjunto de todas las particiones del
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intervalo [0, 1].

Observacién:

En este trabajo sélo consideraremos funciones reales definidas en [0, 1]. Los resultados
aplicados a una funcién u sobre un intervalo arbitrario [a, b], haran referencia a la funcién
uoa definida sobre [0, 1], cuando a(z) = (b—a)z+a, lo cual demostraremos en el Capitulo

3 con el Lema de Invarianza.

2.2 Propiedades del espacio de funciones con

x-Variacion Acotada

A continuaciéon enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de la fun-
ciones de y-variaciéon acotada, que permitirdn conocer algunas caracteristicas del
mismo. Comenzaremos demostrando que la clase de funciones con y-variacion acotada
xBV0, 1], estd dotado de una estructura de espacio vectorial, para ello demostraremos

la siguiente proposicion.

Proposicién 4. La clase de funciones con x-variacion acotada xBV[0,1], estd dota-
do de una estructura de espacio vectorial, es decir, xBV[0,1] satisface las siguientes

propiedades:

1. Para todo u,v € xBV|0,1], se tiene que u+v € xBV|0,1].
2. Para todo u,v,w € xBV|[0,1], se tiene que XV ((u+v) +w) = xV(u+ (v + w)).

3. Existe una funcion nula, I(x) € xBV[0,1], definida como l(x) = 0 para todo x €
[0,1] tal que XV (u+1) = xV(u), para todo u € xBV|[0,1].
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4. Para todo u € xBV|0,1], existe —u € xBV|0,1] definido como —u : [0,1] — R,
tal que (—u)(z) = —u(z), entonces XV (—u+ u) = xV(I).
5. Para todo u,v € xBV[0,1], se tiene que XV (u+v) = xV (v + u).
6. Para todo a € R yu € xBV|0,1], se tiene que au € xBV[0, 1].
7. Para todo o, 5 € R yu € xBV|[0,1], se tiene que xV ((a(Bu)) = xV ((af)u).
8. Para todo o, 8 € R yu € xyBV|[0,1], se tiene que XV ((a + B)u) = xV (au + fu).
9. Para todo o € R yu € xBV|[0,1], se tiene que xV (a(fu)) = xV ((aB)u).
10. Para cualquier u € xBV[0,1] y el escalar 1, se tiene que xV (1u) = xV (u).
Demostraciéon:
1. Sean u,v € xBV|0, 1], entonces demostraremos que la suma de dos funciones con

x-variaciéon acotada, pertenece a la clase de funciones con y-variaciéon acotada. En
efecto, utilizando la definicién de y-variacion acotada y las propiedades del supremo,

tenemos:

XV(u+v) = sup=

Z’U(f’%’) + v(zi) — u(zi-1) — v(wi-1)]|

=1

= sup

" ZX i — Tj— 1
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Zm ;) — w(@i1) + () — v(wis)]|

= sup -

" ZX — T— l

= xV(u)+xV(v) < oc.
Con lo cual tenemos que u + v € xBV0, 1].

2. Sean u,v,w € xBV|0, 1], entonces de la definicién de y-variacién acotada, y de la

propiedad del supremo, se tienen las siguientes igualdades:

> ((u+v) + w) (@) = (w4 ) + w) (i)
XV((u+v)+w) = sup =

. ZX(% - iUz'—l)

DI+ 0) () +w(s) = ((ut v)(zim) +w(zi))|

i=1

" ZX i Li— 1
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> () + v(@) + wlw;) — u(@iog) = v(zim) — w(zi))|

i=1

= sup

" ZX(ZUZ — Ti1)
i=1

D lula) + (v w) () = (u(@ia) + (0 + w)(2i-1))|

= sup o
ZX(% — Zi1)
i=1

n

1=

|(u+ (v + w))(z:) = ((u+ (v + w))(@i1))]

= sup

" ZX(% - xifl)

= XV(u+(v+w)).

3. Sea l(z) € xBV|0,1] la funcién nula, definida como [(z) = 0 para todo x € [0, 1],
veamos que para cualquier funcién u € xyBV|0,1], la y-variacién acotada de la

suma de u con la funcién nula es igual a la y-variacion acotada de la funcion wu.

En efecto, se tiene que:

WlutD) = sup =t

como [(z) = 0 para todo = € [0, 1] entonces I(z;) = 0y I(z;—1) = 0 para todo

i €[1,...,n], de donde se deduce que:
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ZW(%) — u(wi-1)]

XV (u+1) = sup = = xV(u).

n

ZX ‘_le

4. Sea u € xBVI[0,1] y el inverso aditivo definido como —u : [0,1] — R, entonces

segun la nocion de y-variacion acotada tenemos:

XV(—u+u) = sup=

5. Sean u,v € xBV[0, 1], entonces:
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XV (u+v)

Z| u+v) () — (u+v)(i1)]

i=1

sup

" ZX — T— 1

Z|U(l’i) + () — w(@io1) — v(zi-1)]

=1

sup

" ZX i Li— 1

> o) + (@) = v(wi) = ulzi)]

=1

sup

" ZX i — Tj— l

XV (v+u).

6. Sean &« € Ry u € xBV|0, 1], entonces:

xV(au) = sup-=
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Con lo cual au € xBV/[0,1].

7. Sean «, 3 € Ry u € xBV|0,1], entonces de la definicién de y-variacién acotada

tenemos:

Z!a(ﬁum)) — a(Bu(w;1)
WV(a(Bu)) = sup —-
ZX(%‘—%A)
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8. Considerando a, 3 € Ry u € xBV|0, 1], entonces:

n

> Mo+ Byua:) — (o + Bulwiy)]
XV((a+pu) = sup-—=

" ZX - Ti— 1

Z]au ) + Bu(x;) — ou(wi—1) — Pulxi1)|

= sup
" ZX — Ti— 1

n

> (o + Bu)(w:) — (o + Bu)(z;)]

i=1

= sup

" ZX - Ti— 1

= xV(au+ SBu).

9. Sean &« € Ry u,v € yBV|[0, 1], entonces:

D la(u+v) (@) = alu+v)(zin)]

=1

XV(a(u+wv)) = sup

" ZX i Li— 1

ZW(U(%) +v(2;)) — a(u(zi-1) + v(wi-1))|

1=
= sup

" ZX — Ti— 1
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n

Z|au(asi) + av(x;) — au(x;_1) — av(x;_q)|

=1

= sup -
ZX(%’ — Ti-1)
i=1

n

> au+ av)(z;) — (0w + av)(zi))|

i=1

= sup

’ ZX(%‘ — Ti1)
=1

= xV(au+ aw).

10. Sea u € xBV[0,1] y el escalar 1, entonces:

YV(u) = sup =

O

Como se cumplen todas estas propiedades se tiene que yBV[0, 1] es un espacio vec-

torial.

A continuacién se presentan algunos resultados relacionados con este espacio de fun-

ciones que permitiran comprender algunas caracteristicas del mismo.
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Proposicién 5. Si u es una funcion de x-variacion acotada en [0,1] entonces u es

acotada en [0,1] y ademds,
3
[u(@)] < Ju(0)] + 5xV (w).
Demostracién:

Sea u una funcion de y-variacion acotada, entonces para toda particion 7 : 0 = ¢ <

xy < --- < x, =1 del intervalo [0, 1] tenemos que

Z\U(ﬂfi) — (1)

- < xV(u).
ZX(% — Ti-1)
i=1
Consideremos para x € [0, 1] la particién 0 : 0 = zy < 11 =z < x5 = 1, entonces
[u(z) — u(O)] + Ju(l) — u(@)] W)

x(z = 0) +x(1 - =)

[u(x) — w(0)| + [u(l) —u(z)| < xV(u).(x(z) + x(1 — ).
Por otro lado,
2fu(z)| = |u(z) —u(0) + u(z) — u(l) + u(0) + u(1)|
|u(z) = w(0)] + |u(z) — u(1)] + |u(0) + u(1)]

XV (w)-(x(2) + x(1 = ) + [u(0)] + |u(1)]

IN

IN

ademas,
[u(1)] < [u(0)] + xV (u)
y entonces
2Ju(z)| < 2u(0)] + xV (u) + xV (u).(x(z) + x(1 — z)).
Luego como

1< x(@) +x(1-2) <2,
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se tiene que

2u(@)] < 2u(0)] + XV (u) + 2xV(w)
— 2Ju(0)] +3xV (),

de donde

u(a)| < [u(O)] + XV ()

Proposicién 6. Cada funcion de variacion acotada en el sentido cldasico es de

X-variacion acotada y la Variacion Total xV (u) < V(u).
Demostracion:

Sea u una funcién real en [0, 1]. Si u es de variacién acotada sobre [0, 1], entonces existe
una constante positiva C' tal que para cualquier particion 7: 0 =zg <21 < -+ - < x, =1

de [0,1] se tiene:

ZIU(%)—U(%—OI < V(u)

A
=
=
=
&8

|
3
L

lo que implica que u es de x-variacién acotada.
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Ademas,
Z’U(%) — u(@;1))|
sup < V(w),
' ZX(%‘ — Ti1)
i=1
es decir,

A continuacién se presenta con un ejemplo, que no toda funcién de y-variacién acotada

es de variaciéon acotada.

Lema 1. Eziste una sucesion infinita {a;} de nimeros positivos tal que » a; = 1 y

> x(a;) = +o0.
Demostracién:

Escogiendo cualquier sucesiéon de niimeros positivos «,, de manera que > «,, = 1.

x(z)

Como x es concava hacia abajo, se deduce de la definicién 3 que es creciente hacia
+00 cuando x — 0%. Por lo tanto, para cada m = 1,2, ... podemos escoger un b,, positivo

bin O
% > — vy, de manera que = k., es un entero.
m am m

tan pequeno que

Ahora, escogemos la sucesién {a;} de los niimeros b,,, cada b,, repetido k,, veces. Asi,

Zai:Zkzmbm:Zamzl,

ZX(ai) = kax(bm) > kabm/am = Z 1= +o0.
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Ejemplo:
Veamos que no toda funciéon de y-variacion acotada es de variacién acotada.

Para los a; del Lema 1, colocamos o =0, x; = a1 + -+ a;, © = 1,2,... y definimos

para 0 < x <1 la funciéon u de la siguiente manera

x(x — ;) para r; <x <xip1 1=0,1,2,...
u(z) =
0 para x=1.
Sean 0 < x < y < 1 arbitrarios. Entonces, existe un unico entero m < n tal que

Ty ST < Tpp1 Y Ty <Y < Ty Pero,

u(y) —u(z) = x@y—m)— x(x —x,)
< Xy —n) = x(x — 2,)
< xX(y—zn— 2 +20)

(

= x(y—m),

de donde, u(y) —u(x) < x(y — ). Por lo tanto, u es y-decreciente con constante 1, y por

el teorema 6, de y-variacion acotada y

n

Z u(z;) — u(zim)| < 20 x(x; — i)

=1

Entonces, xV(u) <2
Luego, usando la propiedad de semiaditividad de V' (u), tenemos que la variacién total

de u es

v<u,[o,1]):sljrpZm(xi)—u(xi,l)y > Zv (251, i)

De donde se tiene que u no es de variacion acotada. 0
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Proposicién 7. Si u es mondtona, entonces xV(u) = V(u) = |u(1) — u(0)].

Demostracién:
Sea u una funcién mondtona en el intervalo [0, 1], entonces u es de variacién acotada en
[0, 1]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u es mondtona creciente, entonces

para toda particién 7 : 0 =2y < 21 < --- < 2, = 1 de [0, 1] tenemos que
V(u) = sup Y |u(z;) — u(ziy)]
T =1

= sup Z(u(ﬁcz) — u(zi-1))

= Sup{;(wn) — u(7o) }

™

= u(l) — u(0).
Analogamente, podemos suponer que sucede para u monotona decreciente, es decir,
V(u) = sup{u(zg) — u(z,)} = u(0) — u(1)

entonces,

Vi(u) = [u(1) —u(0)].

Consideremos 7 = {0, 1} la particién trivial de [0, 1], tal que zo = 0,27 = 1 entonces,

como cada funcién de variacion acotada es de y-variacion acotada, tenemos que:

S lu(:) = u(aia)

XV(u) = Sup ——;
ZX(%’—%‘A)
o e = w(0)]
T

Por lo tanto, xV (u) = V(u) = |u(1) — u(0)|. O
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Proposiciéon 8. Sea u una funcion de x-variacion acotada, entonces para todo punto

x € [0,1] existen los limites laterales u(x™) y u(x™).
Demostracion:

Sea u una funcién de y-variacién acotada en [0, 1]. Supongamos que 0 < a < 1, y que
A =liminfu(z) < limsupu(x) = B

cuando z — a™.
Asi, para cada entero positivo n (suficientemente grande), podemos elegir puntos x;,

coni=1,...,n+1, tales que

1
a<r < - <zTp<at+-—<1
n

(B—A)
[u(wip1) — ulz;)| > s

entonces,
n

Z|u(xi+1) — u(zy)| > Z (B;A) :n(B;A)‘

=1

Ahora, usando la particién m = {0, z1, xs, ... 2,11, 1} de [0,1] y la definicién (2.2) se

obtiene que

(B—-4) -

Ty = Z u(@ipa) = u(@s)] + u(z1) = uw(0)] + [u(l) — w(@n)]

< C (Z X(Tip1 — x5) + x(21) + x(1 = $n+1)> :

=1

1
Luego, como 0 <a < x; < 2,41 < a+ — < 1, obtenemos que
n
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X(I—m) <x(1) =1,

¥s

1
X(Tip1 — ) < x| =
n

entonces,
B—A 1

ng < C(nx (—) —|—2) ,

2 n

por tanto,

50 < o0(2)-2)

Considerando los limites cuando n — oo obtenemos

# < C lim (X (%) + %) = Cx(0) =0,

de donde B < A, lo cual es una contradiccién y, por lo tanto, A = B. Entonces, lim u(x)

existe.

Analogamente, podemos demostrar la existencia de lim u(z) para 0 < a < 1.

T—a—

O

Proposiciéon 9. Sea u una funcion de x-variacion acotada en [a,b]. Entonces u sélo

tiene una cantidad numerable de discontinuidades, de primer orden.

Ahora, demostraremos que el espacio xBV[0,1] se puede dotar de una estructura

de espacio normado, para lo cual definiremos la siguiente funcién || - ||,sv del espacio

xBV[0,1] a valores en R por:

||u|lysv = |u(0)| + xV (u), paratodo we xBVI0,1].

A continuaciéon, veremos que esta funciéon es una norma y que, por tanto,

(xBV[0,1], || - ||xBv) es un espacio normado.
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Teorema 4. El funcional || - ||ysv : xBV[0,1] — R es una norma, es decir, || - ||ysv

satisface las siguientes propiedades:
(1) ||lullypv > 0 para todo u € xBV[0,1],
(11) ||ullxsy =0 si y solo siu =0,
(111) ||NfllxBv = |Al-]|ullxBv para todo u € xBV|0,1] y para todo escalar X € R,
() ||u+v|lysv < ||ullysv + ||v|lxBv para todo u,v € xBV|0,1].

Demostracion:

(i) Sea u € xBV[0, 1], entonces
ullysv = [w(0)] + XV (u).

De la definicién de médulo |u(0)| > 0, ademds, para cada particiéon 7 : 0 = g <

1 < --- < x, =1 del intervalo [0, 1], tenemos que
> fula) = u(aioy)| > 0.
i=1

Por otro lado, por la subaditividad de x se tiene que

ZX(% —Ti1) =X (Z(wz — $¢_1)> =x(1) =1

=1

De donde

Por lo tanto,

\ul|yzv = |w(0)] + xV (u) > 0.
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(i) Si||f|lysv = 0 se tiene que
[u(0)|+ xV(u) =0 siysdlosi |[u(0)]=0 y xV(u)=0,

entonces,

Z|U($z‘) — u(w;-1)]
()] =0y  xV(u) =sup-— =0,

n

! ZX(% — 1)
i=1

lo que implica que necesariamente

u(0) =0 y Z lu(z;) — u(x;i_1)| =0 para todo x;,z;—1 € [0, 1].
i=1

Considerando la particién 7 : 0 =z < x5 =t < x3 = 1, tendremos que
u(t) = w(0)[ + [u(l) —u(t)] =0,

de donde se tiene que

por lo tanto,

con lo cual u = 0.

Ahora, si u = 0, implica que u(t) = 0 para todo t € [0, 1], por lo tanto ||u||, sy = 0.
(iii) Como u € xBV[0,1] y A € R, entonces
[Aullysy = [Au(0)] + XV (),

observemos que para cada particion 7 : 0 = 29 < 1 < -+ < x, = 1 de [0,1]

tenemos
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> () — Au(ziy)]
XV (\u) = sup=—
" ZX(:EI - xz—l)
i=1
D M u(@:) = ulzia))]
= sup ——
" ZX('xz xzfl)
i=1
D AL () = u(wia))]
= sup =L —
" ZX(CCZ - xz—l)
i=1
A Ju(@:) = ul@ia))|
= sup i:i
" ZX(% — 1)
i=1
> lu(;) — ulwis)|
= |Alsup =
" ZX(xz xz—l)
i=1
= [AlxV(u).
Entonces,
Aullysv = [Au(0)] + XV (Au)

[AL[u(O)] + AL XV (w)
A[([u(0)] + xV (u))

(Al[|ullyBv-
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(iv) Sean w,v € xBV|0,1], entonces por la definicién de y-variacién acotada y las

propiedades del supremo obtenemos:

Z|(u +v)(x;) = (u+ v) (i)
XV(u+v) = sup =t
ZX — Ti-1)

VAN
w
jar}
'U
+
0
=
ko)

= xV(u) +xV(v).

De esta desigualdad y de la definicién de la norma || - ||, v, resulta que:
lutvllysv = |u(0) +v(0)] +xV(u+v)
< u(0)] + [v(0)] + XV () + xV (v)

= ([wO)]+xV(w)) + (Jo(0)] + xV(v))

= lullxsv +[lvllxsv-

Por lo tanto,

[lu+vllxsv < [lullxsy + o]y

Con lo cual || - ||,py es una norma. O
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Observacioén:
Si dotamos al espacio xBV[0, 1] con la norma ||-||, sy, se tiene que (xBV[0, 1], ||-||x5v)

es un espacio normado.

A continuacién demostraremos que el espacio xBV[0, 1] con la norma || - ||,pv es un

espacio normado completo.

Teorema 5. El espacio (xBV[0,1],|| - ||ysv) es un Espacio de Banach.
Demostracién:
Sea {uy, }nen una sucesion de Cauchy en (xBV[0,1],]| - ||ysv), entonces dado € > 0,

existe N, tal que si n,m > N, se tiene que:

||y, — U] |yBV < €.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u,(0) = 0 con n > 1. De donde
tenemos que:

XV (up —up) <e para todo n,m > N. (2.3)

Considerando la particion 7 : 0 = 29 < 3 = & < x9 = 1 del intervalo [0, 1], se tiene

de la definicién de y-variacién acotada y de (2.3), lo siguiente:

[(tn, = U ) (%) = (U — ) (0)] + [(tn — U ) (1) — (Un — Uy )(2)]
x(@) +x(1 — )

<e,

de donde,
(U — Um ) () — (Un — U )(0)]
x(z) +x(1—x)

< E.

Luego, como u,(0) = 0 para todo n > 1 entonces,

|(un = um) ()]
x(x) +x(1 —x)

<e,
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es decir,
|un(2) = um(z)] < e(x(z) +x(1 —x)).
Por otro lado, para la particiéon 7 : 0 < x < 1 tenemos que:

x(z) <x(1)=1 vy,

V(1 —2) < x(1) =1,

entonces x(x) + x(1 —x) < 2, de donde
[un(x) — um(x)] < 2e.

Lo que significa que la sucesion {u, },en es una sucesion de Cauchy en R. Como R es
completo, se tiene que toda sucesiéon de Cauchy converge, es decir, que existe el limite de

la sucesion, y lo denotaremos de la siguiente forma:

lim u,(x) = u(x) para todo t € [0,1]

Y Up(x) — Uy (x) tiende a u,(x) — u(x) en [0, 1] cuando m — oo.

A continuacién, demostraremos que la sucesién {u,},en converge bajo la norma

|| - |lxBv, por lo tanto se tiene lo siguiente:
() —u(z)|[xBv = |[un(®) — Hm uy(2)|[xpy = Um |[u,(2) — un(2)||\ BV,
m—00 m—0o0
ahora considerando el limite cuando n — oo

HI{.IO ||un () — w(x)||ypy = m lm ||u,(z) — wp(z)||x5y = 0.

n— n—0o0 Mm—00

De donde,
Jim [lun ) = () |y =0,
lo que implica que {u, }nen converge a u en la norma ||- ||y zv, luego (xBV[0, 1], || - ||xzv)

es un espacio de Banach.

O
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A continuacién, presentaremos la siguiente definiciéon, que nos permitird introducir
en el Capitulo 3 el teorema de descomposicion de Korenblum, para las funciones de
x-variacion acotada, asi como también enunciaremos y demostraremos algunas conse-

cuencias de la misma.

Definicién 5. Una funcion u sobre [0,1] se dice x-decreciente con constante C' > 0, si

para cada intervalo I = [x,y], con 0 <z <y <1,
u(y) —u(z) < Cx(y — ). (2.4)
Ahora, veamos un ejemplo de este tipo de funciones y-decrecientes.
Ejemplo:

Consideremos u una funcién Hélder continua sobre [0, 1] con exponente o, 0 < o < 1

entonces existe un C' > 0 tal que para cada x,y € [0, 1] se tiene que
u(y) — u(z)| < Cly — x|
entonces, si consideramos la x-funcién x,(z) = z® con 0 < a < 1 tenemos que
u(y) — u(z) < fu(y) —u(z)] < Cxaly — 2),

de donde, se tiene que u es y,-decreciente con constante C'.

Proposicién 10. Si u es una funcion decreciente entonces u es x-decreciente.

Demostracién:

Sea u una funcién decreciente sobre [0, 1], entonces para todo z,y € [0, 1] tal que

x < y se tiene que u(x) > u(y) y, por lo tanto, u(y) — u(x) < 0.

Luego, considerando C' = 0, tenemos que u es y-decreciente.



Cap. 2 Espacio de las Funciones de y-Variacién Acotada 56

Proposiciéon 11. Si u es una funcion y-decreciente, entonces u tiene discontinuidades

de salto hacia abajo, es decir,

Demostracién:

Sea u una funcién y-decreciente, entonces para I = [z, y] con z < a < y tenemos que:
u(a) —u(z) < Cx(a—z), y
u(y) —u(a) < Cx(y—a)

Luego, considerando x — a y y — a, obtenemos

u(a) —u(a™)

u(a®) —u(a) < 0,

IA

0, vy

entonces de la proposicién 8, tenemos que u(a™) y u(a™) existen y, ademds

£
S
IN
£
QI

g
—
S

+
IN
£
S

de donde,

Teorema 6. Si una funcion u es x-decreciente con constante C, entonces u es de x-
variacion acotada y

XV (u) <2C + |u(l) — u(0)]. (2.5)

Demostracién:
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Sea u una funcién y-decreciente sobre [0,1] con constante C, entonces para cada

intervalo I = [z,y] con 0 < z < y < 1, tenemos que
u(y) —u(z) < COx(y — o).
Entonces, para toda particiéon 7 : 0 = xg < 21 < --- < z,, = 1 de [0, 1], se cumple que
u(z;) —u(wi1) < Ox(r; — xi1),

ademas,
n

Z(u(xz)—u Ti_1) <CZX i — Ti1) (2.6)

i=1

Luego, como

tenemos, por (2.6), que,

Z\u —u(zi1)| < CZX( — Ti-1 +OZX i~ Ti-1)
= QOZX _:Uzl

por lo tanto, u es de y-variacién acotada.

Por otro lado, para toda particiéon 7 de [0, 1], se tiene

n n n

D () —uxia)) = (u(zi) —ulzi)t =Y (ulw) —u(w;iq)” =T =97,

=1 i=1 i=1

ademas,
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entonces,

ST =57 < Ju(l) —u(0)],
es decir,

ST < S+ |u(l) —u(0)]. (2.7)

Del mismo modo, tenemos que para toda particién 7 de [0, 1]
Z|u ) —u(ziy)| =St + 5,

utilizando (2.7) y (2.6) obtenemos

Z (i) —u(zia)] < 57 +5 +[u(l) —u(0)]
= 257 + |u(1) — u(0)]

< zczx = i) + [u(1) — u(0)

= QCZX i = Tio1) + |u(1) = u(0)|x(1)

n

= 2CZX i = i) + Ju(1) = u(0)x (Z(x

=1

y en virtud de la subaditividad de x se tiene

n

- le)) )

Z|U($z‘)—u(f€i—1)| < QCZX i — Ti1) + |u(l) — U(0)|ZX(1‘2‘—%—1)

=1

= (2C +|u(1) ZX — T 1).

Por lo tanto,

\V () < 20 + fu(1) = u(0)].
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A continuacion, demostraremos con un ejemplo que no siempre se cumple el reciproco
del teorema anterior, es decir, no todas las funciones de y-variacion acotada son x-

decrecientes.
Ejemplo:
Consideremos la funcién u sobre [0, 1], definida por
u(z) = X(x)%, x € [0,1].

Como u es mondtona creciente, y por lo tanto de variacién acotada, entonces por
la proposicién (6), u es de x-variaciéon acotada. Luego para el intervalo I = [0, ], con

0 <z <1, tenemos que

Considerando el limite cuando x — 07, tenemos

Cful) ()]
o) A x(@)7 = x(0)7F = oo

Por lo tanto, u no puede satisfacer (2.4) para cualquier C' > 0, es decir, no existe un

niumero positivo C', por grande que sea, tal que

[u(z) — u(0)]
x(z) =¢



CAPITULO 3

TEOREMA DE REPRESENTACION DE KORENBLUM

En 1975 cuando B. Korenblum [9] introduce la nocién de x-variacién acotada, encuen-
tra como ventaja de este espacio de funciones, que una funcién de y-variacién acotada
puede ser descompuesta en la diferencia de dos funciones y-decrecientes. En este Capitu-
lo presentamos un teorema analogo de seleccion de Helly para funciones de y-variacién
acotada junto con la demostracién del teorema de representacién de Korenblum, el cual
como se dijo anteriormente, indica que toda funcién de y-variacién acotada se puede
escribir como la diferencia de funciones y-decrecientes y concluimos presentando el lema
de invarianza, el cual nos permite aplicar todos estos resultados a funciones u sobre un

intervalo arbitrario [a, b].

3.1 Teorema de Seleccion de Helly

A continuacion, presentamos un Teorema analogo de seleccién de Helly, para el espacio

de funciones de y-variacién acotada.

Teorema 7 (Teorema de Seleccion de Helly). Una familia arbitraria infinita de fun-

ciones definidas en [0,1], las cuales son uniformemente acotadas y uniformemente x-

60
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decrecientes, contiene una subsucesion, la cual converge en cada punto de [0,1] a una

funcion x-decreciente.
Demostracion:

Denotemos por F la familia arbitraria infinita de funciones definidas en [0, 1]. Supon-
gamos que para cada u € F y cada par 0 < z < y < 1, existe una constante C' > 0 tal

que:

u(z)| < C, (3.1)
v,
u(y) —u(z) < Cx(y — ). (3.2)

Usando (3.1) podemos en virtud de la técnica de diagonalizacién de Cantor, encontrar
una sucesion de funciones up € F que convergen puntualmente en cada punto racional
de [0,1] a una funcién ¢. Dado que cada wuy satisface (3.2), se obtiene que ¢ también

satisface (3.2) por lo menos para z e y racional.

Definamos ¢ en puntos irracionales = por

o(x) = lim ¢(y), (y racional). (3.3)

Yy—x—

Veamos que este limite existe.

Supongamos que

A =liminf o(y) < limsup p(y) = B,

cuando y — x~ con y racional.

Sea {y;} v {y;} dos sucesiones de puntos racionales que convergen a z, ordenadas de
modo que y; < yj < ya <yh < --- <z, tal que p(y;) — Ay ¢(y;) — B cuando i — oo.
Asi,

o(yl) — (i) < Cx(y: — wi).
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Considerando los limites cuando ¢ — oo tenemos
Iim (o(yi) = (yi) < C lim x(y; = 2),
entonces

de donde, B < A, lo cual es una contradiccion y, por lo tanto, A = B. En consecuencia,

el limite existe.

Como ¢ satisface (3.1) para parejas de puntos racionales, se deduce de (3.2) y con-
siderando los limites de puntos racionales, que ¢ satisface (3.1) para todos los pares de

puntos, es decir, ¢ es y-decreciente con constante C' en [0, 1].

Luego, como ¢ es y-decreciente, por el teorema 6, ¢ es de y-variaciéon acotada y, por
lo tanto, tiene a lo sumo una cantidad numerable de discontinuidades , y entonces por
un proceso de diagonalizacién de Cantor, puede ser encontrada una subsucesion de las

funciones uy, la cual converge en cada punto de discontinuidad de .
Ahora, veamos que ug(z) — () en cada punto de continuidad de ¢.

Supongamos que 0 < a < 1 es un punto de continuidad de ¢ con € > 0 dado. Fijando

dos puntos racionales y; y y2, con y; < a < y, tal que

€
o) — (@)l < =, (34)
Ox(lyi—al) < 5, i=12 (3.5)
Como ug — @ en puntos racionales, existe N > 0 tal que si k > N entonces
€ .
ur(ys) — eyl < 5. i=12 (3.6)

Luego, para k > N, por (3.4), (3.5), (3.6) y el hecho de que los uj son uniformemente
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x-decrecientes, tenemos

pla) —ur(a) = ¢(a) —ur(a) + @(y2) — e(y2) + ur(y2) — ur(y2)
= (ur(y2) —ux(a)) + (pla) — v(y2)) + (P(y2) — ur(y2))

< Ox(ly2 — a]) + (¢(a) — o(y2)) + (©(y2) — ur(y2))
g + g + g = E.

Similarmente, obtenemos que

ug(a) —p(a) = wup(a) —w(a) + oY1) — oY) + ur(yr) — ua(y1)
= (ur(a) —ur(y1)) + (2(y1) — p(a)) + (ur(y1) — ¢(y1))

< COx(la —wl) + (py) — v(a) + (ur(y1) — o(y1))
g g g

de donde,
ur(a) = p(a)] <e.
Por lo tanto, F contiene una subsucesién la cual converge en cada punto de [0, 1] a

una funcién y-decreciente.

3.2 Teorema de Representacion de Korenblum

De acuerdo con las definiciones anteriores, presentamos el siguiente teorema que nos
permitird expresar las funciones de y-Variacion Acotada como la diferencia de funciones

x-decrecientes.

Teorema 8 (Teorema de Descomposicion). Cada funcion w de x-variacion acotada,
XV (f) = C, se puede representar como la diferencia de dos funciones x-decrecientes, tal

que u = g — h donde g, h son funciones x-decrecientes.
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Demostracién:

Si g, h son funciones y-decrecientes, entonces para cada 0 < x < y < 1 tenemos que

g(y) — g(z) < Cx(y — z) (3.7)

h(y) — h(z) < Cx(y — ). (3.8)

Ademas, si u(0) = u(1), podemos escoger g y h que coincidan con uenx =0y z = 1,

entonces en este caso C' = %C. En general, C' < %C )

La demostracién de este teorema se realizara en tres etapas. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que u(0) = 0. Supongamos primero que el teorema fue demostrado para

las funciones que se anulan en x = 1 y ahora u es dado con u(1) # 0. Definamos

u(z) st 0<z<l,
0 si x=1.

Entonces, sim=0=xy <27 < -+ <z, = 1 es una particién de [0, 1], tenemos que

Z|u —u(zi1)| = Z|U x;) — u(ziq)| + |a(z,) — u(x,_1)|
= Zlu z:) — W(i1)| + [7(1) — T(wn_s)|

= Z’u ;) — (wim1)| + [(zn-1)]

n—1

= ful@i) — ulziy)| + [u(za)]

=1

IN

Z [u(;) — u(wia)| + [u(zn-1)],

de donde

n n

D [alzs) = awia)l < Y Juls) = ulwiod)] + uza-1)], (3.9)

i=1 i=1
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pero, u es acotada por %C y asi el lado derecho de (3.9) estd acotado por

Z [u(z;) — u(zio)| + |u(zn1)| < CZX(%‘ —xiq) +

i=1

= CZX(%‘ —xiy) + gCX (Z(ﬂﬁz - %‘—1)) ;

i=1

y, en virtud de la subaditividad de x tenemos

n n

Z (i) — u(zia)| + |u(zn1)] < CZX(%‘ —zia) + —CZ X (i — i1)

i=1 =1 i=1

de donde,
n B B 5 n
;:1 [a(z:) = u(wi-)| < 5C ;:1 X (@ — @i1).

Por lo tanto, u es de y-variacién acotada y xV (u) < gC’ .

Luego, como u es de y-variacion acotada se deduce de nuestra suposicion que uw = g—h,

donde Gy h se anulan en z = 0 y 2 = 1, y son y-decrecientes con constante EC’ :

Ahora, si u(1) < 0, se define v por

g(r) =

y consideramos h = h.
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Se deduce entonces que u = g—h para 0 < x < 1y, ademds, g y h son y-decrecientes,

ya que para cada intervalo I = [z,y] donde 0 < x < y = 1, tenemos que

9(1) —g(z) = ¢(1) +3(1) —g(x)

luego, como u(1) < 0 tenemos

h(z) si 0<z<1

—u(l) si x=1
Se deduce entonces que u = g—h para 0 < x < 1y, ademds, g y h son y-decrecientes,
como para cada intervalo I = [z,y] donde 0 < x < y = 1, tenemos que
h(1) — h(z) = h(1)+h(1) — h(z)
< U+ 503 20

luego, como u(1) > 0 tenemos

1) = gle) < 1O X1 =)

La segunda etapa de la demostracion procede de la siguiente manera. Supongamos
que este teorema es cierto para funciones continuas lineales a trozos, las cuales se anulan

enz=0yx=1

Sea w una funcién arbitraria de y-variacién acotada, tal que xV(u) = C' y u(0) =

0 = u(1). Enumerando los puntos de discontinuidad de u, y escogiendo una sucesién P,
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de particiones de [0, 1] de tal manera que la longitud de las particiones |P,| — 0 cuando

n — 00, y asegurandonos la inclusién en P, de los n primeros puntos de discontinuidad

de u de la lista de discontinuidades descrita anteriormente. Entonces, si u,, es una funcién

continua lineal a trozos que coincide con u en los puntos de P, es decir, u,(x) = u(x) para

0 <z <1, tenemos que si consideramos el limite cuando n — oo entonces lim u,(x) =
n—oo

u(x). Por lo tanto, u,, — u, con 0 < x < 1.
Asi, por el Teorema 3 de [9], p. 204, cada u, es de x-Variacion Acotada y
XV(un) < xV(u)=C

entonces de nuestra suposicién tenemos que u,, = ¢, — h,, donde tanto g, como h,, son
x-decrecientes con constante %C’ , v ademas por el teorema 6 y la proposicién 5 tenemos
que g, y h, son de y-variaciéon acotada y por tanto, uniformemente acotadas por %C’ , €s

decir,

< Z
@) < 5C,
(@) < 2C

Asi, por el teorema de seleccién de Helly existen subsucesiones de g, y h,, que con-
vergen a funciones g y h respectivamente, las cuales son x-decrecientes con constante $C.

Luego, como u,, — u entonces u = g — h.

La tercera y tultima etapa de la demostracion, es demostrar este teorema para fun-

ciones continuas lineales a trozos, las cuales se anulan en x =0y x = 1.

Supongamos entonces que 7 : 0 = x9 < 17 < --- < X, < Tpy1 = 1 es una particién
fijada de [0,1] y sea u una funcién continua la cual es lineal en cada intervalo [x;_1, z;],
con u(0) = u(1) = 0. Supongamos que u es de y-variacién acotada, tal que xV(u) = C.
Entonces la desigualdad (2.2) es valida para cada particién de [0, 1]. En particular, (2.2)

es valido para cada subparticion de P. Hay 2" subparticiones semejantes. Asi, tenemos
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2" desigualdades del tipo (2.2) la cual consideramos como hipdtesis.

Ahora, se deben construir dos funciones g y h tal que u = g — h. Queremos que g y
h sean continuas, se anulen en x = 0 y x = 1, sean lineales en cada intervalo [z;_1, 2],
i=1,...,n+ 1y satisfagan la desigualdad (2.4) con constante %C’ para cada intervalo
I C [0,1]. Pero, usando la linealidad a trozos de g y h, y la concavidad de Y, es facil
mostrar que g y h necesitan satisfacer la desigualdad (2.4) sélo para intervalos I = [z;, z;],

donde x; < z; son puntos arbitrarios de la particién P fija. .

Asi, el problema comienza con una dimensién finita. Encontrar 2n ntmeros, g(z;),
h(x;), i = 1,...,n tal que u(x;) = g(z;) — h(z;) (donde u, g y h se anulan en z =0 y
x = 1), y estdn sujetas a las desigualdades

1
g(x;) —g(x;) < §CX(xj — ), 0<i<j<n+l,

1
W) = h(z:) < SCx(wj—m),  0<i<j<n+l

Pero, colocando g(x;) = u(z;)+h(z;) en estos dos conjuntos de desigualdades tenemos:

o))~ glw) < SOX(r; — )
() + hlay) — ()~ h(z) < ZOx(a; — =)
()~ h(r) < 5CX(; — ) — (u(a;) — u(z))

con lo cual podemos resumir el problema de la siguiente manera.

Sea P:0=uay <1 <+ <2y < Tpy1 = 1 una particién de intervalo [0, 1] fija.
Sea u(0) = u(1l) = 0 y sea u(x;), ¢ = 1,...,n, n es un ndmero real arbitrario sujeto a

las 2" desigualdades de tipo (2.2), una de cada subparticién de P. Debemos encontrar n

ndmeros h(x;), i =1,...,n con h(0) = h(1) = 0, que estén sujeto a las desigualdades
1 . .
hiz;) =hz) < 5Ox(z;—x),  0<i<j<n+l

h(zj) = h(z;) < %CX<5UJ' — ) — (u(z;) —u(z;), 0<i<j<n+l.
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Usando la notacion,
at = méx(a,0), a” = méx(—a,0),

podemos combinar los dos conjuntos de desigualdades anteriores en un solo conjunto

h(z;) — h(z;) < %Cx(xj —a;) — (u(zy) — u(x;))™, 0<i<j<n+l1. (3.10)

Ante todo, un rango aceptable para cada h(z;) puede ser fundamentado primero por
el conjunto 0 = x; < x; < 1y luego por el conjunto 0 < z; < x; = 1 en (3.10), es decir,

para 0 = x; < r; < 1 tenemos
1 +
h(zj) < 5Ox(z5 — 2i) —u(z;)”™,

ypara0 <xz; <z; =1

obteniendo como resultado que

(i)™ — %cxu _ ) < hiz) < %cx(m )" (3.11)

Los intervalos,
1 1 .
I = lu(z)” — 50)((1 — ), 50){(@-) —u(x;)" ),

con i =1,...,n, son no vacios. Puesto que, si colocamos por escrito la desigualdad (2.2)

usando la particién {0, z;, 1}, obtenemos
uz;) = u(0)] + |u(l) —u(z)| = 2lu(z;)|
= 2u(z;)" + 2u(x;)”

< Ox(@i) + COx(1 — ),
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lo que implica el extremo izquierdo de I; esta de hecho a la izquierda del extremo derecho,

ya que
2u(z) " +ulz)”) < Cx(z) + Cx(1 — )
w(x)t +u(r)” < %Cx(a:i) + %Cx(l — 1)
u(e)” — SO~ 2) < TOX(r) — ulx)*.

Ahora, definimos cada h(z;) utilizando el siguiente algoritmo recursivo .

Dado
W) = %CX@Q) (e, (3.12)

y para cada j = 2,...,n definimos el conjunto

bl = in { 50(es) = ule)* ) + 5O = ) — (uliey) — u(a) | (3.13)

Se deduce de la definicién que cada h(z;) satisface (3.10). La construccién sera com-
pletada si también podemos mostrar que cada h(x;) satisface (3.11), es decir, h(z;) € ;.
Debido a que, la primera expresion de (3.13) es el extremo derecho de I;, h(z;) au-
tomaticamente satisface la desigualdad derecha de (3.11). El nimero h(z;) también va
a satisfacer la desigualdad izquierda de (3.11) siempre que para cadai=1,...,j—1, la

segunda expresion de (3.13) es mayor o igual que el extremo izquierdo de I;, es decir,
_ 1 1 n
u(z;)” = 5Ox(1 = a5) < hlwi) + 5COx(25 — 25) = (ulzy) —ulz))™. (3.14)

Sin embargo, la desigualdad (3.14) se reduce exactamente a la desigualdad (2.2) para
una cierta subparticién, dependiendo del minimo elegido en (3.13) para cada h(x;), i < j,

que aparece en (3.14), puesto que si usamos que para cualquier sucesiéon de nimeros reales,

ag, a1, ...,0n,ayn_1, talque, ag=0 y a,_1 =0,
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entonces
n n+1
D (@i —ai)t + :_Z|az_azl
i=1
de donde, tenemos que
1 n+1 n
5 D luley) = ulz )| = (ulz;) = u(z; 1))t +ulza)
j=1 j=1
de (3.14) obtenemos
n+1 n
5 Z [uzs) = ule;)| = Y (uley) = ulw;1))* +ulz,)”
j=1
< thl—l— CZ x; — ;) + x(1 —x;)) Zuasj

IN
Nl
?‘
§
_l’_
Q
M
X
S
_l’_
=
-
-

— (Z h(z;) + %CZ x(1 - xﬂ) +u(a)”,

como h(x;) < h(z;), tenemos

n+1

—ZW zj) —u(wj-1)| < Zh(xj)+§OZX(xj —xi)+§cz><(1—~%’)
=1 j=1 j=1

IA
|
Q
X
+
£
8
5_/

IN
"N
NG
><

)+ h(x,) + C’x(l — )

IN
Gy
1
X
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de donde, se tiene que

n+1

> luley) — ulwsa)| < €Y x(ay - ) + Cx(1 )

e (me — ) + (1 - m) .

A continuacién, concluimos este Capitulo enunciando y demostrando el lema de in-

varianza.

3.3 Lema de Invarianza

En esta seccién presentamos el lema de invarianza el cual nos permite aplicar los

resultados anteriores a funciones u sobre un intervalo [a, b].

Lema 2 (Lema de invarianza). Sea u un funcion definida sobre un intervalo arbitrario
la,b], entonces u es de x-variacion acotada sobre |a,b] si la funcion u((b—a)x +a) es de

X-variacion acotada en [0, 1].
Demostracion:

Sea u : [a,b] — Ry « : [0,1] — [a,b] definida por a(z) = (b — a)z + a tal que
a(0) =ay a(l) =0.

Entonces, dada una particién 7 : 0 = zy < 17 < --- < x, = 1 de [0, 1], el conjunto

a(m) = {a(xg), a(x1),...,a(x,)} es una particién de [a, b].

Sea g(z) = u((b — a)r + a) = w o @ una funcién de y-variacién acotada en [0, 1],
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entonces existe un C' > 0 tal que para cada particién 7 de [0, 1] tenemos que:
Z lg(z;) — g(wiq)| < CZ X(x; — zi-1),
i=1 :

n n

Y luoa(w) —uoa(ri)] < CY xl(wi—zi),

=1 i=1

luego, para la particién a(m) del intervalo [a, b] se tiene

Z lu(a(zi)) — u(a(zi1))] < CZX(% — Ti-1),

denotando por y; = a(x;), obtenemos

n

D lu(y) —ulyi )| <C D x(yi — visa)-

=1 =1

Por lo tanto, u es de y-variacién acotada en |[a, b].



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente Trabajo Especial de Grado, hemos expuesto explicitamente la nocién
de variacién acotada dada por Camille Jordan, y algunos resultados relevantes de este es-
pacio de funciones con variacién acotada, como lo son: las caracterizaciones dadas por C.
Jordan, S. Banach y H. Federer, asi como también, acerca de la actuacién del Operador de
Composicién de este espacio. Se ha expuesto una generalizacion de la nocién de variacion
acotada la cual es conocida como y-variaciéon acotada en el sentido de B. Korenblum, en
donde se introduce una funciéon de distorcion y, ademés hemos demostrado que la clase
de funciones con y-variacién acotada se puede dotar de una estructura de espacio vecto-

rial, asi como también, de una norma que hace que sea un espacio Normado y de Banach.

Otros de los resultados relevantes expuestos en este trabajo, de manera explicita,
son el Teorema de seleccién de Helly para funciones de y-variacién acotada, el teorema
de Representacion de Korenblum; en donde se obtiene que toda funcién de y-variacién
acotada se puede escribir como la diferencia de funciones y-decrecientes, y por tultimo el
lema de invarianza el cual nos permite aplicar todos los resultados de las funciones de

Xx-variacion acotada en el intervalo [0, 1] a funciones u sobre un intervalo arbitrario [a, b].
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El trabajo con estos espacios de funciones de variaciéon acotada, brinda la oportunidad
de introducirse en una linea de investigaciéon con un gran campo de accién, dado que
es conocido (ver [10]) que existen otros tipos de generalizaciones de estos espacios de
funciones con variacion acotada, como lo son: la variacién en el sentido de Wiener, en el

sentido de Waterman, en el sentido de Schramm, etc.

Ademas, de lo afirmado anteriormente podemos en el futuro tratar de responder las

siguientes interrogantes:

- ;Se puede definir una indicatriz de Banach para las funciones de y-variaciéon aco-
tada? En el caso afirmativo hallar el llamado teorema de la indicatriz de Banach

para las funciones de y-variaciéon acotada.

- ;Se puede obtener un Teorema de Representacion de Federer sobre la representacion
por medio de funciones compuestas, a las funciones de y-variacion acotada?. Es
decir, u es de x-variacién acotada en [0, 1] si y sélo si, existen funciones g y 7 tales

que g es Lipschitz en R y 7 es y-mono6tona y tal que
u(t) = g(7(t)) te[0,1].

- Por otra parte, nada se conoce respecto al operador de composicion en el caso
auténomo y no auténomo en cada clase de funciones; es decir, dado f : R — R,
hallar condiciones necesarias y suficientes de tal manera que el operador de com-
posicién F', asociado a f actia en yBV, que sea acotado, que sea continuo, u
otras propiedades. Menos atin se conoce, que sucede en el caso no auténomo donde

fila,b) x R =Ry F,(t) = f(t,u(t)) tela,byuecxBV]a,b.

- Y por ultimo, ;Se puede definir la nocién de y-variacién acotada en el plano y, mas

generalmente, en R"™7.
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