
UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA

FACULTAD DE CIENCIAS

ESCUELA DE MATEMÁTICA
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INTRODUCCIÓN

En 1881, C. Jordan (ver [4]) introduce la noción de función de variación acotada en un

intervalo [a, b] ⊂ R. Demuestra que toda función u : [a, b] → R tiene variación acotada

en [a, b] si y sólo si, u es la diferencia de funciones monótonas, obteniendo el resultado

de Dirichlet (ver [5]) que toda función de variación acotada en [−π, π], tiene serie de

Fourier convergente en todo punto de [−π, π], este resultado es conocido como el criterio

de Dirichlet-Jordan sobre la convergencia de la serie de Fourier. La noción de variación

acotada ha sido generalizada de varias maneras, el lector interesado en el tema puede

consultar [10], en 1924 N. Wiener introduce la noción de variación cuadrática (ver [17]),

la cual puede ser considerada como una distorción cuadrática de la medida de el rango de

la función, obteniendo que para esta nueva clase de funciones también su serie de Fourier

es puntualmente convergente. En 1937 L.C. Young introduce la noción de ϕ-variación

acotada, donde ϕ es una ϕ-función, esta nueva forma distorciona de manera ϕ la medida

en el rango de la función considerada y también vale la convergencia de la serie de Fourier.

En el año 1972 D. Waterman (ver [16]) introduce la noción de Λ-variación acotada, donde

Λ es una Λ-sucesión y más generalmente en 1985 M. Schramm, (ver [13]) extiende esta

última noción al caso de Φ-variación acotada, donde Φ es una Φ-sucesión de funciones.

En estas generalizaciones se obtiene la convergencia de su serie de Fourier, sin embar-

go, el Teorema de Representación de C. Jordan por medio de funciones monótonas para

9



Introducción 10

las funciones de variación acotada no se obtiene.

En 1975 B. Korenblum, (ver [9]) introduce una nueva clase de funciones denominadas

χ-variación acotada, la diferencia de ésta con las anteriores es que la distorción es en el

dominio de la función y no en el rango, con este nuevo enfoque obtiene el resultado clásico

de Jordan sobre la representación por medio de funciones monótonas. Más precisamente,

se obtiene el Teorema de Representación de Korenblum; una función u : [a,b] → R

tiene χ-variación acotada en [a,b] si y sólo si u es la diferencia de dos funciones

χ-monótonas. Este resultado lo exponemos en el Caṕıtulo 3 de este Trabajo de Grado.

Este Trabajo Especial de Grado lo hemos estructurado en tres Caṕıtulos, en el Caṕıtu-

lo 1 exponemos la noción de función de variación acotada en un intervalo [a, b] y varios

resultados que caracterizan tales funciones, entre ellos el Teorema de Representación de

Jordan, un teorema de Banach del año 1925 (ver [1]) sobre la llamada indicatriz de Ba-

nach, un resultado de Federer del año 1969 (ver [7]) que involucra la composición de

una función Lipschitz(exterior) con una monótona interior. El resultado de Federer nos

motiva a exponer en la sección 1.3 la actuación en el caso autónomo del Operador de

Composición en el espacio BV [a, b] de variación acotada y desarrollamos expĺıcitamente

el teorema de Josephy del año 1981 (ver [6]) que establece condiciones necesarias y sufi-

cientes en f : [a, b] → R de tal manera que el operador de composición F , asociado a f ,

actúa en BV [a, b].

En el Caṕıtulo 2 expondremos los resultados de B. Korenblum, del año 1975 (ver [9])

donde se define la nueva noción de χ-variación acotada y mostramos varios ejemplos de

funciones χ y de χ-variación acotada, también haremos expĺıcitamente demostraciones de

propiedades que satisfacen las funciones de χ-variación acotada, similares a las cumplidas

por las funciones de variación acotada, entre ellas que esta clase es un espacio vectorial

y se le puede dotar de una estructura de espacio de Banach.

En el Caṕıtulo 3 se expone el resultado principal de este Trabajo de Grado que es el

Teorema de Representación de Korenblum (ver [9] y [3]) de las funciones de χ-variación

acotada por medio de la diferencia de dos funciones χ-decrecientes.
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Para concluir la introducción, queremos explicar que los resultados expuestos en este

trabajo de grado estan en varios art́ıculos de investigación realizados entre 1975 y el

año 2010 y la presentación en un solo folleto puede considerarse un aporte pedagógico

para la comprensión del tema, algunos de estos art́ıculos son: Cyphert Daniel S. and

Kelingos J. A., The decomposition of functions of bounded χ-variation into difference

of χ-decreasing functions (1985) (ver [3]), Park Jaekeun, On the functions of bounded

κφ-variations (I) (2010) (ver [11]), Park Jaekeun and Seong Hoon Cho, Functions of

κGφ-bounded variations (2003) (ver [12]), Sung Ki Kim and Jongsik Kim, Functions of

κφ-bounded variation (1986) (ver [14]), entre otros.



CAṔITULO 1

CLASES DE FUNCIONES DE VARIACIÓN ACOTADA

En el presente Caṕıtulo se describe la noción de funciones de variación acotada en

un intervalo [a, b], introducida en el año 1881 por Camille Jordan (Ver [4]), aśı como

también se presentan algunas de las propiedades de éstas funciones. Además presentamos

tres maneras conocidas de caracterizar las funciones de variación acotada:

1. Mediante la diferencia de dos funciones monótonas (Teorema de Representación de

Jordan) (ver [4]),

2. Mediante la indicatriz de Banach (Ver [1]),

3. Mediante la composición de funciones monótonas con funciones Lipschitz continuas

(Teorema de Representación de Federer) [7].

1.1 Funciones de Variación Acotada

Definición 1. En el año de 1881 Camille Jordan [4], introduce el concepto de función

de Variación Acotada en un intervalo [a, b], como aquellas funciones u : [a, b] → R, tales

12



Cap. 1 Clases de Funciones de Variación Acotada 13

que el número:

V (u) = V (u; [a, b]) := sup
π

n∑
j=1

|u(tj)− u(tj−1)|,

es finito, donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones π : a =

t1 < t2 < · · · < tn = b del intervalo [a, b].

Esta clase de funciones se denota por BV [a, b] y la misma posee una estructura de

álgebra y de espacio normado con la norma:

||u||BV [a,b] = |u(a)|+ V (u), u ∈ BV [a, b].

Más aún, el espacio BV [a, b] es un espacio completo y, por lo tanto, un espacio de

Banach.

A continuación se presentarán algunos ejemplos que ilustran la definición de BV [a, b].

Ejemplo 1:

Consideremos c ∈ R y la función constante u en [a, b], definida por

u(t) = c para todo t ∈ [a, b].

Entonces, la variación acotada de la función u en el intervalo [a, b] viene dada por

V (u) = V (u; [a, b]) = sup
π

n∑
j=1

|u(tj)− u(tj−1)|

= sup
π

n∑
j=1

|c− c|

= 0

donde π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b, es el conjunto de todas las particiones del intervalo

[a, b].
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Ejemplo 2:

Consideremos u : [a, b] −→ R, la función identidad, es decir,

u(t) = t t ∈ [a, b].

Entonces, la variación acotada de la función u en el intervalo [a, b] es dada por

V (u; [a, b]) = sup
π

n∑
j=1

|u(tj)− u(tj−1)|

= sup
π

n∑
j=1

|tj − tj−1|

= sup
π

n∑
j=1

(tj − tj−1)

= (tn − t0)

= b− a.

donde π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b, es el conjunto de todas las particiones del intervalo

[a, b].

1.2 Propiedades de las Funciones de variación

acotada

A continuación se enuncian y demuestran algunas propiedades de las funciones de

variación acotada, como lo son, las caracterizaciones presentadas por Camille Jordan [4]

en 1881 mediante la diferencia de funciones monótonas, por Stefan Banach [1] en 1925

mediante la indicatriz de una función continua y por Herbert Federer [7] en 1969 a través

de la composición de funciones monótonas con funciones Lipschitz continuas.
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1.2.1 Caracterización de Jordan

El resultado más importante dado por C. Jordan cuando introduce el concepto de

variación acotada en [4], enuncia que una función u ∈ BV [a, b] si y sólo si, se puede

escribir como diferencia de funciones monótonas, en particular de funciones crecientes.

A continuación presentamos una demostración del resultado presentado por Jordan.

Teorema 1. Una función u ∈ BV [a, b] si y sólo si, existen funciones u1, u2 en [a, b]

monótonas tales que u = u1 − u2.

Demostración:

Si u1 y u2 son monótonas no es dif́ıcil verificar que u = u1 − u2 ∈ BV [a, b].

Ahora supongamos que u ∈ BV [a, b] y definamos dos funciones pu, nu : [a, b] → R,

como:

pu(t) :=
1

2
(Vu(t) + u(t)− u(a)), t ∈ [a, b]

nu(t) :=
1

2
(Vu(t)− u(t) + u(a)), t ∈ [a, b]

donde Vu(t) := V (u; [a, t)).

Sean x, y ∈ [a, b], x ≤ y, entonces

pu(y)− pu(x) =
1

2
(Vu(y)− Vu(x) + u(y)− u(x))

=
1

2
(V (u; [x, y]) + u(y)− u(x)) ≥ 0.

Luego pu, es una función creciente y como pu(a) = 0, resulta que pu(t) ≥ 0, t ∈ [a, b].

De manera similar,

nu(y)− nu(x) =
1

2
(Vu(y)− Vu(x) + u(x)− u(y))

=
1

2
(V (u; [x, y]) + u(x)− u(y)) ≥ 0.
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En consecuencia, se tiene que nu es creciente y como nu(a) = 0, tenemos que nu es

no negativa.

Aśı pues, de las definiciones de pu y nu resulta que

u = pu − (nu − u(a)).

y además

Vu(t) = pu(t) + nu(t).

¤

1.2.2 Caracterización de Banach

Hemos comprobado que las funciones de variación acotada se pueden caracterizar

por medio de la diferencia de funciones monótonas. Para el caso, en que u además es

continua, S. Banach [1], obtuvo otra caracterización al introducir en 1925 la indicatriz de

una función continua u, la cual se denota por Iu, y es una función definida como sigue:

Iu : [́ınf u, sup u] −→ [0,∞)

donde Iu(x) es igual al número de valores de x ∈ [0, 2π] para el cual u(x) = y.

Teorema 2. (Teorema de Beppo-Levi) Sea (X, A, µ) un espacio de medida y sean {un}n∈N

un : X −→ [0,∞]

una sucesión de funciones medibles Borel no negativa, es decir,

un(x) ≥ 0 ∀x ∈ X.

Entonces ∫

X

( ∞∑
n=1

un

)
dµ =

∞∑
n=1

∫

X
un dµ.
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Para ver detalles de la demostración del teorema enunciado anteriormente el lector

puede remitirse a [8].

Proposición 1. Sea u : [a, b] −→ R una función continua, y Iu : R → N0 ∪ {∞} la

indicatriz de Banach. Entonces la igualdad

V ar(u; [a, b]) =

∫ ∞

−∞
Iu(x) dx

es cierta. En particular, u ∈ BV [a, b] si y sólo si, Iu ∈ L1(R).

Demostración:

Para n = 1, 2, 3, . . . y k = 1, 2, . . . , 2n−1, hacemos δk,n := k
(b− a)

2n
, y

∆1,n := [a, a + δ1,n),

∆2,n := [a + δ1,n, a + δ2,n),

...

∆2n−1,n := [a + δ2n−1−1,n, a + δ2n−1,n),

∆2n,n := [a, a + δ2n−1,n].

Más aún, para k = 1, 2, . . . , 2n denotamos

mk,n := ı́nf u(x) : x ∈ ∆k,n, Mk,n := sup u(x) : x ∈ ∆k,n,

y definimos las funciones:

vk,n(x) := χu−1(y)∩∆k,n
: R −→ {0, 1} y gn : R −→ N0

por

gk,n(x) := χu−1(y)∩∆k,n
=





1, si u(x) = y para algún x ∈ ∆k,n,

0, en otro caso.

y

gn :=
2n∑

k=1

gk,n(y).
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La monotońıa resulta de 2n+1 > 2n, es decir, gn+1(y) ≥ gn(y).

Afirmamos que la sucesión {gn}n∈N converge puntualmente en R a la indicatriz de

Banach Iu(x) de u.

En efecto, supongamos primero que Iu(y) = m, y sea u−1(y) = {x1, x2, . . . , xm}
denotado como el conjunto de todas las soluciones de la ecuación u(x) = y.

Escogemos N ∈ N tan grande que 2−N < mı́n (xi − xj) tal que 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j;

entonces para n > N todos los elementos en u−1(x) pertenecen a diferentes intervalos

∆k,n y aśı, gn(x) = m.

Similarmente, en el caso Iu(y) = ∞ un razonamiento análogo demuestra que

gn(x) −→ ∞ cuando n −→∞.

Además, ∫ ∞

−∞
gn(y) dy =

2n∑

k=1

(Mk,n −mk,n),

el lado derecho de la igualdad tiende a la integral de Iu por el teorema de Beppo Levi,

y el lado derecho tiende a la V (u; [a, b]).

¤

1.2.3 Caracterización de Federer

A continuación, presentamos la caracterización de funciones de variación acotada

debida a H. Federer en 1969 [7], como composición de funciones monótonas con funciones

Lipschitz continuas.

Proposición 2. Una función u pertenece a BV ([a, b]) si y sólo si, se puede representar

como la composición u = g ◦ τ , donde τ : [a, b] −→ [c, d] es creciente y g ∈ Lip([c, d]) con

constante de Lipschitz L ≤ 1.
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Demostración:

Supongamos que f = g ◦ τ , donde g y τ tienen las propiedades mencionadas. Dada

cualquier partición P = {t0, t1, . . . , tm} ∈ P([a, b]), obtenemos

V ar(u, P ) =
m∑

j=1

|g(τ(tj))− g(τ(tj−1))| ≤
m∑

j=1

|τ(tj)− gτ(tj−1)| = |τ(b)− τ(a)|,

por lo tanto, u ∈ BV ([a, b]). Por el contrario, sean u ∈ BV ([a, b]), y τ := Vu la función

de variación (creciente) de u. Sabemos que τ es una aplicación de [a, b] en [c, d], donde

c = 0 y d = V ar(u; [a, b]), pero, por supuesto, τ no tiene que ser sobreyectiva.

Si definimos la función g sobre el rango τ([a, b]) ⊆ [c, d] considerando g(τ(x)) := u(x),

entonces la descomposición u = g ◦ τ está bien definida. Dado que

|g(τ(s))− g(τ(t))| = |u(s)− u(t)| ≤ V ar(u; [s, t]) = |τ(s)− τ(t)|

para a ≤ s < t ≤ b, la función g es Lipschitz continua con constante Lipschitz igual a

1 sobre τ([a, b]). Podemos extender g de τ([a, b]) a una aplicación Lipschitz continua g

sobre [c, d] (incluso en toda la recta real R) poniendo (con 0 ≤ λ ≤ 1)

g(y) :=





(1− λ)g(x−) + λg(x) si y = (1− λ)τ(x−) + λτ(x),

(1− λ)g(x) + λg(x+) si y = (1− λ)τ(x) + λτ(x+).

Es claro de la construcción que esta “convexificación” g tiene la misma constante

Lipschitz que g, y aśı la demostración está hecha.

¤
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1.3 El Operador de Composición en el espacio

BV [a, b]

En esta sección se presentan los resultados dados por Michael Josephy [6], en el año

1981 referentes a la actuación del operador de composición en el espacio BV [a, b]. Éste

resultado nos permite obtener condiciones necesarias y suficientes en f : R −→ R de tal

manera que el operador de composición F , asociado a f , actúe en el espacio BV [a, b].

Definición 2. Consideremos F el espacio vectorial de todas las funciones u : [a, b] −→ R

y f : [a, b]×R −→ R una función cualquiera. El operador de composición F , asociado a

la función f , es definido del espacio F al espacio F por la expresión

Fu(t) := f(t, u(t)), t ∈ [a, b], u ∈ F .

En el caso particular, cuando la función f no dependa de una sola variable; es decir,

f : R −→ R, el operador F asociado a f viene definido por:

Fu(t) := f(u(t)), t ∈ [a, b], u ∈ F .

Esto último se conoce como caso autónomo mientras que el caso general, cuando

f : [a, b]× R −→ R se denomina caso no-autónomo.

Corolario 1. (Invarianza) Sea f : R −→ R una función. El operador de composición

F , asociado a f , actúa en el espacio BV [a, b] si y sólo si, actúa en el espacio BV [c, d].

Es decir, la actuación del operador F no depende del intervalo donde están definidas las

funciones.

Teorema 3. (Josephy [6]) Consideremos f : R −→ R y sea F el operador de composición

asociado a la función f . El operador F actúa en el espacio BV [a, b] si y sólo si, f es

localmente Lipschitz en R. Además, el operador F es siempre acotado sobre conjuntos

acotados de BV [a, b].
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Demostración:

En virtud del corolario 1 podemos suponer que el intervalo [a, b] es el intervalo [0, 1].

Supongamos que f : R −→ R es localmente Lipschitz en R. Consideremos u ∈ BV [0, 1]

y

π : 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1

una partición cualquiera del intervalo [0, 1]. Además, tenemos la siguiente estimación

m∑
j=1

|f(u(tj))− f(u(tj−1))| ≤
m∑

j=1

k(||u||∞)|u(tj)− u(tj−1)|

donde k(||u||∞) es la constante de Lipschitzidad de f en el intervalo [−||u||∞, ||u||∞].

En consecuencia,

V (Fu, [0, 1]) ≤ k(||u||∞)V (u; [0, 1]) < ∞,

y aśı hemos demostrado que F actúa en el espacio BV [0, 1].

Supongamos, ahora que el operador F de composición, asociado a f : R −→ R, actúa

en el espacio BV [0, 1], sin embargo, la función f no es Lipschitz local en R, en este caso

podemos suponer que f no es Lipschitz en el intervalo [0,1].

Como la función f no es Lipschitz en [0, 1] tenemos que dada la sucesión kn := (n2+n)

existen sucesiones {un}∞n=1 y {Vn}∞n=1 en el intervalo [0, 1] tales que

|f(un)− f(vn)| ≥ (n2 + n)|un − vn|. (1.1)

Como el operador F actúa en el espacio BV [0, 1] y la función identidad

u(s) = s, (s ∈ [0, 1]) pertenece al espacio BV [0, 1], se obtiene que f ∈ BV [0, 1] y aśı f

es acotada. Ahora, sin pérdida de generalidad podemos suponer en la demostración, que

|f(t)| ≤ 1
2
, t ∈ [0, 1].
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En consecuencia, de la desigualdad (1.1), se deduce la siguiente estimación

1 ≥ |f(un)− f(vn)| ≥ (n2 + n)|un − vn|.

De esta desigualdad deducimos, pasando a subsucesiones en el caso de ser necesario,

lo siguiente:

i) Las sucesiones {un}∞n=1 y {vn}∞n=1 converga a un punto u∗ ∈ [0, 1].

ii) |un − u∗| < 1

(n + 1)2
para n = 1, 2 . . .

Definamos la función u : [0, 1] −→ R por medio de la expresión:

u(t) :=





0 si t = 0,

un si t =
1

n + 1
+ k|un − vn| (k ∈ N),

vn si t ∈
[

1

n + 1
,
1

n

)
,

v1 si t = 1.

Demostremos que u ∈ BV [0, 1], pero Fu 6∈ BV [0, 1].

Consideremos el número

mn :

[
un − vn

n2 + n

]
,

(donde [.] indica la parte entera de un número) y sea Πn la partición del intervalo[
1

n + 1
,

1

n + 1

]
definida por:

Πn :
1

n + 1
<

1

n + 1
+

1

2
|un − vn| < 1

n + 1
+ |un − vn| < · · · <
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· · · < 1

n + 1
+

2mn − 1

2
|un − vn|+ 1

n + 1
+ mn|un − vn| < 1

n
.

La variación de la función u en el intervalo

[
1

n + 1
,
1

n

]
se puede estimar de la manera

siguiente:

V

(
u,

[
1

n + 1
,
1

n

])
≤ 2mn|un − vn|+ |un1 − u ∗ |+ |u ∗ −un|+

+|un − vn| ≤ 2

n2 + n
+

1

n2

1

(n + 1)2
+

1

n2 + n
≤ 3

n2
.

En consecuencia,

V (u, [0, 1]) ≤
∞∑

n=1

3

n2
< ∞.

Por otro lado, se obtiene la siguiente estimación de la variación de la función Fu

V

(
Fu;

[
1

n + 1
,
1

n

])
≥ 2mn|f(un)− f(vn)| ≥ 2mn(n2 + n)|un − vn| ≥ 2.

En consecuencia,

V (Fu, [0, 1]) ≤
∞∑

n=1

2 < +∞.

¤

Para ver más detalles sobre el operador de composición remitimos al lector a [10].



CAṔITULO 2

ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE χ-VARIACIÓN

ACOTADA

En el presente Caṕıtulo se describe la noción de χ-variación acotada introducida en

1975 por B. Korenblum en [9]. Se introduce la clase de funciones con χ-variación acotada

y se demuestra que tiene estructura de espacio vectorial, espacio Normado y de espacio

de Banach, aśı como también, se enuncian y demuestran algunos resultados importantes

referentes a este espacio de funciones.

2.1 Funciones de χ-Variación Acotada

En el año 1975, B. Korenblum [9], considera como generalización de la noción de

variación acotada, una nueva clase de variación para las funciones acotadas, llamada χ-

variación, la cual se diferencia de las anteriores en que una función de distorción χ es

introducida para medir intervalos en el dominio de la función y no en el rango.

Por consiguiente, comenzaremos presentando la noción de la χ-función, la cual puede

ser vista como un cambio de escala en la longitud de los subintervalos de [a, b], tal que

la longitud de [a, b] es 1, si χ(1) = 1.

24
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Definición 3. Se dice que la función χ : [0, 1] → [0, 1] es una χ-función si satisface las

siguientes propiedades:

(i) χ es continua, con χ(0) = 0 y χ(1) = 1,

(ii) χ es concava (hacia abajo) y creciente, y

(iii) ĺım
x→0+

χ(x)

x
= ∞.

Proposición 3. Sea χ : [0, 1] → [0, 1] una χ-función entonces χ es subaditiva, es decir,

χ(x + y) ≤ χ(x) + χ(y). (2.1)

Demostración:

Para toda función L concava y continua se cumple la siguiente propiedad de las

pendientes:
L(a)− L(y)

a− y
≤ L(x)− L(0)

x− 0
con 0 < x, y < a.

Considerando L = χ (la cual, por definición es concava y continua, con χ(0) = 0) y

a = x + y, tenemos que

χ(x + y)− χ(y)

(x + y)− y
≤ χ(x)− χ(0)

x− 0

χ(x + y)− χ(y)

x
≤ χ(x)

x

de donde

χ(x + y) ≤ χ(x) + χ(y).

¤

A continuación, se presentan algunos ejemplos que pueden considerarse de especial

importancia entre las alternativas para elegir χ.



Cap. 2 Espacio de las Funciones de χ-Variación Acotada 26

Ejemplo 1:

Consideremos la función χα : [0, 1] −→ [0, 1] definida mediante la siguiente expresión:

χα(x) = xα para 0 < α < 1,

la cual es conocida como el caso de Gevrey y satisface las propiedades de una χ-función,

ya que:

(i) χα(x) es continua en [0, 1] y

χα(0) = 0α = 0 con 0 < α < 1,

χα(1) = 1α = 1 con 0 < α < 1.

(ii) Para 0 < α < 1 tenemos

χ′α(x) = αxα−1 ≥ 0 para todo x ∈ [0, 1],

por lo tanto, χα(x) es creciente y además

χ′′α(x) =
α(α− 1)

x2−α
≤ 0 para todo x ∈ [0, 1],

de donde se obtiene que χα(x) es concava.

(iii) Para 0 < α < 1, tenemos

ĺım
x→0+

χα(x)

x
= ĺım

x→0+

xα

x
= ĺım

x→0+

1

x1−α
=

1

01−α
= ∞.

Por lo tanto, podemos afirmar que χα(x) es una χ-función.

Ahora, veamos unos casos particulares para ilustrar este ejemplo.

Para el caso en que α = 1
2

tenemos que

χ 1
2
(x) = x

1
2 .
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Figura 2.1: Función χα(x) = xα para α = 1
2
.

Es una χ-función.

Para α = 1
3

tenemos que

χ 1
3
(x) = x

1
3 .

Figura 2.2: Función χα(x) = xα para α = 1
3
.

Es una χ-función.
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Ejemplo 2:

Consideremos la función χ0 : [0, 1] −→ [0, 1] definida mediante la siguiente expresión:

χ0(x) =





x(1− log x) si x 6= 0

0 si x = 0.

Figura 2.3: Función χ0(x).

la cual es usada por B. Korenblum en [9] y satisface las propiedades de una χ-función

puesto que:

(i) χ0(x) es continua en [0, 1], en particular, como

ĺım
x→0+

χ0(x) = ĺım
x→0+

x(1− log(x)) = 0 = χ0(0),

la función es continua en x = 0.

Además,

χ0(0) = 0,

χ0(1) = 1(1− log(1)) = 1.
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(ii) Para todo x ∈ [0, 1],

χ′0(x) = 1− ln(x)

ln(10)
− 1

ln(10)
> 0,

por lo tanto, χ0(x) es creciente y, además,

χ′′0(x) = − 1

x ln(10)
≤ 0,

de donde se tiene que χ0(x) es concava.

(iii) Cumple que,

ĺım
x→0+

χ0(x)

x
= ĺım

x→0+

x(1− log(x))

x
= ĺım

x→0+
1− log(x) = 1− log(0) = ∞.

Por tanto, podemos afirmar que χ0(x) es una χ-función.

Ejemplo 3:

Consideremos la función χ1 : [0, 1] −→ [0, 1] definida mediante la siguiente expresión:

χ1(x) =





1

(1− 1
2
ln x)

si x 6= 0

0 si x = 0.

Figura 2.4: Función χ1(x).
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la cual satisface las propiedades de una χ-función ya que:

(i) χ1(x) es continua en [0, 1], debido a que

ĺım
x→0

χ1(x) = ĺım
x→0

1

1− 1
2
ln(x)

= 0 = χ1(0).

En consecuencia, la función es continua en x = 0.

Además,

χ1(0) = 0,

χ1(1) =
1

1− 1
2
ln(1)

= 1.

(ii) Para todo x ∈ [0, 1],

χ′1(x) =
1

2x(1− 1
2
ln(x))2

≥ 0,

por lo tanto, χ1(x) es creciente y además,

χ′′1(x) =
2 ln(x)− 1

2
ln(x)2 − 1

x
ln(x)

4x2(1− 1
2
ln(x))4

≤ 0,

de donde χ1(x) es concava.

(iii) Cumple que,

ĺım
x→0+

χ1(x)

x
= ∞.

En efecto,

ĺım
x→0+

χ1(x)

x
= ĺım

x→0+

(1− 1
2
ln(x))−1

x
= ĺım

x→0+

1

x
· 1

1− 1
2
ln(x)

= ∞ · 0,

y aplicando la regla de L’ Hopital tenemos

ĺım
x→0+

1

x
· 1

1− 1
2
ln(x)

= ĺım
x→0+

1

x
1− 1

2
ln(x)

= ĺım
x→0+

−1

x2

−1

2x

= ĺım
x→0+

2

x
= ∞.

Por lo tanto, podemos afirmar que χ1(x) es una χ-función.



Cap. 2 Espacio de las Funciones de χ-Variación Acotada 31

Esta noción de χ-función nos permite introducir la definición de χ-variación acotada.

Definición 4. Una función real u en [0, 1] se dice de χ-variación acotada existe un C > 0

tal que para cada partición π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 de [0, 1],
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≤ C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1). (2.2)

C0 = mı́n C es llamado la χ-variación total de u : C0 = χV (u), es decir,

χV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

,

donde el supremo se considera sobre todas las particiones π de [0, 1].

Denotaremos a la familia de todas las funciones de χ-variación acotada por χBV[0,1].

A continuación se presentan algunos ejemplos que ilustran la definición de χ-variación

acotada.

Ejemplo 1:

Consideremos c ∈ R y la función constante u en [0, 1] definida por

u(x) = c para todo x ∈ [0, 1].

Entonces, la χ-variación acotada de la función u en el intervalo [0, 1] viene dada por

χV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

,

= sup
π

n∑
i=1

|c− c|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= 0,
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donde π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 , es el conjunto de todas las particiones del

intervalo [0, 1].

Ejemplo 2:

Sea la función u definida por

u(x) =





1
4
, si 0 ≤ x < 1

4
,

1
2
, si 1

4
≤ x < 1

2
,

3
4
, si 1

2
≤ x < 3

4
,

1, si 3
4
≤ x ≤ 1.

Entonces, la χ-variación acotada de la función u en el intervalo [0, 1] viene dada por

χV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

(
1

4
+

1

4
+

1

4

)

n∑
i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

3

4
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

≤ 3

4

donde π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 , es el conjunto de todas las particiones del
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intervalo [0, 1].

Observación:

En este trabajo sólo consideraremos funciones reales definidas en [0, 1]. Los resultados

aplicados a una función u sobre un intervalo arbitrario [a, b], harán referencia a la función

u◦α definida sobre [0, 1], cuando α(x) = (b−a)x+a, lo cual demostraremos en el Caṕıtulo

3 con el Lema de Invarianza.

2.2 Propiedades del espacio de funciones con

χ-Variación Acotada

A continuación enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de la fun-

ciones de χ-variación acotada, que permitirán conocer algunas caracteŕısticas del

mismo. Comenzaremos demostrando que la clase de funciones con χ-variación acotada

χBV [0, 1], está dotado de una estructura de espacio vectorial, para ello demostraremos

la siguiente proposición.

Proposición 4. La clase de funciones con χ-variación acotada χBV [0, 1], está dota-

do de una estructura de espacio vectorial, es decir, χBV [0, 1] satisface las siguientes

propiedades:

1. Para todo u, v ∈ χBV [0, 1], se tiene que u + v ∈ χBV [0, 1].

2. Para todo u, v, w ∈ χBV [0, 1], se tiene que χV ((u + v) + w) = χV (u + (v + w)).

3. Existe una función nula, l(x) ∈ χBV [0, 1], definida como l(x) = 0 para todo x ∈
[0, 1] tal que χV (u + l) = χV (u), para todo u ∈ χBV [0, 1].
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4. Para todo u ∈ χBV [0, 1], existe −u ∈ χBV [0, 1] definido como −u : [0, 1] −→ R,

tal que (−u)(x) = −u(x), entonces χV (−u + u) = χV (l).

5. Para todo u, v ∈ χBV [0, 1], se tiene que χV (u + v) = χV (v + u).

6. Para todo α ∈ R y u ∈ χBV [0, 1], se tiene que αu ∈ χBV [0, 1].

7. Para todo α, β ∈ R y u ∈ χBV [0, 1], se tiene que χV ((α(βu)) = χV ((αβ)u).

8. Para todo α, β ∈ R y u ∈ χBV [0, 1], se tiene que χV ((α + β)u) = χV (αu + βu).

9. Para todo α ∈ R y u ∈ χBV [0, 1], se tiene que χV (α(βu)) = χV ((αβ)u).

10. Para cualquier u ∈ χBV [0, 1] y el escalar 1, se tiene que χV (1u) = χV (u).

Demostración:

1. Sean u, v ∈ χBV [0, 1], entonces demostraremos que la suma de dos funciones con

χ-variación acotada, pertenece a la clase de funciones con χ-variación acotada. En

efecto, utilizando la definición de χ-variación acotada y las propiedades del supremo,

tenemos:

χV (u + v) = sup
π

n∑
i=1

|(u + v)(xi)− (u + v)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + v(xi)− u(xi−1)− v(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)
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= sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1) + v(xi)− v(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(u(xi)− u(xi−1)) + (v(xi)− v(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

≤ sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

+ sup
π

n∑
i=1

|v(xi)− v(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (u) + χV (v) < ∞.

Con lo cual tenemos que u + v ∈ χBV [0, 1].

2. Sean u, v, w ∈ χBV [0, 1], entonces de la definición de χ-variación acotada, y de la

propiedad del supremo, se tienen las siguientes igualdades:

χV ((u + v) + w) = sup
π

n∑
i=1

|((u + v) + w)(xi)− ((u + v) + w)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(u + v)(xi) + w(xi)− ((u + v)(xi−1) + w(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)
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= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + v(xi) + w(xi)− u(xi−1)− v(xi−1)− w(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + (v + w)(xi)− (u(xi−1) + (v + w)(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(u + (v + w))(xi)− ((u + (v + w))(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (u + (v + w)).

3. Sea l(x) ∈ χBV [0, 1] la función nula, definida como l(x) = 0 para todo x ∈ [0, 1],

veamos que para cualquier función u ∈ χBV [0, 1], la χ-variación acotada de la

suma de u con la función nula es igual a la χ-variación acotada de la función u.

En efecto, se tiene que:

χV (u + l) = sup
π

n∑
i=1

|(u + l)(xi)− (u + l)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + l(xi)− u(xi−1)− l(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

,

como l(x) = 0 para todo x ∈ [0, 1] entonces l(xi) = 0 y l(xi−1) = 0 para todo

i ∈ [1, ..., n], de donde se deduce que:
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χV (u + l) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (u).

4. Sea u ∈ χBV [0, 1] y el inverso aditivo definido como −u : [0, 1] → R, entonces

según la noción de χ-variación acotada tenemos:

χV (−u + u) = sup
π

n∑
i=1

|(−u + u)(xi)− (−u + u)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

| − u(xi) + u(xi)− (−u(xi−1) + u(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|0− 0|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|l(xi)− l(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (l).

5. Sean u, v ∈ χBV [0, 1], entonces:
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χV (u + v) = sup
π

n∑
i=1

|(u + v)(xi)− (u + v)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + v(xi)− u(xi−1)− v(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|v(xi) + u(xi)− v(xi−1)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(v + u)(xi)− (v + u)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (v + u).

6. Sean α ∈ R y u ∈ χBV [0, 1], entonces:

χV (αu) = sup
π

n∑
i=1

|αu(xi)− αu(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|α(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)
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= sup
π

n∑
i=1

|α||(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= |α| sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= |α|χV (u).

Con lo cual αu ∈ χBV [0, 1].

7. Sean α, β ∈ R y u ∈ χBV [0, 1], entonces de la definición de χ-variación acotada

tenemos:

χV (α(βu)) = sup
π

n∑
i=1

|α(βu(xi))− α(βu(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|α(β(u(xi)− u(xi−1)))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|αβ(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV ((αβ)u) = |αβ|χV (u).
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8. Considerando α, β ∈ R y u ∈ χBV [0, 1], entonces:

χV ((α + β)u) = sup
π

n∑
i=1

|(α + β)u(xi)− (α + β)u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|αu(xi) + βu(xi)− αu(xi−1)− βu(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(αu + βu)(xi)− (αu + βu)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (αu + βu).

9. Sean α ∈ R y u, v ∈ χBV [0, 1], entonces:

χV (α(u + v)) = sup
π

n∑
i=1

|α(u + v)(xi)− α(u + v)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|α(u(xi) + v(xi))− α(u(xi−1) + v(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)
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= sup
π

n∑
i=1

|αu(xi) + αv(xi)− αu(xi−1)− αv(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(αu + αv)(xi)− (αu + αv)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (αu + αv).

10. Sea u ∈ χBV [0, 1] y el escalar 1, entonces:

χV (1u) = sup
π

n∑
i=1

|(1u)(xi)− (1u)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (u).

¤

Como se cumplen todas estas propiedades se tiene que χBV [0, 1] es un espacio vec-

torial.

A continuación se presentan algunos resultados relacionados con este espacio de fun-

ciones que permitirán comprender algunas caracteŕısticas del mismo.
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Proposición 5. Si u es una función de χ-variación acotada en [0, 1] entonces u es

acotada en [0, 1] y además,

|u(x)| ≤ |u(0)|+ 3

2
χV (u).

Demostración:

Sea u una función de χ-variación acotada, entonces para toda partición π : 0 = x0 <

x1 < · · · < xn = 1 del intervalo [0, 1] tenemos que

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

≤ χV (u).

Consideremos para x ∈ [0, 1] la partición σ : 0 = x0 < x1 = x < x2 = 1, entonces

|u(x)− u(0)|+ |u(1)− u(x)|
χ(x− 0) + χ(1− x)

≤ χV (u)

|u(x)− u(0)|+ |u(1)− u(x)| ≤ χV (u).(χ(x) + χ(1− x)).

Por otro lado,

2|u(x)| = |u(x)− u(0) + u(x)− u(1) + u(0) + u(1)|
≤ |u(x)− u(0)|+ |u(x)− u(1)|+ |u(0) + u(1)|
≤ χV (u).(χ(x) + χ(1− x)) + |u(0)|+ |u(1)|

además,

|u(1)| ≤ |u(0)|+ χV (u)

y entonces

2|u(x)| ≤ 2|u(0)|+ χV (u) + χV (u).(χ(x) + χ(1− x)).

Luego como

1 ≤ χ(x) + χ(1− x) < 2,
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se tiene que

2|u(x)| ≤ 2|u(0)|+ χV (u) + 2χV (u)

= 2|u(0)|+ 3χV (u),

de donde

|u(x)| ≤ |u(0)|+ 3

2
χV (u).

¤

Proposición 6. Cada función de variación acotada en el sentido clásico es de

χ-variación acotada y la Variación Total χV (u) ≤ V (u).

Demostración:

Sea u una función real en [0, 1]. Si u es de variación acotada sobre [0, 1], entonces existe

una constante positiva C tal que para cualquier partición π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1

de [0, 1] se tiene:

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≤ V (u)

= V (u) · 1
= V (u)χ(1)

= V (u)χ

(
n∑

i=1

(xi − xi−1)

)

≤ V (u)
n∑

i=1

χ(xi − xi−1),

lo que implica que u es de χ-variación acotada.
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Además,

sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

≤ V (u),

es decir,

χV (u) ≤ V (u).

¤

A continuación se presenta con un ejemplo, que no toda función de χ-variación acotada

es de variación acotada.

Lema 1. Existe una sucesión infinita {ai} de números positivos tal que
∑

ai = 1 y
∑

χ(ai) = +∞.

Demostración:

Escogiendo cualquier sucesión de números positivos αm de manera que
∑

αm = 1.

Como χ es concava hacia abajo, se deduce de la definición 3 que
χ(x)

x
es creciente hacia

+∞ cuando x → 0+. Por lo tanto, para cada m = 1, 2, ... podemos escoger un bm positivo

tan pequeño que
χ(bm)

bm

≥ 1

αm

y, de manera que
αm

bm

= km es un entero.

Ahora, escogemos la sucesión {ai} de los números bm, cada bm repetido km veces. Aśı,

∑
ai =

∑
kmbm =

∑
αm = 1,

y
∑

χ(ai) =
∑

kmχ(bm) ≥
∑

kmbm/αm =
∑

1 = +∞.

¤
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Ejemplo:

Veamos que no toda función de χ-variación acotada es de variación acotada.

Para los ai del Lema 1, colocamos x0 = 0, xi = a1 + · · ·+ ai, i = 1, 2, . . . y definimos

para 0 ≤ x ≤ 1 la función u de la siguiente manera

u(x) =





χ(x− xi) para xi ≤ x < xi+1 i = 0, 1, 2, . . .

0 para x = 1.

Sean 0 ≤ x < y < 1 arbitrarios. Entonces, existe un único entero m ≤ n tal que

xn ≤ x < xn+1 y xm ≤ y < xm+1. Pero,

u(y)− u(x) = χ(y − xm)− χ(x− xn)

≤ χ(y − xn)− χ(x− xn)

≤ χ(y − xn − x + xn)

= χ(y − x),

de donde, u(y)−u(x) ≤ χ(y−x). Por lo tanto, u es χ-decreciente con constante 1, y por

el teorema 6, de χ-variación acotada y
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≤ 2C
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= 2
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

Entonces, χV (u) ≤ 2.

Luego, usando la propiedad de semiaditividad de V (u), tenemos que la variación total

de u es

V (u, [0, 1]) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≥
∞∑
i=1

V (u, [xi−1, xi])

=
∞∑
i=1

χ(ai) = +∞.

De donde se tiene que u no es de variación acotada. ¤
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Proposición 7. Si u es monótona, entonces χV (u) = V (u) = |u(1)− u(0)|.

Demostración:

Sea u una función monótona en el intervalo [0, 1], entonces u es de variación acotada en

[0, 1]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u es monótona creciente, entonces

para toda partición π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 de [0, 1] tenemos que

V (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|

= sup
π

n∑
i=1

(u(xi)− u(xi−1))

= sup
π
{u(xn)− u(x0)}

= u(1)− u(0).

Análogamente, podemos suponer que sucede para u monótona decreciente, es decir,

V (u) = sup
π
{u(x0)− u(xn)} = u(0)− u(1)

entonces,

V (u) = |u(1)− u(0)|.

Consideremos π = {0, 1} la partición trivial de [0, 1], tal que x0 = 0, x1 = 1 entonces,

como cada función de variación acotada es de χ-variación acotada, tenemos que:

χV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

|u(1)− u(0)|
χ(1)

= sup
π
|u(1)− u(0)|

= |u(1)− u(0)| = V (u).

Por lo tanto, χV (u) = V (u) = |u(1)− u(0)|. ¤
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Proposición 8. Sea u una función de χ-variación acotada, entonces para todo punto

x ∈ [0, 1] existen los limites laterales u(x+) y u(x−).

Demostración:

Sea u una función de χ-variación acotada en [0, 1]. Supongamos que 0 ≤ a < 1, y que

A = ĺım inf u(x) ≤ ĺım sup u(x) = B

cuando x → a+.

Aśı, para cada entero positivo n (suficientemente grande), podemos elegir puntos xi,

con i = 1, . . . , n + 1, tales que

a < x1 < · · · < xn+1 ≤ a +
1

n
< 1

y

|u(xi+1)− u(xi)| ≥ (B − A)

2
, i = 1, · · · , n,

entonces,
n∑

i=1

|u(xi+1)− u(xi)| ≥
n∑

i=1

(B − A)

2
= n

(B − A)

2
.

Ahora, usando la partición π = {0, x1, x2, . . . xn+1, 1} de [0, 1] y la definición (2.2) se

obtiene que

n
(B − A)

2
≤

n∑
i=1

|u(xi+1)− u(xi)|+ |u(x1)− u(0)|+ |u(1)− u(xn+1)|

≤ C

(
n∑

i=1

χ(xi+1 − xi) + χ(x1) + χ(1− xn+1)

)
.

Luego, como 0 ≤ a < xi < xi+1 ≤ a +
1

n
< 1, obtenemos que

χ(xi) < χ(1) = 1,
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χ(1− xi) < χ(1) = 1,

y,

χ(xi+1 − xi) ≤ χ

(
1

n

)

entonces,

n
(B − A)

2
≤ C

(
nχ

(
1

n

)
+ 2

)
,

por tanto,

(B − A)

2
≤ C

(
χ

(
1

n

)
+

2

n

)
.

Considerando los ĺımites cuando n →∞ obtenemos

(B − A)

2
≤ C ĺım

n→∞

(
χ

(
1

n

)
+

2

n

)
= Cχ(0) = 0,

de donde B ≤ A, lo cual es una contradicción y, por lo tanto, A = B. Entonces, ĺım
x→a+

u(x)

existe.

Análogamente, podemos demostrar la existencia de ĺım
x→a−

u(x) para 0 < a ≤ 1.

¤

Proposición 9. Sea u una función de χ-variación acotada en [a, b]. Entonces u sólo

tiene una cantidad numerable de discontinuidades, de primer orden.

Ahora, demostraremos que el espacio χBV [0, 1] se puede dotar de una estructura

de espacio normado, para lo cual definiremos la siguiente función || · ||χBV del espacio

χBV [0, 1] a valores en R por:

||u||χBV = |u(0)|+ χV (u), para todo u ∈ χBV [0, 1].

A continuación, veremos que esta función es una norma y que, por tanto,

(χBV [0, 1], || · ||χBV ) es un espacio normado.
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Teorema 4. El funcional || · ||χBV : χBV [0, 1] −→ R es una norma, es decir, || · ||χBV

satisface las siguientes propiedades:

(i) ||u||χBV ≥ 0 para todo u ∈ χBV [0, 1],

(ii) ||u||χBV = 0 si y sólo si u = 0,

(iii) ||λf ||χBV = |λ|.||u||χBV para todo u ∈ χBV [0, 1] y para todo escalar λ ∈ R,

(iv) ||u + v||χBV ≤ ||u||χBV + ||v||χBV para todo u, v ∈ χBV [0, 1].

Demostración:

(i) Sea u ∈ χBV [0, 1], entonces

||u||χBV = |u(0)|+ χV (u).

De la definición de módulo |u(0)| ≥ 0, además, para cada partición π : 0 = x0 <

x1 < · · · < xn = 1 del intervalo [0, 1], tenemos que

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≥ 0.

Por otro lado, por la subaditividad de χ se tiene que

n∑
i=1

χ(xi − xi−1) ≥ χ

(
n∑

i=1

(xi − xi−1)

)
= χ(1) = 1.

De donde

χV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

≥ 0.

Por lo tanto,

||u||χBV = |u(0)|+ χV (u) ≥ 0.
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(ii) Si ||f ||χBV = 0 se tiene que

|u(0)|+ χV (u) = 0 si y sólo si |u(0)| = 0 y χV (u) = 0,

entonces,

|u(0)| = 0 y χV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= 0,

lo que implica que necesariamente

u(0) = 0 y
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)| = 0 para todo xi, xi−1 ∈ [0, 1].

Considerando la partición π : 0 = x1 < x2 = t < x3 = 1, tendremos que

|u(t)− u(0)|+ |u(1)− u(t)| = 0,

de donde se tiene que

|u(t)− u(0)| = 0 y |u(1)− u(t)| = 0,

por lo tanto,

0 = u(0) = u(t) = u(1) ∀t ∈ [0, 1],

con lo cual u = 0.

Ahora, si u = 0, implica que u(t) = 0 para todo t ∈ [0, 1], por lo tanto ||u||χBV = 0.

(iii) Como u ∈ χBV [0, 1] y λ ∈ R, entonces

||λu||χBV = |λu(0)|+ χV (λu),

observemos que para cada partición π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 de [0, 1]

tenemos
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χV (λu) = sup
π

n∑
i=1

|λu(xi)− λu(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|λ(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|λ|.|(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup
π

|λ|
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= |λ| sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= |λ|.χV (u).

Entonces,

||λu||χBV = |λu(0)|+ χV (λu)

= |λ|.|u(0)|+ |λ|.χV (u)

= |λ|(|u(0)|+ χV (u))

= |λ|||u||χBV .
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(iv) Sean u, v ∈ χBV [0, 1], entonces por la definición de χ-variación acotada y las

propiedades del supremo obtenemos:

χV (u + v) = sup

n∑
i=1

|(u + v)(xi)− (u + v)(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup

n∑
i=1

|u(xi) + v(xi)− u(xi−1)− v(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= sup

n∑
i=1

|(u(xi)− u(xi−1)) + (v(xi)− v(xi−1))|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

≤ sup

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

+ sup

n∑
i=1

|v(xi)− v(xi−1)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= χV (u) + χV (v).

De esta desigualdad y de la definición de la norma || · ||χBV , resulta que:

||u + v||χBV = |u(0) + v(0)|+ χV (u + v)

≤ |u(0)|+ |v(0)|+ χV (u) + χV (v)

= (|u(0)|+ χV (u)) + (|v(0)|+ χV (v))

= ||u||χBV + ||v||χBV .

Por lo tanto,

||u + v||χBV ≤ ||u||χBV + ||v||χBV .

Con lo cual || · ||χBV es una norma. ¤
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Observación:

Si dotamos al espacio χBV [0, 1] con la norma ||·||χBV , se tiene que (χBV [0, 1], ||·||χBV )

es un espacio normado.

A continuación demostraremos que el espacio χBV [0, 1] con la norma || · ||χBV es un

espacio normado completo.

Teorema 5. El espacio (χBV [0, 1], || · ||χBV ) es un Espacio de Banach.

Demostración:

Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en (χBV [0, 1], || · ||χBV ), entonces dado ε > 0,

existe N , tal que si n,m ≥ N , se tiene que:

||un − um||χBV < ε.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que un(0) = 0 con n ≥ 1. De donde

tenemos que:

χV (un − um) < ε para todo n,m ≥ N. (2.3)

Considerando la partición π : 0 = x0 < x1 = x < x2 = 1 del intervalo [0, 1], se tiene

de la definición de χ-variación acotada y de (2.3), lo siguiente:

|(un − um)(x)− (un − um)(0)|+ |(un − um)(1)− (un − um)(x)|
χ(x) + χ(1− x)

< ε,

de donde,
|(un − um)(x)− (un − um)(0)|

χ(x) + χ(1− x)
< ε.

Luego, como un(0) = 0 para todo n ≥ 1 entonces,

|(un − um)(x)|
χ(x) + χ(1− x)

< ε,
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es decir,

|un(x)− um(x)| < ε(χ(x) + χ(1− x)).

Por otro lado, para la partición π : 0 < x < 1 tenemos que:

χ(x) < χ(1) = 1 y,

χ(1− x) < χ(1) = 1,

entonces χ(x) + χ(1− x) < 2, de donde

|un(x)− um(x)| < 2ε.

Lo que significa que la sucesión {un}n∈N es una sucesión de Cauchy en R. Como R es

completo, se tiene que toda sucesión de Cauchy converge, es decir, que existe el ĺımite de

la sucesión, y lo denotaremos de la siguiente forma:

ĺım
n→∞

un(x) = u(x) para todo t ∈ [0, 1]

y un(x)− um(x) tiende a un(x)− u(x) en [0, 1] cuando m −→∞.

A continuación, demostraremos que la sucesión {un}n∈N converge bajo la norma

|| · ||χBV , por lo tanto se tiene lo siguiente:

||un(x)− u(x)||χBV = ||un(x)− ĺım
m→∞

um(x)||χBV = ĺım
m→∞

||un(x)− um(x)||χBV ,

ahora considerando el ĺımite cuando n →∞

ĺım
n→∞

||un(x)− u(x)||χBV = ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

||un(x)− um(x)||χBV = 0.

De donde,
ĺım

n→∞
||un(x)− u(x)||χBV = 0,

lo que implica que {un}n∈N converge a u en la norma || · ||χBV , luego (χBV [0, 1], || · ||χBV )

es un espacio de Banach.

¤
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A continuación, presentaremos la siguiente definición, que nos permitirá introducir

en el Caṕıtulo 3 el teorema de descomposición de Korenblum, para las funciones de

χ-variación acotada, aśı como también enunciaremos y demostraremos algunas conse-

cuencias de la misma.

Definición 5. Una función u sobre [0, 1] se dice χ-decreciente con constante C ≥ 0, si

para cada intervalo I = [x, y], con 0 ≤ x < y ≤ 1,

u(y)− u(x) ≤ Cχ(y − x). (2.4)

Ahora, veamos un ejemplo de este tipo de funciones χ-decrecientes.

Ejemplo:

Consideremos u una función Hölder continua sobre [0, 1] con exponente α, 0 < α < 1

entonces existe un C > 0 tal que para cada x, y ∈ [0, 1] se tiene que

|u(y)− u(x)| ≤ C|y − x|α,

entonces, si consideramos la χ-función χα(x) = xα con 0 < α < 1 tenemos que

u(y)− u(x) ≤ |u(y)− u(x)| ≤ Cχα(y − x),

de donde, se tiene que u es χα-decreciente con constante C.

Proposición 10. Si u es una función decreciente entonces u es χ-decreciente.

Demostración:

Sea u una función decreciente sobre [0, 1], entonces para todo x, y ∈ [0, 1] tal que

x < y se tiene que u(x) ≥ u(y) y, por lo tanto, u(y)− u(x) ≤ 0.

Luego, considerando C = 0, tenemos que u es χ-decreciente.

¤
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Proposición 11. Si u es una función χ-decreciente, entonces u tiene discontinuidades

de salto hacia abajo, es decir,

u(a−) ≥ u(a) ≥ u(a+), x ≤ a ≤ y.

Demostración:

Sea u una función χ-decreciente, entonces para I = [x, y] con x ≤ a ≤ y tenemos que:

u(a)− u(x) ≤ Cχ(a− x), y

u(y)− u(a) ≤ Cχ(y − a).

Luego, considerando x → a y y → a, obtenemos

u(a)− u(a−) ≤ 0, y

u(a+)− u(a) ≤ 0,

entonces de la proposición 8, tenemos que u(a+) y u(a−) existen y, además

u(a) ≤ u(a−),

u(a+) ≤ u(a),

de donde,

u(a−) ≥ u(a) ≥ u(a+).

¤

Teorema 6. Si una función u es χ-decreciente con constante C, entonces u es de χ-

variación acotada y

χV (u) ≤ 2C + |u(1)− u(0)|. (2.5)

Demostración:
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Sea u una función χ-decreciente sobre [0, 1] con constante C, entonces para cada

intervalo I = [x, y] con 0 ≤ x < y ≤ 1, tenemos que

u(y)− u(x) ≤ Cχ(y − x).

Entonces, para toda partición π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 de [0, 1], se cumple que

u(xi)− u(xi−1) ≤ Cχ(xi − xi−1),

además,
n∑

i=1

(u(xi)− u(xi−1)) ≤ C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1). (2.6)

Luego, como

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| =
n∑

i=1

(u(xi)− u(xi−1))
+ +

n∑
i=1

(u(xi)− u(xi−1))
−,

tenemos, por (2.6), que,

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≤ C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1) + C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1)

= 2C
n∑

i=1

χ(xi − xi−1),

por lo tanto, u es de χ-variación acotada.

Por otro lado, para toda partición π de [0, 1], se tiene

n∑
i=1

(u(xi)− u(xi−1)) =
n∑

i=1

(u(xi)− u(xi−1))
+ −

n∑
i=1

(u(xi)− u(xi−1))
− = S+ − S−,

además,

u(1)− u(0) =
n∑

i=1

(u(xi)− u(xi−1)) = S+ − S−,

y

u(1)− u(0) ≤ |u(1)− u(0)|,



Cap. 2 Espacio de las Funciones de χ-Variación Acotada 58

entonces,

S+ − S− ≤ |u(1)− u(0)|,

es decir,

S+ ≤ S− + |u(1)− u(0)|. (2.7)

Del mismo modo, tenemos que para toda partición π de [0, 1]

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| = S+ + S−,

utilizando (2.7) y (2.6) obtenemos

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≤ S− + S− + |u(1)− u(0)|

= 2S− + |u(1)− u(0)|

≤ 2C
n∑

i=1

χ(xi − xi−1) + |u(1)− u(0)|

= 2C
n∑

i=1

χ(xi − xi−1) + |u(1)− u(0)|χ(1)

= 2C
n∑

i=1

χ(xi − xi−1) + |u(1)− u(0)|χ
(

n∑
i=1

(xi − xi−1)

)
,

y en virtud de la subaditividad de χ se tiene

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≤ 2C
n∑

i=1

χ(xi − xi−1) + |u(1)− u(0)|
n∑

i=1

χ(xi − xi−1)

= (2C + |u(1)− u(0)|)
n∑

i=1

χ(xi − xi−1).

Por lo tanto,

χV (u) ≤ 2C + |u(1)− u(0)|.

¤
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A continuación, demostraremos con un ejemplo que no siempre se cumple el rećıproco

del teorema anterior, es decir, no todas las funciones de χ-variación acotada son χ-

decrecientes.

Ejemplo:

Consideremos la función u sobre [0, 1], definida por

u(x) = χ(x)
1
2 , x ∈ [0, 1].

Como u es monótona creciente, y por lo tanto de variación acotada, entonces por

la proposición (6), u es de χ-variación acotada. Luego para el intervalo I = [0, x], con

0 ≤ x ≤ 1, tenemos que

[u(x)− u(0)]

χ(x− 0)
=

[u(x)− u(0)]

χ(x)

=
χ(x)

1
2 − χ(0)

1
2

χ(x)

=
χ(x)

1
2

χ(x)
= χ(x)−

1
2 .

Considerando el ĺımite cuando x → 0+, tenemos

ĺım
x→0+

[u(x)− u(0)]

χ(x− 0)
= ĺım

x→0+
χ(x)−

1
2 = χ(0)−

1
2 = +∞.

Por lo tanto, u no puede satisfacer (2.4) para cualquier C > 0, es decir, no existe un

número positivo C, por grande que sea, tal que

[u(x)− u(0)]

χ(x)
≤ C.



CAṔITULO 3

TEOREMA DE REPRESENTACIÓN DE KORENBLUM

En 1975 cuando B. Korenblum [9] introduce la noción de χ-variación acotada, encuen-

tra como ventaja de este espacio de funciones, que una función de χ-variación acotada

puede ser descompuesta en la diferencia de dos funciones χ-decrecientes. En este Caṕıtu-

lo presentamos un teorema análogo de selección de Helly para funciones de χ-variación

acotada junto con la demostración del teorema de representación de Korenblum, el cual

como se dijo anteriormente, indica que toda función de χ-variación acotada se puede

escribir como la diferencia de funciones χ-decrecientes y concluimos presentando el lema

de invarianza, el cual nos permite aplicar todos estos resultados a funciones u sobre un

intervalo arbitrario [a, b].

3.1 Teorema de Selección de Helly

A continuación, presentamos un Teorema análogo de selección de Helly, para el espacio

de funciones de χ-variación acotada.

Teorema 7 (Teorema de Selección de Helly). Una familia arbitraria infinita de fun-

ciones definidas en [0, 1], las cuales son uniformemente acotadas y uniformemente χ-

60
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decrecientes, contiene una subsucesión, la cual converge en cada punto de [0, 1] a una

función χ-decreciente.

Demostración:

Denotemos por F la familia arbitraria infinita de funciones definidas en [0, 1]. Supon-

gamos que para cada u ∈ F y cada par 0 ≤ x < y ≤ 1, existe una constante C > 0 tal

que:

|u(x)| ≤ C, (3.1)

y,

u(y)− u(x) ≤ Cχ(y − x). (3.2)

Usando (3.1) podemos en virtud de la técnica de diagonalización de Cantor, encontrar

una sucesión de funciones uk ∈ F que convergen puntualmente en cada punto racional

de [0, 1] a una función ϕ. Dado que cada uk satisface (3.2), se obtiene que ϕ también

satisface (3.2) por lo menos para x e y racional.

Definamos ϕ en puntos irracionales x por

ϕ(x) = ĺım
y→x−

ϕ(y), (y racional). (3.3)

Veamos que este ĺımite existe.

Supongamos que

A = ĺım inf ϕ(y) ≤ ĺım sup ϕ(y) = B,

cuando y → x− con y racional.

Sea {yi} y {y′i} dos sucesiones de puntos racionales que convergen a x, ordenadas de

modo que y1 < y′1 < y2 < y′2 < · · · < x, tal que ϕ(yi) → A y ϕ(y′i) → B cuando i →∞.

Aśı,

ϕ(y′i)− ϕ(yi) ≤ Cχ(y′i − yi).
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Considerando los ĺımites cuando i →∞ tenemos

ĺım
i→∞

(ϕ(y′i)− ϕ(yi)) ≤ C ĺım
i→∞

χ(y′i − yi),

entonces

B − A ≤ Cχ(0) = 0,

de donde, B ≤ A, lo cual es una contradicción y, por lo tanto, A = B. En consecuencia,

el ĺımite existe.

Como ϕ satisface (3.1) para parejas de puntos racionales, se deduce de (3.2) y con-

siderando los ĺımites de puntos racionales, que ϕ satisface (3.1) para todos los pares de

puntos, es decir, ϕ es χ-decreciente con constante C en [0, 1].

Luego, como ϕ es χ-decreciente, por el teorema 6, ϕ es de χ-variación acotada y, por

lo tanto, tiene a lo sumo una cantidad numerable de discontinuidades , y entonces por

un proceso de diagonalización de Cantor, puede ser encontrada una subsucesión de las

funciones uk, la cual converge en cada punto de discontinuidad de ϕ.

Ahora, veamos que uk(x) → ϕ(x) en cada punto de continuidad de ϕ.

Supongamos que 0 < a < 1 es un punto de continuidad de ϕ con ε > 0 dado. Fijando

dos puntos racionales y1 y y2, con y1 < a < y2 tal que

|ϕ(yi)− ϕ(a)| <
ε

3
, (3.4)

Cχ(|yi − a|) <
ε

3
, i = 1, 2. (3.5)

Como uk → ϕ en puntos racionales, existe N > 0 tal que si k ≥ N entonces

|uk(yi)− ϕ(yi)| < ε

3
, i = 1, 2. (3.6)

Luego, para k ≥ N , por (3.4), (3.5), (3.6) y el hecho de que los uk son uniformemente
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χ-decrecientes, tenemos

ϕ(a)− uk(a) = ϕ(a)− uk(a) + ϕ(y2)− ϕ(y2) + uk(y2)− uk(y2)

= (uk(y2)− uk(a)) + (ϕ(a)− ϕ(y2)) + (ϕ(y2)− uk(y2))

≤ Cχ(|y2 − a|) + (ϕ(a)− ϕ(y2)) + (ϕ(y2)− uk(y2))

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Similarmente, obtenemos que

uk(a)− ϕ(a) = uk(a)− ϕ(a) + ϕ(y1)− ϕ(y2) + uk(y1)− uk(y1)

= (uk(a)− uk(y1)) + (ϕ(y1)− ϕ(a)) + (uk(y1)− ϕ(y1))

≤ Cχ(|a− y1|) + (ϕ(y1)− ϕ(a)) + (uk(y1)− ϕ(y1))

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

de donde,

|uk(a)− ϕ(a)| < ε.

Por lo tanto, F contiene una subsucesión la cual converge en cada punto de [0, 1] a

una función χ-decreciente.

¤

3.2 Teorema de Representación de Korenblum

De acuerdo con las definiciones anteriores, presentamos el siguiente teorema que nos

permitirá expresar las funciones de χ-Variación Acotada como la diferencia de funciones

χ-decrecientes.

Teorema 8 (Teorema de Descomposición). Cada función u de χ-variación acotada,

χV (f) = C, se puede representar como la diferencia de dos funciones χ-decrecientes, tal

que u = g − h donde g, h son funciones χ-decrecientes.
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Demostración:

Si g, h son funciones χ-decrecientes, entonces para cada 0 ≤ x < y ≤ 1 tenemos que

g(y)− g(x) ≤ Cχ(y − x) (3.7)

h(y)− h(x) ≤ Cχ(y − x). (3.8)

Además, si u(0) = u(1), podemos escoger g y h que coincidan con u en x = 0 y x = 1,

entonces en este caso C = 1
2
C. En general, C ≤ 5

4
C.

La demostración de este teorema se realizará en tres etapas. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que u(0) = 0. Supongamos primero que el teorema fue demostrado para

las funciones que se anulan en x = 1 y ahora u es dado con u(1) 6= 0. Definamos

u(x) =





u(x) si 0 ≤ x < 1,

0 si x = 1.

Entonces, si π = 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 es una partición de [0, 1], tenemos que

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| =
n−1∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|+ |u(xn)− u(xn−1)|

=
n−1∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|+ |u(1)− u(xn−1)|

=
n−1∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|+ |u(xn−1)|

=
n−1∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|+ |u(xn−1)|

≤
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)|+ |u(xn−1)|,

de donde
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≤
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)|+ |u(xn−1)|, (3.9)
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pero, u es acotada por 3
2
C y aśı el lado derecho de (3.9) está acotado por

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|+ |u(xn−1)| ≤ C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1) +
3

2
C

= C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1) +
3

2
Cχ(1)

= C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1) +
3

2
Cχ

(
n∑

i=1

(xi − xi−1)

)
,

y, en virtud de la subaditividad de χ tenemos

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|+ |u(xn−1)| ≤ C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1) +
3

2
C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1)

=
5

2
C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1),

de donde,
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)| ≤ 5

2
C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1).

Por lo tanto, u es de χ-variación acotada y χV (u) ≤ 5
2
C.

Luego, como u es de χ-variación acotada se deduce de nuestra suposición que u = g−h,

donde g y h se anulan en x = 0 y x = 1, y son χ-decrecientes con constante 5
4
C.

Ahora, si u(1) < 0, se define v por

g(x) =





g(x) si 0 ≤ x < 1

u(1) si x = 1.

y consideramos h = h.
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Se deduce entonces que u = g−h para 0 ≤ x ≤ 1 y, además, g y h son χ-decrecientes,

ya que para cada intervalo I = [x, y] donde 0 ≤ x < y = 1, tenemos que

g(1)− g(x) = g(1) + g(1)− g(x)

≤ u(1) +
5

4
C

n∑
i=1

χ(1− x),

luego, como u(1) < 0 tenemos

g(1)− g(x) ≤ 5

4
C

n∑
i=1

χ(1− x).

Si u(1) > 0, ponemos g = g y definimos h por

h(x) =





h(x) si 0 ≤ x < 1

−u(1) si x = 1.

Se deduce entonces que u = g−h para 0 ≤ x ≤ 1 y, además, g y h son χ-decrecientes,

como para cada intervalo I = [x, y] donde 0 ≤ x < y = 1, tenemos que

h(1)− h(x) = h(1) + h(1)− h(x)

≤ −u(1) +
5

4
C

n∑
i=1

χ(1− x),

luego, como u(1) > 0 tenemos

h(1)− g(x) ≤ 5

4
C

n∑
i=1

χ(1− x).

La segunda etapa de la demostración procede de la siguiente manera. Supongamos

que este teorema es cierto para funciones continuas lineales a trozos, las cuales se anulan

en x = 0 y x = 1.

Sea u una función arbitraria de χ-variación acotada, tal que χV (u) = C y u(0) =

0 = u(1). Enumerando los puntos de discontinuidad de u, y escogiendo una sucesión Pn
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de particiones de [0, 1] de tal manera que la longitud de las particiones |Pn| → 0 cuando

n →∞, y asegurándonos la inclusión en Pn de los n primeros puntos de discontinuidad

de u de la lista de discontinuidades descrita anteriormente. Entonces, si un es una función

continua lineal a trozos que coincide con u en los puntos de Pn, es decir, un(x) = u(x) para

0 ≤ x ≤ 1, tenemos que si consideramos el ĺımite cuando n → ∞ entonces ĺım
n→∞

un(x) =

u(x). Por lo tanto, un → u, con 0 ≤ x ≤ 1.

Aśı, por el Teorema 3 de [9], p. 204, cada un es de χ-Variación Acotada y

χV (un) ≤ χV (u) = C

entonces de nuestra suposición tenemos que un = gn − hn, donde tanto gn como hn son

χ-decrecientes con constante 1
2
C, y además por el teorema 6 y la proposición 5 tenemos

que gn y hn son de χ-variación acotada y por tanto, uniformemente acotadas por 3
2
C, es

decir,

|gn(x)| ≤ 3

2
C,

|hn(x)| ≤ 3

2
C.

Aśı, por el teorema de selección de Helly existen subsucesiones de gn y hn, que con-

vergen a funciones g y h respectivamente, las cuales son χ-decrecientes con constante 1
2
C.

Luego, como un → u entonces u = g − h.

La tercera y última etapa de la demostración, es demostrar este teorema para fun-

ciones continuas lineales a trozos, las cuales se anulan en x = 0 y x = 1.

Supongamos entonces que π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1 es una partición

fijada de [0, 1] y sea u una función continua la cual es lineal en cada intervalo [xi−1, xi],

con u(0) = u(1) = 0. Supongamos que u es de χ-variación acotada, tal que χV (u) = C.

Entonces la desigualdad (2.2) es válida para cada partición de [0, 1]. En particular, (2.2)

es válido para cada subpartición de P . Hay 2n subparticiones semejantes. Aśı, tenemos
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2n desigualdades del tipo (2.2) la cual consideramos como hipótesis.

Ahora, se deben construir dos funciones g y h tal que u = g − h. Queremos que g y

h sean continuas, se anulen en x = 0 y x = 1, sean lineales en cada intervalo [xi−1, xi],

i = 1, . . . , n + 1 y satisfagan la desigualdad (2.4) con constante 1
2
C para cada intervalo

I ⊂ [0, 1]. Pero, usando la linealidad a trozos de g y h, y la concavidad de χ, es fácil

mostrar que g y h necesitan satisfacer la desigualdad (2.4) sólo para intervalos I = [xi, xj],

donde xi < xj son puntos arbitrarios de la partición P fija. .

Aśı, el problema comienza con una dimensión finita. Encontrar 2n números, g(xi),

h(xi), i = 1, . . . , n tal que u(xi) = g(xi) − h(xi) (donde u, g y h se anulan en x = 0 y

x = 1), y están sujetas a las desigualdades

g(xj)− g(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi), 0 ≤ i < j ≤ n + 1,

h(xj)− h(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi), 0 ≤ i < j ≤ n + 1.

Pero, colocando g(xi) = u(xi)+h(xi) en estos dos conjuntos de desigualdades tenemos:

g(xj)− g(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi)

u(xj) + h(xj)− u(xi)− h(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi)

h(xj)− h(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi)− (u(xj)− u(xi))

con lo cual podemos resumir el problema de la siguiente manera.

Sea P : 0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1 una partición de intervalo [0, 1] fija.

Sea u(0) = u(1) = 0 y sea u(xi), i = 1, . . . , n, n es un número real arbitrario sujeto a

las 2n desigualdades de tipo (2.2), una de cada subpartición de P . Debemos encontrar n

números h(xi), i = 1, . . . , n con h(0) = h(1) = 0, que estén sujeto a las desigualdades

h(xj)− h(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi), 0 ≤ i < j ≤ n + 1.

h(xj)− h(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi)− (u(xj)− u(xi)), 0 ≤ i < j ≤ n + 1.
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Usando la notación,

a+ = máx(a, 0), a− = máx(−a, 0),

podemos combinar los dos conjuntos de desigualdades anteriores en un sólo conjunto

h(xj)− h(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi)− (u(xj)− u(xi))

+, 0 ≤ i < j ≤ n + 1. (3.10)

Ante todo, un rango aceptable para cada h(xi) puede ser fundamentado primero por

el conjunto 0 = xi < xj < 1 y luego por el conjunto 0 < xi < xj = 1 en (3.10), es decir,

para 0 = xi < xj < 1 tenemos

h(xj) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi)− u(xj)

+,

y para 0 < xi < xj = 1

−h(xi) ≤ 1

2
Cχ(xj − xi)− (−u(xi))

+,

h(xi) ≥ (−u(xi))
+ − 1

2
Cχ(xj − xi),

h(xi) ≥ u(xi)
− − 1

2
Cχ(xj − xi),

obteniendo como resultado que

u(xi)
− − 1

2
Cχ(1− xi) ≤ h(xi) ≤ 1

2
Cχ(xi)− u(xi)

+. (3.11)

Los intervalos,

Ii =

(
u(xi)

− − 1

2
Cχ(1− xi),

1

2
Cχ(xi)− u(xi)

+

)
,

con i = 1, . . . , n, son no vaćıos. Puesto que, si colocamos por escrito la desigualdad (2.2)

usando la partición {0, xi, 1}, obtenemos

|u(xi)− u(0)|+ |u(1)− u(xi)| = 2|u(xi)|
= 2u(xi)

+ + 2u(xi)
−

≤ Cχ(xi) + Cχ(1− xi),



Cap. 3 Teorema de Representación de Korenblum 70

lo que implica el extremo izquierdo de Ii esta de hecho a la izquierda del extremo derecho,

ya que

2(u(xi)
+ + u(xi)

−) ≤ Cχ(xi) + Cχ(1− xi)

u(xi)
+ + u(xi)

− ≤ 1

2
Cχ(xi) +

1

2
Cχ(1− xi)

u(xi)
− − 1

2
Cχ(1− xi) ≤ 1

2
Cχ(xi)− u(xi)

+.

Ahora, definimos cada h(xj) utilizando el siguiente algoritmo recursivo .

Dado

h(x1) =
1

2
Cχ(x1)− u(x1)

+, (3.12)

y para cada j = 2, . . . , n definimos el conjunto

h(xj) = mı́n
1≤i<j

{
1

2
Cχ(xj)− u(xj)

+, h(xi) +
1

2
Cχ(xj − xi)− (u(xj)− u(xi))

+

}
. (3.13)

Se deduce de la definición que cada h(xj) satisface (3.10). La construcción será com-

pletada si también podemos mostrar que cada h(xj) satisface (3.11), es decir, h(xj) ∈ Ij.

Debido a que, la primera expresión de (3.13) es el extremo derecho de Ij, h(xj) au-

tomáticamente satisface la desigualdad derecha de (3.11). El número h(xj) también va

a satisfacer la desigualdad izquierda de (3.11) siempre que para cada i = 1, . . . , j − 1, la

segunda expresión de (3.13) es mayor o igual que el extremo izquierdo de Ij, es decir,

u(xj)
− − 1

2
Cχ(1− xj) ≤ h(xi) +

1

2
Cχ(xj − xi)− (u(xj)− u(xi))

+. (3.14)

Sin embargo, la desigualdad (3.14) se reduce exactamente a la desigualdad (2.2) para

una cierta subpartición, dependiendo del mı́nimo elegido en (3.13) para cada h(xi), i < j,

que aparece en (3.14), puesto que si usamos que para cualquier sucesión de números reales,

a0, a1, . . . , an, an−1, tal que, a0 = 0 y an−1 = 0,
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entonces

n∑
i=1

(ai − ai−1)
+ + a−n =

1

2

n+1∑
i=1

|ai − ai−1|,

de donde, tenemos que

1

2

n+1∑
j=1

|u(xj)− u(xj−1)| =
n∑

j=1

(u(xj)− u(xj−1))
+ + u(xn)−,

de (3.14) obtenemos

1

2

n+1∑
j=1

|u(xj)− u(xj−1)| =
n∑

j=1

(u(xj)− u(xj−1))
+ + u(xn)−

≤
n∑

j=1

h(xi) +
1

2
C

n∑
j=1

(χ(xj − xi) + χ(1− xj))−
n∑

j=1

u(xj)
− + u(xn)−

≤
n∑

j=1

h(xi) +
1

2
C

n∑
j=1

(χ(xj − xi) + χ(1− xj))

−
(

n∑
j=1

h(xj) +
1

2
C

n∑
j=1

χ(1− xj)

)
+ u(xn)−,

como h(xi) ≤ h(xj), tenemos

1

2

n+1∑
j=1

|u(xj)− u(xj−1)| ≤
n∑

j=1

h(xj) +
1

2
C

n∑
j=1

χ(xj − xi) +
1

2
C

n∑
j=1

χ(1− xj)

−
n∑

j=1

h(xj)− 1

2
C

n∑
j=1

χ(1− xj) + u(xn)−

≤ 1

2
C

n∑
j=1

χ(xj − xi) + u(xn)−

≤ 1

2
C

n∑
j=1

χ(xj − xi) + h(xn) +
1

2
Cχ(1− xn)

≤ 1

2
C

n∑
j=1

χ(xj − xi) +
1

2
Cχ(1− xn),
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de donde, se tiene que

n+1∑
j=1

|u(xj)− u(xj−1)| ≤ C

n∑
j=1

χ(xj − xi) + Cχ(1− xn)

= C

(
n∑

j=1

χ(xj − xi) + χ(1− xn)

)
.

¤

A continuación, concluimos este Caṕıtulo enunciando y demostrando el lema de in-

varianza.

3.3 Lema de Invarianza

En esta sección presentamos el lema de invarianza el cual nos permite aplicar los

resultados anteriores a funciones u sobre un intervalo [a, b].

Lema 2 (Lema de invarianza). Sea u un función definida sobre un intervalo arbitrario

[a, b], entonces u es de χ-variación acotada sobre [a, b] si la función u((b− a)x+ a) es de

χ-variación acotada en [0, 1].

Demostración:

Sea u : [a, b] −→ R y α : [0, 1] −→ [a, b] definida por α(x) = (b − a)x + a tal que

α(0) = a y α(1) = b.

Entonces, dada una partición π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 de [0, 1], el conjunto

α(π) = {α(x0), α(x1), . . . , α(xn)} es una partición de [a, b].

Sea g(x) = u((b − a)x + a) = u ◦ α una función de χ-variación acotada en [0, 1],
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entonces existe un C > 0 tal que para cada partición π de [0, 1] tenemos que:

n∑
i=1

|g(xi)− g(xi−1)| ≤ C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1),

n∑
i=1

|u ◦ α(xi)− u ◦ α(xi−1)| ≤ C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1),

luego, para la partición α(π) del intervalo [a, b] se tiene

n∑
i=1

|u(α(xi))− u(α(xi−1))| ≤ C

n∑
i=1

χ(xi − xi−1),

denotando por yi = α(xi), obtenemos

n∑
i=1

|u(yi)− u(yi−1)| ≤ C

n∑
i=1

χ(yi − yi−1).

Por lo tanto, u es de χ-variación acotada en [a, b].

¤



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente Trabajo Especial de Grado, hemos expuesto expĺıcitamente la noción

de variación acotada dada por Camille Jordan, y algunos resultados relevantes de este es-

pacio de funciones con variación acotada, como lo son: las caracterizaciones dadas por C.

Jordan, S. Banach y H. Federer, aśı como también, acerca de la actuación del Operador de

Composición de este espacio. Se ha expuesto una generalización de la noción de variación

acotada la cual es conocida como χ-variación acotada en el sentido de B. Korenblum, en

donde se introduce una función de distorción χ, además hemos demostrado que la clase

de funciones con χ-variación acotada se puede dotar de una estructura de espacio vecto-

rial, aśı como también, de una norma que hace que sea un espacio Normado y de Banach.

Otros de los resultados relevantes expuestos en este trabajo, de manera expĺıcita,

son el Teorema de selección de Helly para funciones de χ-variación acotada, el teorema

de Representación de Korenblum; en donde se obtiene que toda función de χ-variación

acotada se puede escribir como la diferencia de funciones χ-decrecientes, y por último el

lema de invarianza el cual nos permite aplicar todos los resultados de las funciones de

χ-variación acotada en el intervalo [0, 1] a funciones u sobre un intervalo arbitrario [a, b].
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El trabajo con estos espacios de funciones de variación acotada, brinda la oportunidad

de introducirse en una ĺınea de investigación con un gran campo de acción, dado que

es conocido (ver [10]) que existen otros tipos de generalizaciones de estos espacios de

funciones con variación acotada, como lo son: la variación en el sentido de Wiener, en el

sentido de Waterman, en el sentido de Schramm, etc.

Además, de lo afirmado anteriormente podemos en el futuro tratar de responder las

siguientes interrogantes:

- ¿Se puede definir una indicatriz de Banach para las funciones de χ-variación aco-

tada? En el caso afirmativo hallar el llamado teorema de la indicatriz de Banach

para las funciones de χ-variación acotada.

- ¿Se puede obtener un Teorema de Representación de Federer sobre la representación

por medio de funciones compuestas, a las funciones de χ-variación acotada?. Es

decir, u es de χ-variación acotada en [0, 1] si y sólo si, existen funciones g y τ tales

que g es Lipschitz en R y τ es χ-monótona y tal que

u(t) = g(τ(t)) t ∈ [0, 1].

- Por otra parte, nada se conoce respecto al operador de composición en el caso

autónomo y no autónomo en cada clase de funciones; es decir, dado f : R → R,

hallar condiciones necesarias y suficientes de tal manera que el operador de com-

posición F , asociado a f actúa en χBV , que sea acotado, que sea continuo, u

otras propiedades. Menos aún se conoce, que sucede en el caso no autónomo donde

f : [a, b]× R→ R y Fu(t) = f(t, u(t)) t ∈ [a, b] y u ∈ χBV [a, b].

- Y por último, ¿Se puede definir la noción de χ-variación acotada en el plano y, más

generalmente, en Rn?.
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