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Resumen

En la actualidad la representaciéon computacional de funciones matematicas de forma efi-
ciente es un tépico de gran importancia debido al papel preponderante que tienen los compu-
tadores en las ciencias, ingenieria, entre otros. Debido a que formalmente las expresiones de
estas funciones no admiten desarrollos finitos; demandan un alto costo computacional para
su evaluacion o son parcialmente desconocidas, es necesario emplear diversas aproximacio-
nes en lugar de su expresién matemética original [I]. El trabajo realizado se centra en una
clase particular de estas aproximaciones denominadas funciones de base radial [2], las cuales
permiten la caracterizacién de funciones multivariadas definidas por un extenso conjunto de
datos [3]. En éste se pretende resolver el problema de interpolacién de un campo vectorial
disperso, empleando funciones de base radial, imponiendo la condicion de conservaciéon de la
masa a sus componentes. Se discuten ejemplos basicos de las funciones de base radial, sus
propiedades y convergencia, las ventajas del uso de un método libre de mallado y finalmente,
se presentan resultados numéricos para el problema central de interpolacién conservativa en
distintos dominios de interés: cuadrados, circulos, entre otros. Se comparan los resultados

con diversas funciones de prueba, obteniendo asi los errores aproximados.
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Introduccion

Actualmente la representacion computacional de funciones matematicas es una rama de
gran interés debido al importante papel que tienen los computadores en las ciencias, inge-
nieria y diversas disciplinas que afectan directa o inderectamente la vida cotidiana. Dado a
que las expresiones de estas funciones no admiten desarrollos finitos; requieren muchos célcu-
los para ser evaluadas o son parcialmente desconocidas, es necesario emplear aproximaciones
de diversa indole, en vez de su expresiéon matematica exacta [I]. El presente trabajo se centra
en una clase particular de estas aproximaciones que permite la caracterizacién de funciones
multivariadas definidas por un extenso conjunto de datos, y que éstos a su vez puedan ser
dispersos. Esta técnica es denominada método de aproximacion con funciones de base radial
[2], [3] v es el pilar fundamental del desarrollo de esta tesis.

Basicamente el problema de interpolacion de data dispersa es, dado conjunto de datos

(7,y;) para j =1,...,ny Z; € R®, y; € R, encontrar una funcién Py(Z;) continua tal que
Py(Z;) =y; paraj=1,.,n.

Una manera conveniente y comun de resolver este problema, es suponer que la funcién
P¢(Z;) es una combinacién lineal de funciones més simples, sin embargo, en escogerlas re-
cae un peso importante, pues son éstas las que condicionan la obtencién de una respuesta
adecuada a las condiciones del problema. El método de aproximacion con funciones de base
radial emplea precisamente este tipo de funciones para la reconstruccion de la funcién Py (Z).
Para explicar un poco en qué consisten, una Funcién de Base Radial (FBR) no es mas que
una funcion de R®* — R cuyo argumento viene dado en términos de la norma euclidea. Exis-
ten innumerables ejemplos de funciones de base radial [0], [7], méds atn, se han establecido
algunos criterios mateméaticamente sélidos para su generacién [3], sin embargo, la escogencia

de la FBR o6ptima depende del problema a ser resuelto.
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Recientemente se ha extendido la aplicacién del mencionado método de aproximacion con
funciones de base radial a la resolucién de problemas de valor en la frontera [8]. En esencia,
éste transforma las ecuaciones en derivadas parciales y las condiciones prescritas en el borde
en un problema de interpolacién de data dispersa. De esta manera, el método de funciones
de base radial se ha convertido en uno de los métodos libres de mallas més atractivos ya
que suprime la dependencia de la malla, es relativamente independiente de la geometria del
dominio de estudio y su programacion es sencilla al no presentar variaciones notables cuando
se cambia la dimensién espacial [2], [3].

El problema basico de interpolacién puede ser extendido suponiendo que a cada punto del
conjunto de datos se le asigna un vector, se obtendria entonces un problema de interpolacién
de un campo vectorial. Estos pueden ser considerados una generalizacién de los problemas de
interpolacién de datos dispersos para funciones escalares y aparecen en modelos metereolégi-
cos, modelos de fluidos, entre otros [9]. Sin embargo, se deben tomar en cuenta determinadas
consideraciones fisicas al tratar este tipo de fenémenos; una de éstas, es asumir que el campo
vectorial satisface una condicién global como puede ser divergencia cero, suponiendo que
el fenémeno a representar estda determinado por un flujo potencial. Este tipo de problemas
puede ser resuelto de diversas maneras, una de ellas es combinando métodos variacionales
con el método de aproximacién con funciones de base radial [9]; mediante la reduccién del
problema de interpolacién a la resolucién analitica de una ecuacién en derivadas parciales
[10] o planteando el problema de interpolacién condicionado a una ecuacién en derivada par-
ciales, en este caso la divergencia igual a cero, ambos integrados analiticamente y resueltos
mediante el método de funciones de base radial [7]. Esta ultima sera la adoptada en esta
tesis de grado.

La divergencia en un campo vectorial, como caso particular de la ecuacién de continuidad,
establece la relacién entre el flujo entrante y el saliente sobre un area o volumen de con-
trol. Por lo tanto, si el campo no posee “fuentes” ni “sumideros” la divergencia del mismo
sera igual a cero. Si los componentes del campo se interpolan por separado esta condicién
podria no cumplirse trayendo como consecuencia inconsistencias fisicas [9]. En este hecho
radica la importancia de interpolar el campo vectorial restringido a la condicién global de
conservacién de masa.

Algunas aplicaciones directas de los conceptos introducidos en esta seccion y de la concre-

cién del objetivo planteado pueden ser la estimacion del campo de velocidad de vientos para
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la construccién apropiada de estructuras altas [I1]; la reconstrucién de campos de viento
medidos puntualmente por estaciones meteoroldgicas dispersas [9]; aproximaciéon de veloci-
dades provenientes del calculo de la presién en un medio poroso y relacionada mediante la
Ley de Darcy; dispersion de contaminantes, entre muchas otras aplicaciones.

El contenido de este trabajo se ha dividido en 4 capitulos; en el primer capitulo se explican
los conceptos fisicos requeridos tales como la Ley de la Conservacion de la Masa y los fluidos
incompresibles, en el segundo capitulo se plantean los problemas basicos de interpolacién
de datos dispersos, la introduccién al método de Funciones de Base Radial y los resultados
sobre la invertibilidad del sistema que se solucionara. En el tercero, se desarrolla el sistema
de ecuaciones a ser resuelto numéricamente; finalmente, en el cuarto capitulo se presentan
ejemplos del método sobre distintas regiones geométricas y se realiza un estudio de los errores

aproximados obtenidos.

14



Capitulo 1

Leyes de Conservacion

1.2. Introduccion

En el presente capitulo se introducen los resultados fisicos importantes para la elaboracion
del sistema a ser resuelto, se obtiene la forma diferencial de la Ley de la Conservacion de la
Masa y se ajusta al caso de interés, es decir, sobre volimenes de fluidos incompresibles, que

no presenten fuentes o sumideros.

1.3. Conservacion de la Masa

Hasta principios del presente siglo el estudio de los fluidos fue desarrollado esencialmen-
te por dos grupos: los ingenieros hidraulicos y los matematicos. Los ingenieros hidraulicos
trabajando desde un punto de vista empirico, mientras que los matematicos se centraron en
enfoques analiticos. La gran cantidad de estudios del primer grupo trajo como consecuencia
mucha informaciéon con un valor incalculable para los ingenieros practicantes de entonces;
sin embargo debido a la carencia de los beneficios de la generalizacion propios de una teoria
practicable, estos resultados eran restringidos y bastante limitados a situaciones nuevas. Por
otro lado, los matematicos, dado al hecho de no aprovechar la informacion experimental, se
vieron forzados a la simplificacion de hipétesis y a menudo obtuvieron resultados inconsis-
tentes fisicamente [4].

Fue evidente para los investigadores que el estudio de los fluidos debe ser una mezcla de
teoria y experimentacion, con lo que nace la ciencia de mecanica de fluidos, tal como se

conoce actualmente. Los modernos centros de investigacién emplean matematicos, fisicos,
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ingenieros y técnicos calificados quienes, trabajando en equipo, mezclan estos dos puntos de

vista con grados diferentes segin su trabajo.

=i

A

dVv

> x.u

Figura 1.1: Conservacion de la Masa

Ahora bien, para un volumen fijo V', de superficie 0A, el teorema de Gauss se expresa

como sigue:

/V(v-ﬁ)dvzf i - idA. (1.1)

0A

Donde # es el campo de velocidades del flujo dentro del volumen de control V.

Para un fluido con densidad p, sobre este volumen fijo V', el cambio de masa M respecto
al tiempo, puede expresarse como sigue: % = % v pdV = fV %dv, la Conservacion de la
Masa establece que la materia no puede ser creada ni destruida, entonces cualquier creci-
miento o decrecimiento de la masa viene dada por flujo de materia a través de la frontera

del volumen V. La densidad de flujo se define de la siguiente manera:

f ip - dA.
0A

Utilizando la notacion estandar, donde 77 apunta hacia afuera de la superficie cerrada,
como se muestra en la figura (1.1), se puede notar que representa la salida de masa a través

de la superficie, entonces de la conservacion de la masa se obtiene lo siguiente:

dM
ar @dv _ _f ip - dA. (1.2)
dt \% ot 0A
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Utilizando el teorema de Gauss (1.1), en la expresién anterior puede sustituir el dtimo

up-ndA = —/ V. (up)dV
v

miembro de la ecuacién como un volumen integral, es decir — %
dA
y la expresion (1.2), se escribe:

S [V = [ (v@n)a-o (13)

Como esto es valido para cualquier volumen V', despejando se obtiene la forma diferencial

de la Conservacion de la Masa:

ap
Z 4V (i) = 0. 1.4

Una rama importante del estudio de fluidos es observar la alteracion que presentan cuando
se varia la presién aplicada sobre los mismos. En la medida en que estos cambios sean
drasticos se opta por considerar que el fluido es compresible, mientras que si la variacién
es muy baja se considera que el fluido es incompresible; algunos presentan cambios muy
pequenos en su densidad a pesar de estar sometidos a grandes presiones, invariablemente,
cuando los fluidos presentan dicho comportamiento, se encuentran en estado liquido [4].

El interés de este trabajo recae solamente sobre fluidos incompresibles; por ende se con-
sidera que la densidad de los liquidos permanece constante, p = pg, es decir son fluidos
incompresibles. Simplificando la ecuacién (1.4) se reduce a la conservacién del flujo, y se

obtiene lo siguiente:
V-u=0. (1.5)

Note que la corriente de cualquier fluido estard determinada por los componentes de 4.

Suponga ahora que se encuentra estudiando la propagacién de cierto contaminante en un
fluido bajo un sistema conservativo, por ejemplo un lago de gran extensién donde el volumen
de agua permanezca relativamente constante. Si el lago no presenta islotes, la circulacién de
dicho polulante va a depender exclusivamente de u, el campo de velocidades del fluido.
Como el lago es extenso, es necesario el desarrollo de un método que permita estudiar su

comportamiento a través del tiempo, sin embargo, en el caso en el que sélo posea pocas
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entradas de © como datos iniciales, ;como saber donde se encuenta el contaminante en algtin
instante de interés?, seria necesaria la obtencion de nuevas entradas que surjan como una
extensién de u, ayudando asi a resolver el problema.

Aunque el caso de interés para este trabajo es sobre fluidos incompresibles, observe ahora el
siguiente ejemplo para un fluido compresible con el afan de extender el campo de aplicaciones;
es comun observar detectores de humo en oficinas y otros espacios cerrados, ahora suponga
que el dispositivo se activa bajo cualquier senal de humo por mas tenue que ésta sea; un
fumador encendiendo un cigarrillo o una vela prendida, serian suficientes para la activacién
innecesaria del mismo, sin embargo, si el detector pudiese discernir entre la cantidad de humo
que hay y la necesidad de activar la alarma a partir de un conjunto inicial «, se optimizaria
dicho sistema, nuevamente es necesario un método que trabaje a partir de este conjunto
inicial.

Este método existe y posee el nombre de “interpolacién”; sin embargo este no es un caso
comun, puesto a que las entradas que se tienen como datos son vectores dispersos. En el
capitulo siguiente se da inicio al estudio de este tipo de interpolacion, el planteamiento
formal de este problema, bajo qué funciones su solucién es 6ptima, sus propiedades, entre

otros.
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Capitulo 2

Interpolacion de Datos Dispersos y

Funciones de Base Radial

2.1. Introduccién

En el presente capitulo se introduce el problema bésico de interpolacién de datos dispersos
y se utiliza el método de Funciones de Base Radial (FBR) para plantear una posible solucién;
por ende se procede a determinar bajo qué condiciones se obtiene que el sistema a ser re-
suelto sea no-singular. Se introducen los conceptos de funciones definidas (condicionalmente)
positivas, que dan origen a matrices definidas (condicionalmente) positivas no-singulares o
sujetas a interpolacién con precisién polinomial. Se finaliza esbozando la interpolacion de

Hermite enlazada al problema que se desea resolver.

2.2. Interpolacién de Datos Dispersos

En el andlisis numérico, la interpolacién sobre datos de gran dimensién se ha convertido en
un problema de relevancia en areas de ciencia e ingenieria, muchos métodos tradicionales no
son capaces de tratar este tipo de problemas o estdan limitados a situaciones especificas, es por
ello que surgen los métodos libres de mallado. La invencion de éstos remonta veinticinco anos
atras, sin embargo, su investigacion se ha acelerado en los tltimos diez. Los métodos libres
de mallado ofrecen diversas ventajas, entre las cuales se encuentran la buena adaptacion a
cambios en la geometria del dominio de interés, se puede aumentar o disminuir la dimensién

sin necesidad de cambiar el programa a fondo, entre otros.
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Al ser métodos aplicables en numerosas disciplinas, el campo de motivacién para su estudio
es bastante amplio, siendo uno de éstos el modelaje de datos dispersos. Por ejemplo, en areas
como meteorologia, geofisica, geodésica, entre otros; es usual la busqueda de una funcién
que recorra distintos puntos de interés en un dominio en particular, es decir, se busca la
interpolacién de datos dispersos.

El problema en general es partir de un conjunto de datos con la finalidad de obtener esta
funcién que permita deducir informacién acerca del proceso en estudio, ademas de poder
observar otros datos de interés que no estén incluidos en el conjunto inicial, entonces se
procede a la bisqueda de una funcién Py que se ajuste a los datos dados, es decir, se espera

que esta funcién interpole con exactitud los puntos iniciales.

Problema 2.1: (Interpolacién de datos dispersos)
Sea (Z;,y;) un conjunto de datos, j = 1,..., N, ¥; € R®, y; € R, encontrar una funcién P

continua tal que Py (Z;) =vy;, 7 =1,..., N.

Observe que Z; recae sobre un espacio arbitrario s-dimensional R®, y por ende el proble-
ma 2.1 cubre distintos tipos de aplicaciones. Para el caso s = 1 puede tener, por ejemplo,
que los datos sean medidas que corresponden a cierto periodo de tiempo. Si s = 2, podria
pensar que los datos son obtenidos de una regién planar y por ello Z; corresponderia a dos
coordenadas en el plano. Para s = 3, una situacién similar en el espacio, como la distribuciéon
de temperatura en un cuerpo soélido. Es posible que los ejemplos sobre dimensiones mayores a
3 no sean tan intuitivos, sin embargo, algunos de ellos aplicarian en aquellas areas en las que
se manejan gran cantidad de variables, como: finanzas, optimizacién, economia, estadistica,
entre otros.

La manera convencional de resolver la interpolacion en un problema de datos dispersos
es suponer que la funcién Py es una combinacién lineal de ciertas funciones de base By, es

decir:

Py(F) =) cBi(E), TR (2.1)

Lo cual lleva a la resolucién de un sistema lineal de ecuaciones de la forma:
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Ac =y,

donde las entradas de la matriz de interpolacion A estan dadas por Aj, = Bi(Z)), j,k =
1L..N,c=lect,..en]t, ey = [y1, ..., yn] T

El problema 2.1 tendréa solucion tnica si y sélo si la matriz A es no-singular, es por ello
que en la eleccién de la funciéon By recae un peso importante, son éstas las que determinan

la invertibilidad de la matriz.

Ejemplo 1. Interpolaciéon con matrices de distancia.
Sea r = (x1,...,xs) € [0,1]°, v fs(x) una funcién de prueba; como se explicé anteriormente,
se quiere construir Py tal que interpole las muestras obtenidas de f; a un conjunto de puntos

fijos, es decir:

Pi(x;) = fs(z;), donde x;es un vector fijado previamente.

Si s =1 es comun que este problema se resuelva utilizando polinomios de una variable o
splines. Para pocos datos, los polinomios pueden funcionar satisfactoriamente, sin embargo,
si el numero de datos aumenta, el grado del polinomio también, entonces se hace uso splines
o polinomios construidos a trozos para evitar las oscilaciones. La soluciéon mas simple es

utilizar un spline lineal a trozos, es decir, se asume que Py es de la forma:

N

Pra) =) elr —axl, xe[0.1],
k=1

donde los coeficientes ¢; se determinan mediante la condicién de interpolacion:

Pi(z;) = fi(z;), j=1,...,N.

Los puntos x; son usualmente conocidos como centros, generalmente se escogen de manera
tal que coincidan con los datos de entrada. Como las funciones By, para este caso B, =
|x — x|, son radialmente simétricas con respecto al centro xy, este constituye el primer
ejemplo de funciones de base radial.

Para obtener los coeficientes ¢, se debe resolver el siguiente sistema lineal:
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|x1 —x1| |x1 —x2| |9€1 —9CN| &1 fl(xl)
[we — @] oz —wo| oz —an|| || | filz2)
_|;1:N—;1:1\ ey — x| ... \:cN—:cN|_ e | _fl(a:N)_

La matriz anterior es un ejemplo de una matriz de distancia, éstas han sido objeto de
estudio por un largo tiempo, [12], y se sabe que este tipo de matrices basadas en la distancia
euclidea, con un conjunto de puntos distintos en R?®, son siempre no-singular. Por lo tanto

puede resolverse el problema de interpolacién de datos dispersos (2.1), asumiendo:

N
Py(E) =) il = Filla, T E[0,1],
k=1
y se determinan los coeficientes ¢ resolviendo el siguiente sistema:

|71 — Tl |71 — 2ol .. 70— 2N | |a [s()
|Zo — Tl |72 — 2ol .. [|Z2 —2nll2 | |2 _ fs(72) (2.2)
7y =72 |2y = 2ol o (@ —Znll2] [ev] | fs(@n)]

Sin embargo, observe que la diagonal de la matriz (2.2) estd constituida por ceros y si los
puntos distintos son cercanos entre ellos, el resto de los valores sera también cercano a cero,
por ende esta matriz podria estar mal condicionada. Es por ello que se busca sustituir la

funcién de base By por una mas eficiente.
Definicién 1. (funcién de base radial-FBR) una funciéon ¢ : R® — R es llamada de base
radial si existe ¢ : [0,00) — R tal que:
®(7) = ¢(r), donde r=|Z],
y |||l es alguna norma en R®  usualmente la norma euclideana.

La definicién 1 indica que el ejemplo 1, (matrices de distancia), es un caso especial de

22



funciones de base radial, con ¢(r) = r. Los interpolantes que utilizan FBR tienen la venta-
josa propiedad de ser invariantes bajo todas las transformaciones euclideanas: traslaciones,
rotaciones y reflexiones; lo cual facilita la programacion pues es indiferente la aplicacion que
se programe primero, el interpolante usando FBR o la transformacién euclideana.
Retomando el problema de interpolacion de datos dispersos, (2.1), suponga ahora que se
sustituye la funcién de base By por una funcién de base radial; y se considera nuevamente

Py a trozos, como sigue:

Py() =) crpl(|F = Fll2), TeR, (2.3)

N
k=1

donde los coeficientes ¢, se hallan resolviendo el siguiente sistema lineal:

o171 — 2ull2) @71 = 22ll2) - @71 —Znll2) | | @ f(@h)
(1o = @1ll2)  e(llze = Z2ll2) . @(l[d2 —Znll2) | |2 | | f(22) (2.4)
Lo(llZn — Zill2) e(IZn — Z2ll2) . w(lZn —Znll2)| [en]| [ f(@N)]

Como la solucién al problema de datos dispersos depende de la solucién del sistema (2.4),
se dedicaran los siguientes resultados a encontrar bajo cual tipo de FBR la matriz del sistema

es no-singular.

2.3. Funciones Definidas Positivas

Aunque no se ha clasificado qué clase de FBR ¢, genera un sistema (2.4) no-singular, para
cualquier conjunto de datos €2 = ¥4, ..., Z,, se han estudiado funciones que generen matrices
definidas positivas. Bajo esta consideracion es mas sencillo determinar la invertibilidad de la

matriz tedricamente.

Definicién 2. : Sea A € RY*N A es definida semi-positiva si:

23



N N
SN A >0, (2.5)

Jj=1 k=1

para ¢ = [cy, ...,cy]T € RV,

Si (2.5) es cero sélo para ¢ = 0, entonces A es definida positiva.

Una propiedad importante de las matrices definidas positivas es que sus autovalores son
positivos, y por lo tanto estas matrices son no-singulares. Entonces, si en la expresién (2.1)
se considera una funcion de base B que genere una matriz definida positiva, el problema
de interpolacién siempre tendria respuesta. Con este propdsito se introduce el concepto de

funcion definida positiva del andlisis clasico.

Definicién 3. Sea @ : R® — C, es definida positiva en R? si:

N N
DDt (d — i) 20, (2.6)

j=1 k=1

para T1,...,Zy € R*, vy c=[c1,...,en]T € CV.

La funcién ® es definida estrictamente positiva en R® si (2.6) es cero sélo para ¢ = 0.
Aunque el interés en este trabajo radica sélo entre problemas con datos reales y coeficientes
reales, esta extension a coeficientes complejos ¢ y funciones complejas ® sera 1til para futuras

demostraciones en el capitulo.

Ejemplo 2. Se denotar el producto interno usual entre #, i € R® como #-¢/. Sea ®(&) = €%V,
con i € R® fijo. ® es una funcion definida positiva en R* pues siguiento la definicién 3, se

tiene:

Mz

N N
Z Z ik ®(T; —

7j=1 k=1

N
E ccke T = k)Y
—1

N
k=

1k

<.
Il

AT —i), i
C;€

] =

cre

1 1

§ T Y
Cje
Jj=1

<.
Il

2
> 0.

=




Toda esta discusiéon sugiere que deben utilizarse funciones definidas estrictamente positivas
como funciones de base, es decir, B(Z) = ®(& — ), donde la nueva funcién a trozos para

la resolucién del problema (2.1) seria:

N
Py(F) =) ex®(& — F), ieR’ (2.7)

A continuacion se discutirdn las propiedades més importantes de las funciones definidas

positivas y estrictamente positivas.

Teorema 2.1. Algunas de las propiedades basicas de funciones definidas positivas son:
1. Combinaciones lineales no negativas, finitas de funciones definidas positivas son defini-
das positivas. Si @1, ..., @, son definidas positivas en R* yc; > 0,7 = 1,...,n, entonces:
O(F) =Y ¢;0(F), 7R,

j=1

es también definida positiva. Mds ain, si al menos ®; es definida estrictamente positiva

y el correspondiente c; > 0, entonces ® es estrictamente positiva.

2. (0) > 0.

3. B(—7F) = B(7).

4. Cualquier funcion definida positiva estd acotada, mds aun:

| ©(Z) |< ©(0).

5. Si @ es definida positiva con ®(0) =0 entonces & = 0.

6. El producto de funciones definidas (estrictamente) positivas es definido (estrictamente)

Positivo.

Prueba.
Las propiedades (1) y (2) se cumplen inmediatamente de la definicién 3. Para probar (3),

suponga n = 2,11 = 0,20 =,y ¢ = 1, ¢ = ¢. De la definicién 3, se sigue:
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2 2
DY e@md(E; — @) = (1+[c]*)®(0) + c@(x) + 2@(—z) > 0,
j=1 k=1
para todo ¢ € C. Tomando ¢ = 1y ¢ = i, donde i = \/—1, puede verse que tanto ®(z)+P(—x)
como (P(z) — ®(—=x)) deben ser reales, lo cual es sélo posible si ®(—x) = $(z).
Para la prueba de (4), suponga N = 2,21 = 0,290 = 2z, y ¢; = |®(x)],c0 = —D(x).

Nuevamente, de la definicion 3, se sigue:

Z D (@ — &) = 20(0)|0(2)F — @(—2)8(x)|P(x)| — ©*(x)[P(x)] = 0.

Por la propiedad (3), ®(—xz) = ®(z), por lo tanto:

20(0)|9 () — 2|2(2) > 0.

Si |®(z)| > 0, al dividir por |®(x)|* se obtiene lo requerido, el caso en que |®(z)| = 0 serfa
el caso trivial. La propiedad (5) se obtiene directamente de la propiedad (4), mientras que
la nimero (6) es consecuencia de un teorema de dlgebra lineal probado por Schur, el cual
establece que el producto de matrices definidas (semi) positivas es definido (semi) positivo.

Para més detalles consulte [13] y [14].

Para finalizar esta seccidn, se presentara un teorema sobre la caracterizacion integral de las
funciones definidas positivas, es un resultado dado en términos de la transformada de Fourier,
establecido por Bochner en 1933. Conjuntamente se presentard un lema que relaciona estas

ultimas deducciones con Funciones de Base Radial.
Teorema 2.2. (Bochner) Una funcion ® € C(R®) es definida positiva en R® si y sdlo si es

la transformada de Fourier de una medida de Borel, finita y no negativa, p en R®, es decir:

1
@) Jos

(&) = () = TG (), TER.

Prueba.
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Existen diversas pruebas de este teorema, la prueba original de su autor puede encontrarse
en [15], sin embargo, para los propésitos de este trabajo sélo se probard una direccién, pues
es la direccién del teorema que es importante para la interpolacién de datos dispersos. Se
asume que @ es la transformada de Fourier de una medida de Borel, finita y no negativa, y

se prueba que ® es definida positiva:

Jj=1 k=1

Esta ultima desigualdad se prueba por la condiciéon impuesta a la medida .

Lema 1. Si ® = (|| - ||) es definida (estrictamente) positiva y es radial en R® entonces ®

es también definida (estrictamente) positiva y radial en R? para o < s.

Puede verse entonces que, por este lema, todos los resultados obtenidos a lo largo de
este capitulo sobre funciones definidas positivas o estrictamente positivas se extienden a las

Funciones de Base Radial.

2.4. Funciones de Base Radial Definidas Positivas

Existen infinitos ejemplos de FBR; algunas de estas funciones contienen un llamado
parametro de forma €, este parametro se fija al hacer la interpolacién y estd intimamen-
te ligado a la rapidez de convergencia de la FBR que se utilice, es decir, el uso del mismo
aplicado directamente a ¥ tiene la ventaja de proveer una respuesta mas exacta. A continua-

ciéon unos ejemplos comunes de FBR.

Ejemplo 3. Gaussiana

lllll

O(r) =e = I"", e > 0.
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Por el teorema 2.2 (Bochner), puede verse que esta funcién es estrictamente definida
positiva y radial en R® para cualquier s, puesto que la transformada de Fourier de una
Gaussiana es esencialmente Gaussiana. Otra de las ventajas que posee esta FBR es que es

infinitamente diferenciable, haciendo posible el uso de la llamada interpolacion de Hermite.

Ejemplo 4. Multicuadrica (MC)

o(r) =1+ |2, e>0.

Ejemplo 5. Inversa Multicuadrica

1
00— — e>0.

VIt

Ejemplo 6. Spline de placa delgada
®(r) = [r|[*In(]|r]]).

En los ultimos anos, la FBR que ha tenido mayor éxito experimentalmente es la funcién
Multicuadrica (MC); a esto se debe la riqueza en la teoria que la respalda y en sus aplica-
ciones. Es por ello que en los cédigos de Matlab de este trabajo se ha utilizado dicha FBR,
y por lo tanto los resultados sobre la invertibilidad de la matriz (2.4), se dirigirdn sélo hacia

la Funcion de Base Radial Multicuadrica.

2.5. Desarrollo de la Funcion de Base Radial Multi-
cuadrica

La FBR multicuadrica fue desarollada en 1968 por el geodésico estadounidense, Roland
Hardy, motivado a un problema cartografico que describe como el siguiente, ...dado un con-
jJunto discreto de datos sobre una superficie topogrdfica, reducirlo a un conjunto satisfactorio
de funciones continuas que representen dicha superfie... [2]; Hardy intenté resolver este pro-
blema utilizando métodos de interpolacién algebraicos y trigonométricos, sin embargo ambos

métodos fallaron. Luego de numerosas investigaciones, Hardy abordé el problema de una ma-
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nera distinta, se propuso construir una combinacién lineal de funciones de base radialmente

simétrica respecto a su centro, & € R®, e introdujo una primera versién de la llamada MC:

O(r) = Ve + 12,

donde c¢ es el parametro de forma mencionado anteriormente y en este caso afecta la forma
de la superficie. Pese a que los resultados experimentales fueron de gran satisfaccion, al no
poder comprobar tedricamente la invertibilidad del sistema de interpolacion, su método no
tuvo gran notoriedad.

En 1986, el matematico Charles Micchelli, probd que el sistema formado por Funcién de
Base Radial Multicuddrica es no-singular [12], y posteriormente fue aplicado para la resolu-
cién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, a partir de este momento el método
comenzo a alcanzar popularidad y conjuntamente con ello un largo niimero de aplicaciones.

Se ha hecho comun redefinir MC suponiendo ¢ = 1/¢, de la siguiente manera:

O(r) =eV1+e?r,

luego, ignorando el factor €, MC se redefine como sigue:

O(r) = vV1+ekr2,

donde ¢ es el nuevo parametro de forma actuando sobre r; si £ se aproxima a cero, MC se
aplana.
Ahora bien, dado un conjunto de centros xy, ..., xy € R, sien la expresion (2.3) se interpola

utilizando funciones de base radial, se obtiene lo siguiente:

Pr(#) =) en®(|| &~ T ), (2.8)

y nuevamente, los coeficientes ¢, se encuentran mediante la condicién de interpolacion:
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Generandose el mismo sistema anterior:

Ac =y, (2.9)

donde A, = ®(|| &; — % ||) con j,k=1,..., N y ® es la FBR multicuddrica. Es claro que el
sistema tendra solucion tunica si y sélo si la matriz de interpolaciéon A es no-singular. Para
demostrar la invertibilidad de esta matriz, es necesario la definiciéon de una serie de conceptos

a continuacion.

Definicién 4. Una funcién ¥ es completamente mondtona en [0, 0o) si:
1. ¥ e 0, 00)
2. e (C®0,00)
3. (1)) >0donde r >0yl =1,2,...

Definicién 5. Sea A € RV*N simétrica, A se dice condicionalmente semi positiva de orden

uno si:

N N
D) A >0, (2.10)

j=1 k=1

para todo ¢ = [cy, ..., cn|T € RY que satisfaga:

N
Z C; = 0.
j=1

Si el caso ¢ # 0 implica la desigualdad estricta en la expresion (2.10), entonces A se dice

condicionalmente positiva de orden uno.

Representaciéon de Berstein-Widder: una funciéon g es completamente monétona si y

solo si es la transformada de Laplace:
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g(t) = /OOO e “du(o), t>0

de una medida no creciente p acotada inferiormente, en particular dy > 0.

La representaciéon de Berstein-Widder ayudara a probar el teorema propuesto a continua-
cién, sin embargo su utilidad se extiende mas alla de esta prueba, pues es posible hallar una
Funcién de Base Radial mediante la aplicacién del mismo. Para explicar superficialmente en
qué consiste, debe tomar en cuenta que no toda funcion cuyo argumento depende del radio es
considerada una Funcion de Base Radial, existen diversos métodos para encontrarlas y uno
de éstos surge como una consecuencia de esta representacion, se procede a buscar una funcién
cuya transformada de Laplace en el infinito esté acotada, de modo tal que se verifique que
ademds es completamente monétona. Si se considera solamente el teorema para determinar
una FBR entonces seria suficiente con tomar una funciéon cuya transformada de Laplace

exista y esto no implicaria necesariamente que sea una FBR.

Teorema 2.3. Sea ® € C[0,00) y (—1)*1d%) completamente monétona en (0, 00) entonces

® es definida positiva.

Prueba.
Como (—1)k+1d™*) es completamente mondtona en (0, 00), se tiene por la representacién

de Berstein-Widder, lo siguiente:

(—1)1B(f) = / e dp(o), t>0,
0

donde dpu(o) es una medida de Borel en (0, 00). Para ¢ > 0, se define ®.(t) = &(t+¢), luego:

k—1

(1) 00 ,—€0 k=1, o l
(IDE(t) B Z (I)al'«))tl _ A p [e—ta o Z ( lt' ) ] d,u(a)

=0 =0

Tomando t = ||Z; — Z;|| y multiplicando ambos lados por ¢;c;, se tiene:
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ZZC |ZL‘,—ZL‘]‘||+E):/ s _kZchce 1=l g (o). (2.11)

i=1 j=1 i=1 j=1

Haciendo € — 07, se concluye que la expresién anterior es cero sélo si ¢ = 0, entonces ®

es definida estrictamente positiva.

Una versién simplicada del teorema de Micchelli [4], lleva a la invertibilidad de la matriz

de interpolacion.

Teorema 2.4. (Micchelli) Sea V(r) = ®(y/r) € C[0,00) y ¥(r) > 0 parar > 0. Sea W' (r) no
constante y completamente mondtona en (0, 00). Para cualquier conjunto de centros {xk}ff:l,

la matriz A € RN*N con entradas A, = (|| £ — @k ||) es invertible.

Prueba.
Por el teorema 2.3, ¥ es definida estrictamente positiva, por lo tanto la forma cuadratica
SV Zj\le ciciAi; = 0si y s6lo si ¢ = 0; ademds SN, Zjvzl A;; > 0, luego la matriz es

definida positiva y por ende no-singular.

Para la FBR multicuddrica se tiene:

Vi = s
4
V(r) = 4(1+_—;r)3/2
3 (r) _ 8(1—5—&5%)5>/2
¥ () —15¢8

" 16(1 + £2r)7/2

De donde:
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(—=1)* 1w () >0, 1=1,2,..

Y por lo tanto V'(r) es completamente monétona. Por el teorema 2.4 la invertibilidad de
la matriz A del sistema (2.9), utilizando funciones de base radial multicuddricas, queda

establecida.

2.6. Interpolacién de Datos Dispersos con Precision
Polinomial

Utilizar polinomios para la interpolacién de datos dispersos no es una tarea sencilla, sélo
si los datos estuviesen ubicados en lugares muy especificos se pudiese garantizar una buena
aproximacion de la interpolacién polinomial, sin embargo el error de aproximacién utilizando
el método de funciones de base radial, puede disminuir si se introduce un polinomio a la
interpolacién inicial.

Entonces se modifica la expresién (2.8) agregandole un polinomio, y se asume Py como

sigue:

N M
D= ad(|T-a )+ dp@), TR
t=1

k=1
Donde pq,...,py forman una base de polinomios; como sobre éstos debe imponerse la
condicién de interpolacién, Pr(Z;) = f(Z;), j = 1,..., N, se obtiene un sistema de N + M

incégnitas, ¢, y d;. Usualmente se agrega la siguiente condiciéon adicional:

WE

ek (Ty) t=1,.., M.
k=1

Matricialmente, este problema puede verse de la siguiente manera:

33



A Pl |c Y
= (2.12)
Pt O] |d 0
donde Ay = ®(|| Z; — &% ), 3,k = 1,..,N, Py, = p(T)), t = 1,..,N, ¢ = [c1,...,en]7,
d=1di,....dy])", v = [y1,...,yn]", 0 un vector de longitud M, y O una matriz de ceros de
orden MxM.
Ahora debe probarse que la matriz en el sistema aumentado (2.12), es también invertible;

suponga primero el caso m = 1, para cualquier dimension s.

Teorema 2.5. Sea A € RN*N simétrica y condicionalmente positiva de orden uno, y sea

P=1,..,1]T € RN*L Luego, el sistema lineal de ecuaciones:

A P| |c Y
PT O |d 0

tiene solucion unica.

Prueba.
Asumiendo [¢, d]T una solucién del sistema lineal homogéneo (para y = 0), se mostrard que

[c,d]T = 07 es la tnica solucién posible. Multiplicando el bloque de arriba del sistema

T

homogéneo por ¢*, se obtiene:

'Ac+dc"P = 0.

Del bloque de abajo se obtiene PTc = ¢ P = 0, y por lo tanto:

' Ac = 0.

Como la matriz A es condicionalmente positiva de orden uno, se determina que ¢ = 0.

Finalmente, se tiene lo siguiente:
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Ac+dP =0,

entonces, el hecho que ¢ =0y P un vector compuesto por unos implica d = 0.

Como la FBR multicuadrica genera matrices definidas positivas y estas matrices son posi-
tivas de orden uno, el teorema 2.4 establece la invertibilidad de la matriz aumentada (2.12),
solo para m constante. Para cubrir polinomios de mayor orden, deben ser introducidos otros

conceptos.

Definicién 6. Sea x = z1,...,xxy C R*, x es m-unisolvente si el inico polinomio de grado

total al interpolar m datos cero en x es el polinomio cero.

Para futuras referencias note que si un polinomio es (m — 1)—unisolvente para el conjunto
X, es equivalente a que la matriz P: Pj = p(7;), j =1,...,N,l=1,..., M; tenga el rango de

columnas completo. Para N = M seria la matriz de interpolacion.

Definicién 7. Sea ® una funcion compleja, ® es definida condicionalmente positiva de orden

m en R® si:

SN emd(d; — @) > 0, (2.13)

=1 k=1

para cualquier conjunto i, ..., Iy € R*, y ¢ = [cy, ...,en]T € CV que satisfaga:

ij(fj) =

M-

Jj=1

para cualquier polinomio p evaluado en C de grado, por lo menos, m — 1. La funcién & se
define estrictamente condicional positiva de orden m en R® si la expresion (2.12) es cero sélo

para ¢ = 0.
Una observacion inmediata, es:
Lema 2. Una funcion definida (estrictamente) condicional positiva de orden m en R® es

también definida (estrictamente) condicional positiva de cualquier orden mayor. En par-
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ticular, una funcion definida (estrictamente) positiva es siempre definida (estrictamente)

condicional positiva de cualquier orden.

Prueba.

La primera afirmacion se obtiene directamente de la definicién 7. La segunda, es verdadera,
pues el caso m = 0 genera la clase de funciones definidas (estrictamente) positivas, es decir,
las funciones definidas (estrictamente) condicionales positivas de orden cero son definidas

(estrictamente) positivas.

Como sélo se tiene interés sobre funciones reales, la definicion 7 se restringe a funciones y

coeficientes reales. Una discusién mds detallada sobre esto puede encontrarse en [6].

Teorema 2.6. Sea ® una funcion real, continua y par. ® se llama condicionalmente positiva

de orden m en R® si:

Jj=1 k=1

para Ty, ...,Tn €R®, y ¢ = ey, ...,en]T € R® que satisfaga:

N
> ep(E) =
j=1

para cualquier polinomio real de grado al menos m — 1. La funcion ® es estrictamente

condicional positiva de orden m si la forma cuadrdtica (2.14) es cero sélo para ¢ = 0.

Teorema 2.7. Si @, una funcion real, continua y par, es estricta y condicionalmente positiva
de orden m en R®, y los puntos Ty, ..., Tn forman un conjunto (m — 1)-unisolvente; entonces

el sistema (2.12) posee solucion unica.

Prueba.
Esta prueba es similar a la del teorema 2.5, nuevamente se supone [c,d]T solucién del
sistema lineal homogéneo, se probara que [c, d]? = 0 es la tinica solucién posible.

Multiplicando la primera fila de bloques por ¢’ se obtiene:

T Ac+ "' Pd = 0.
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Del bloque de abajo, se tiene PTc = 0. Esto implica que ¢/ P = 07, y por lo tanto

c'Ac = 0. (2.15)

Como & es estricta y condicionalmente positiva de orden m, se sabe que la forma cuadrética
de A, donde los coeficientes cumplen PTc = 0, es cero sélo para ¢ = 0. Por lo tanto (2.15)
implica que ¢ = 0. Como los datos son un conjunto unisolvente, la independencia lineal de

las columnas de P y el hecho que ¢ = 0 garantizan lo siguiente:

Ac+ Pd = 0.

2.7. Interpolacién de Hermite Generalizada

Ahora se considerard {Z, \pf}, con k = 1,.... N, vy Zx € R®* donde A = Ay,...,\y es
un conjunto de funcionales lineales linealmente independientes, y f es una funciéon suave.
Por ejemplo, Ay pudiera denotar la evaluacién en el punto 7 y por lo tanto generar las
condiciones de interpolacion de Lagrange, o pudiera denotar la evaluacion de la derivada
en el punto 7, llevando a la interpolacién de Hermite. De cualquier forma, esta definicion
generalizada admite distintos tipos de funcionales: derivadas, integrales, entre otros.

Se quiere encontrar un interpolante de la forma:

N
Pi(@) =Y anll E]).  TeR, (2.16)

k=1

donde v es una funcién de base radial tal que cumpla las condiciones generalizadas de

interpolacion:
MNPy = A f, k=1,.. N.

Para que la discusion que sigue se entienda lo mejor posible se hara un cambio de notacién;

el conjunto &, ..., &y seran ahora los centros de las funciones de base radial. Normalmente, en
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la programacion, se toman dichos centros coincidentes con los datos iniciales x = {71, ..., Zn }.
Sin embargo, los siguientes resultados se observan claramente haciendo la distincion entre
los centros é;g y los datos de entrada 7.

En la expresién (2.16) se sustituye ¢,(|| Z ||) = Me(|| 7 — € ||) donde A, es el mismo
funcional lineal anterior, sin embargo \¢ denota que dicho funcional actiia sobre el segundo
argumento, £. Y ¢ es una FBR conocida. Luego, se asume la interpolacién generalizada de

Hermite como sigue:

N
Pr(@) = aXie(l #- ), T ER’, (2.17)
k=1
y debe satisfacer:
MePr = A f, k=1,.. N.

Lo cual genera el sistema Ac = f), donde Ay; = )\k)\ﬁcp, con k,j = 1,.. Ny f\ =
A f, o An )T

En [I7] puede encontrarse un detallado anélisis sobre esta nueva matriz A, como estas de-
mostraciones son extensas, y se escapan de los objetivos de este trabajo, sélo se esbozard una
idea general de la misma; a partir de Ay; = )\k)\ﬁgo, con k=1,..., N, acotan todos los autova-
lores de A y asi demuestran que cada uno de ellos es positivo, obteniendo como consecuencia
que esta matriz es definida positiva y asi extendiendo todos los resultados anteriores a este
tipo de interpolacién. En [I8] puede encontrarse las cotas para otras funciones de base radial
que no se hallen en la primera referencia.

Ahora se procederd a ilustrar por qué la formulacién (2.17) es una forma de presentar el
problema de interpolacion de Hermite, lo cual garantizara que la matriz de interpolacion A
sea invertible para la FBR multicuddrica ([I7], [18]). Esta observacién se analizara sélo para
ejemplos de una dimensién, sin embargo, una prueba mas generalizada con un espacio de
mayor dimensién, se puede extender a partir de ésta utilizando el teorema de Taylor para
varias variables. Para observar que un sub-bloque general de la matriz de interpolacién de
Hermite esta asociado a la matriz de Lagrange, sera suficiente analizar un sub-bloque de
la matriz de interpolacién de Lagrange correspondiente a dos pares de puntos. Sean dichos

puntos xy, x; + Az y £, & + A, para algin indice k, j y distancias cortas Az, A{. Defina
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la funcién de base radial como ¢ = ¢(|x — £|), z,£ € R, la cual se asume diferenciable en el

origen. Del teorema de Taylor en una dimension, se sigue:

p(l(z+ Ax) =€) = @(lz = £]) + Ax%w(lx — &)+ O((Ax)?), (2.18)

p(lz = (€ +A9)) = ¢z - &) - Aé“a%w(\x — &)+ 0((Ag)Y), (2.19)

Para mantener la notacién lo mas simple posible, se escribird: 2 o(|z; — &;|) para denotar
2
0|7 = &) amars gew(lan — &) para denotar Fo(|zk — &])le=¢;» v somee(ze — &) para

2
denotar %&Apﬂ!ﬂ - €|)|$:Z‘k,§:fj'
Lema 3. Se tiene:

detML
AxAE

= detMy + O(Az) + O(AE),

donde Mj, es el bloque de la matriz de Lagrange correspondiente a las FBR con centros &; y

& + A&, y datos de interpolacion xy, y x + Ax, es decir:

o(lzr — &) o(lzr — (§ + AE)|)
o(|[(vx + Az) = &) o(|(vx + Az) — (§ + AS)))

My =

y My el bloque asociado a Hermite:

pllon = &) —Zellzr —&))

My =1, o?
sz — &) —gageellme — &)

Prueba.
Utilizando (2.18) para modificar la segunda fila de M, y luego restando la primera fila de

la segunda, se obtiene:
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o(lzr — &) o(lzr — (§ + AE)|)

detM; = Ax
w(loe = &)+ O0(Ax)  Zo(low — (& + AYI) + OAz

Esta técnica es cominmente utilizada cuando se analizan las propiedades de la matriz de
interpolacién de Hermite, vea [9]. Repitiendo este proceso con (2.19) y la segunda columna

de My, se sigue:

o(lze — &) —zeellae — &) + O(Ag)

detM;, = AzAE x 2
sepllze — &) + O(Az) =5l (|ar — &) + O(Az) + O(AE)

Obteniéndose el resultado esperado.

Ejemplo 7. Interpolacion de Hermite:

Sea {Zy, f(@k)} -, v {Zk, %(fk)}{f:l, Z € R?, ademas:

5;&, ]{Z:L...,n,

5@0%7 k=n+1,...,N.

A =

Luego, el problema de interpolacion de Hermite en varias variables utilizando funciones

de base radial con precision polinomial se formula como sigue:

N
Pp(E) =Y aXe(| # =)
k=1
n N 8 M
=Y av(lF=& I+ > Cka—?(H F=& )+ dip(@)
k=1 k=n+1 j=1

donde ¢ es cualquiera de las FBR mencionadas anteriormente y py, ..., pys una base de poli-

nomios que cumple con las condiciones de interpolacién.

40



.. . . . - s N —
Adicionalmente, para darle consistencia al sistema, se agrega la condicién > ;" ¢;p;(Z;) +

Zi\inﬂ cia%pj =0, con k=1,..., M. Y se obtiene el siguiente sistema:

R R P f
c
(R/)T R// P/ d — df (2.20)
PT (P’)T O 0
con:
Ri; = ¢(| 7 = & ), kj=1..n
, oo, - dp . - ‘
Ry = 5206 =& 1) = =G0 6= . k=lownj=n+1..N,
ij :pJ-(fk), kzl,...,N,j: 1,...,q.
Py L - .
jo:@(" l’k—gj H), k,j:n—i—l,,N
op; .
ijzﬁ—x](xk)’ k=1,..,N,j=1,..4q.

y las condiciones de interpolacion:

f = Pr(Z) = flaw), k=1,..N.

i =)=

- (@), k=1,.,N.
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Capitulo 3

Interpolaciéon Conservativa Basada en

Funciones de Base Radial 2D

3.1. Introduccién

El ejemplo 7 de la interpolaciéon de Hermite junto a la condicién (1.5), serdn la base para
la realizacién del presente capitulo y concluir con la formulaciéon del problema a resolver
numéricamente; tomando dos coordenadas se hace la distincion sobre la region, entre nodos
interiores y nodos de frontera, para asi obligar la condicién de conservacién sobre éstos
ultimos. Finalmente es presentada una version matricial del sistema de ecuaciones obtenido,

estudiando por separado cada submatriz.

3.2. Interpolacion de Hermite Conservativa

Se propone un problema de interpolacién que busca aproximar las derivadas de la velocidad
en términos de un campo de velocidades, u; y us. Se utilizan N nodos en total, los primeros n
nodos se toman en el interior de la regién, y sobre ellos se impone la condicién de conservacién
(1.5), y el resto, N — (n+ 1) nodos, se toman en la frontera, éstos tendran un valor especifico

del campo de velocidades. Sean:
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Zam (Il7—& ) - Z Bk || (| & =& 1)+ Py (%), (3.1)

k=n+1
v) = Z&iqﬁ(” T— Z Bk H (Il = & II) + P3(@), (3.2)
k=1 k=n+1

las interpolaciones de Hermite para ¥ = (x,y) € R? donde ¢ es la FBR multicuddrica y
{Zk, f(Zx) }7_; los nodos internos sobre la region, {7y, %(fk)}kN:nH los nodos en la frontera
sobre esta misma regiéon. Con f_;g nuevamente los centros, k = 1,...,N. P} = oz,jHl + aflwx +
aib+3y + aiLHxQ + afl+5xy + afb+6y2, j = 1,2 los polinomios dados.

Sustituyendo (3.1) y (3.2) en la condicién de conservacion, se obtiene:

Rt 0x0€ ox
L al 26 d
200 1 = _ _ 9 p2z
+3alg 176 = 3 b (7= )+ 5 PH@
=0.
Agrupando y considerando la derivada interna, a% = —8%1, a% 85 se sigue:
100 N 00, . o Né%ﬁ a%zsq
a5 (Il 7 —& )+ Zaia—(ll F=& I+ Y B pel — &)+ (H —& I
k=1 k=1 Y k=n+1
0 . J
+8xP(x)+8P() 0

Adicionalmente, se agregan las siguientes condiciones para P} (Z):
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3

ol =0,
k=1
aéyk =0,
k=1
> ) =0,

3

L _
o, =0,
k=1
n
Lk _
E oz’ =0,
k=1
n
2: L (k)2
Ozk(l‘) =0,

conl=1,2.

Zakx + Z Br =0,

k=n+1

zn:afg(:ck)Q + Z 2B, x" =

k:n—l—l

Z%fckykﬂL Z By =

k=n-+1

Zaky + Z B =0,

k= n+1

Zakxkyk+ Z Bra® =

k=n-+1

> iy + Z 26y" =
k=1

k=n+1

Estas condiciones para ambos polinomios son andlogas a las condiciones agregadas a los

polinomios de los sistemas presentados anteriormente, ademéds de proveer consistencia al

sistema, se incluyen condiciones para las derivadas polinomiales que acompanan a los coe-

ficientes [y, pues asegura que el problema de interpolacion a resolverse sea conservativo.

Ademas, los términos que incluyan los coeficientes (B, con una apropiada seleccion de los

nodos internos, garantizan la independencia lineal de dichas condiciones.

Matricialmente, estas ecuaciones pueden ser reescritas como:

R Q P u

QT S L |laf=1]0
Pt LT O 0
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Para observar con claridad la matriz del sistema (3.3) se expresard cada sub-bloque con

detalle a continuacion;

El sub-bloque de la matriz de evaluacién de datos y centros en la funcién de base radial:

[ o & — & Il
0

o Z1—& )
R = 0

ol # — & 1)
0

0

ol & — & )
0

ol 3 — & )
0

(Il &1 — & ll)

(Il & — & 1)
0

o T2 =& )
0

(]| 7 — & 1)
0

El sub-bloque de evaluacion en derivadas parciales:

El sub-bloque de polinomios:

(10 21 0 y
01 0 ot

P =
10 2" 0 gy
_01 0 "

Se(ll# =&l

a . —
% (| # - & |

ol Z1 =& D)

Sl # =&l

0 (z")?

0 y" 0

ool @~

a —
% (]| 7, —

% (|| & —

gl @2~

0 ol 7n — & )
ol 72~ & ) 0

0 ol &0~ & )
ol 72 — & 1) 0

0 Bl &0 — &, )
ol T2 = &n ) 0
&l Bz —& )
&l 2l # -l
&) 2ol & — & )

E ) - Bz -E ) |
0 2t 0 @WH? 0
(l‘l)Q l‘lyl 0 (y1)2
0 2"y 0 (y)?* O

El sub-bloque de las derivadas de los polinomios:

0 1
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2xn+1

0 oV N

0 yn—l—l xn—i—l 0 2yn+1

0 2yV

0

ol Zn — &1 1)
0

o(|| Zn — &2 1)

0
ol &, ) |




El sub-bloque de evaluacion en segundas derivadas parciales:

2 2 - — 2 2 5 g
(52 + 52 (13 =G ) - (G + G Fn = Eara )
S =
2 2 . fnd 2 2 N pnd
G+ GO E—Enl) - (G +ED T —Ex )

Y el bloque de variables o] dispuesto de la siguiente manera:

(a1 2 1 2 1 2 1 2 T
a=[og,a7, ..., 0, 0, Bty ooy BN, Qi1 Oy ooy Oy, Qi)

La demostracién de que la matriz (3.3) es no-singular es extensa y se escapa de los limites
de comprensién de este trabajo, nuevamente en [I7] puede encontrar un amplio estudio del
sistema aumentado (3.3); en dicha referencia se unen los resultados de las secciones anteriores
2.4y 2.5 y para llegar a lo deseado, realizan un estudio de los autovalores asociados al sistema
aumentado (3.3). Una vez mas, proceden a acotar cada uno de estos autovalores por un valor
positivo y extienden este resultado para en general, obtener que la matriz es definida positiva

y por lo tanto no-singular.
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

4.1. Introduccion

En el presente capitulo se muestran los resultados numéricos de la resolucion del sistema
de ecuaciones (3.3) planteado en el capitulo anterior. Se generan datos iniciales equidistantes
o aleatorios que son introducidos en funciones de prueba }_7:(1’, y), cuyas coordenadas cumplan
con la condicién (1.5), estos vectores iniciales en dos dimensiones se interpolan utilizando
el parametro de forma € = 6. Se realizan ejemplos sobre cuadrados, circulos y una region

irregular; estudiando los errores aproximados sobre dichas regiones.

4.2. Ejemplos sobre Cuadrado con Datos Iniciales Uni-
formemente Distribuidos

Para estos primeros cuatro ejemplos se toman datos iniciales dentro de un cuadrado uni-
formemente distribuidos, se consideran 121 datos, 81 puntos en el interior del cuadrado y 40
en su frontera. Las figuras en rojo representan el campo vectorial que se obtiene al evaluar
dichos puntos iniciales en la funcién de prueba, mientras que las figuras en azul representan

la solucién utilizando la Funcion de Base Radial Multicuadrica.

Ejemplo 8. En este ejemplo se considera la funcién de prueba h : 0,1] x [0,1] — R
h(z,y) = (sin (mz)sin (7y), cos (1) cos (7y)). Puede observarse en la figura 4.1 los datos
iniciales evaluados en la funcién de prueba en rojo, una vez resuelto el problema de interpo-

lacion, se generaron mas puntos para ser evaluados en la solucién, es por ello que en la figura
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4.2 pueden verse més vectores en la solucién utilizando de FBR en azul, a dichos puntos se
les llamé “puntos de evaluaciéon”.

Para constatar que la magnitud del vector también se mantiene luego de interpolar observe
la figura 4.3, los puntos evaluados en la solucién son los mismos datos iniciales, de manera

tal que pueda comprobar que no existe diferencia alguna entre las figuras 4.1 y 4.3.

1.2
A o]
I /1
\\a//
0.8 \\\\ﬁ///fT
¢ i\\\ e
0.6t I N e
> JE e .
04 % ;;/2%%\\\‘
//%
0.2 !/ - R
25 =~
s TN
! oA
ol o
¢¢¢$
-0.2 I I I I I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
X
Figura 4.1: Campo Vectorial Analitico
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Figura 4.2: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacién
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Ejemplo 9. Se considera la funcién de prueba £ : [0,1] x [0,1] — R2, h(z,y) = (22, —2zy),
puede observarse en la figura 4.4 el campo vectorial a interpolar en rojo, y en la figura 4.5
los puntos de evaluacion evaluados en la soluciéon en azul. Nuevamente se evaliian los puntos
iniciales en la solucién para cerciorarse que la magnitud del vector se preserve ya que, por

la escala, la figura 4.5 puede resultar enganosa; observe que las figuras 4.4 y 4.6 no difieren.

1.2
1t A T T YA |
\ \ \ \ \ \ \ \ \
0_87 v \ \ \ \ \4 \ \\ \ \\ |
A N N AN
06F v v v N NN N\ |
> \ \ \ A N \ \ \
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N N N ~N N o ~~
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| S i
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
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Figura 4.4: Campo Vectorial Analitico
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A U U W N N N N N N Y
08t L T T Y W W N ]
R A N Y T R W W
L T S NN N N N R N
L N Y N VNN
06+ L N N N N VR NN T
R N Y T N N VO N N N
> VYV Y Y Y N N N N N N N N\
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N ~ SN N NN N N N N
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Figura 4.5: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacion
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Ejemplo 10. Para este ejemplo se utilizé la funcién de prueba h : [0,1] x [0,1] — R2

—

h(z,y) = (xcos (my), —M), nuevamente observe en las figura 4.7 y 4.8 los resultados en

el mismo orden; y en la figura 4.9, los puntos iniciales evaluados en la solucién.
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Figura 4.8: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacion
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Ejemplo 11. En este ejemplo se utilizé la funcién de prueba h : [0,1] x [0,1] — R2
h(z,y) = (sin (27z) cos (2my), — sin (21y) cos (27x)). En la figura 4.10 puede observar los
puntos iniciales evaluados en esta funcién de prueba en rojo y nuevamente en la figura 4.11
los puntos de evaluacién evaluados en la soluciéon en azul. Una vez mas, para constatar que

la magnitud de los vectores es la misma, observe la figura 4.12.
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Figura 4.12: Campo Vectorial Calculado con FBR

Para los ejemplos 8-11 se toma esta modesta cantidad de puntos iniciales de manera tal
que el lector pueda observar graficamente, con claridad, el comportamiento de la funcién
de prueba contra la solucién encontrada, es posible introducir mas datos y se estudiara en
breve.

En el cuadro 4.1 se recopilan los errores maximos obtenidos por coordenada de estos cuatro
ejemplos; la primera linea de cada ejemplo corresponde a los errores determinados en la coor-
denada x, mientras que la segunda, corresponde a los errores determinados en la coordenada

y. Se calcularon los errores en los puntos iniciales y en los puntos de evaluacion.
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Funcién de prueba

Error Ptos. Iniciales

Error Ptos. Eva.

Ejemplo 8 sin (7z) sin (7y) 5.401951 e-003 1.557283 ¢-002
cos (mx) cos (my) 8.175221 e-004 3.264939 e-002

Ejemplo 9 x? 9.677176 e-018 2.822662 e-017
—2xy 6.422778 e-018 5.231649 e-002

Ejemplo 10 x cos (my) 2.685035 e-004 6.525922 e-004
—dn () 3.148868 e-004 2.264972 e-002

Ejemplo 11 sin (27x) cos (27y) 3.539499 e-003 7.504563 e-003
— sin (27y) cos (27mx) 3.539499 e-003 2.988683 e-002

Cuadro 4.1: Errores Cuadrado con Datos Uniformes

Para mantener la relacién entre este capitulo de resultados y el primer capitulo, debe tener
en cuenta que los datos generados con una funcién de prueba serian los nodos reales intro-
ducidos al programa inicialmente, es decir, si por ejemplo se desea interpolar el flujo sobre
un lago que no posea fuentes ni sumideros, debe obtener mediante medidores de corriente
distintos vectores que correspondan al flujo dentro y en la frontera del mismo, estos vectores
serian introducidos como los nodos iniciales del programa. Haga de cuenta que la funcién
de prueba actia como la simulacién del comportamiento del fluido incompresible del que se
hablé en el principio del trabajo.

Ahora bien, es natural preguntarse qué sucede con el error a medida que la cantidad
de datos iniciales introducidos crezca. En las siguientes cuatro figuras, sujetas a los cuatro
ejemplos anteriores, puede examinar el comportamiento del error promediado entre las dos

coordenadas con respecto al crecimiento de los datos introducidos.
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Figura 4.13: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 8)
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Figura 4.14: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 9)
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Figura 4.15: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 10)
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Figura 4.16: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 11)

Puede notar en las figuras 4.13, 4.15 y 4.16 que cuando la cantidad de datos iniciales es
baja el error aumenta, mientras que a medida que la cantidad de datos iniciales crece, el
error disminuye y se aproxima a cero. En la figura 4.14, el error se mantiene constante y
aproximado a cero para cualquier cantidad de datos introducidos, esto puede deberse a que la

funcién de prueba utilizada es un polinomio y por ende los resultados son bastante exactos.
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Para pruebas con una cantidad de datos iniciales mayor a 2500 seria necesario el uso de un
computador con un mejor procesador, sin embargo, observe que a partir de cierto N el error
no presenta gran variacion, trayendo como ventaja la posibilidad de reconstruir el campo
vectorial con poca o gran cantidad de datos y que arroje resultados con errores relativamente

bajos y similares.

4.3. Ejemplos sobre Cuadrado con Datos Iniciales Alea-
torios

En los siguientes dos ejemplos se utilizaron las funciones de prueba de los ejemplos 9 y 10,
sin embargo de datos iniciales y de evaluacién se introdujeron puntos de Halton, los cuales
son puntos aleatorios uniformemente distribuidos en el cuadrado (0,1) x (0,1). Se generan
de la siguiente manera; se toma un nimero primo, por ejemplo el nimero 2, y se divide el
intervalo (0,1) en la mitad, luego en cuartos, octavos y asi sucesivamente para obtener la

sucesion:

1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 5/8, 3/8, 7/8, ...

Si se toma el nimero primo 3, se divide el intervalo (0, 1) en tercios, novenos, veintisiete-

avos y asi sucesivamente, hasta obtener la sucesion:
1/3,2/3,1/9,4/9, 7/9, 2/9, 5/9, ...

Luego, se reescriben como pares de puntos y se obtiene el siguiente conjunto en un cuadrado

unitario:

(1/2,1/3), (1/4,2/3), (3/4,1/9), (1/8,4/9), (5/8,7/9). (3/8,2/9), (7/8,5/9)...

En la figura 4.17 puede ver un ejemplo de estos puntos.
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Figura 4.17: Puntos de Halton

Ejemplo 12. Funcién de prueba A : (0,1) x (0,1) — R2, h(z,y) = (22, —2zy), para 121
puntos de Halton en el intervalo (0, 1) x (0, 1), nuevamente puede observarse en la figura 4.18
la funcion de prueba en rojo y los resultados utilizando la FBR multicuddrica en azul en la
figura 4.19. Una vez mas, se generan mas puntos para evaluar la solucion, éstos también son

puntos de Halton.
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Figura 4.19: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacién

Ejemplo 13. Funcién de prueba h : (0,1) x (0,1) — R2, h(z,y) = (cos (7y), —M), se

observan los resultados en la figura 4.20 y 4.21 en el mismo orden que ha sido mostrado

hasta ahora.
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Figura 4.21: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacién

En estos dos ejemplos no se compara la solucion evaluada en los puntos iniciales con el
campo vectorial obtenido de la funcion de prueba para observar la magnitud, puesto que cada
vez que se generan puntos de Halton pueden diferir entre ellos, no siempre se obtiene el mismo
conjunto, sin embargo, los ejemplos 12 y 13 se presentan con la finalidad de demostrar que la
distribucion de los datos no tiene que ser ideal para implementar esta interpolacion, puede

observar que las figuras azules, a pesar de poseer mayor cantidad de vectores, conservan la
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Funcion de prueba Error Ptos. Iniciales FError Ptos. Eva.

Ejemplo 12 x? 5.804771 e-003 1.613968 e-002
—2xy 5.533776 e-003 7.449340 e-002

Ejemplo 13 x cos (my) 4.578594 e-003 1.345253 e-002
— sin(ry) 4.220989 e-003 3.573081 e-002

™

Cuadro 4.2: Errores Cuadrado con Datos Aleatorios

trayectoria de las figuras rojas.

En el cuadro 4.2 puede analizar los errores, por coordenada, de los ejemplos 12 y 13
utilizando puntos de Halton.

Nuevamente se estudia qué sucede cuando el nimero de datos introducidos crece. Puede
observarse en las figuras 4.22 y 4.23 los errores promediados a medida que la cantidad de
puntos de Halton introducidos crece. La figura 4.22 corresponde al ejemplo 12, mientras que

4.23 corresponde al ejemplo 13.
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0.03

Error promedio

0.02 f

0.01

-0.01 I I I I 1
0 500 1000 1500 2000 2500
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Figura 4.22: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 12)
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Figura 4.23: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 13)

Observe que otra vez, para estos dos ejemplos, cuando la cantidad de datos introducidos
es baja, el error aumenta, mientras que si la cantidad de datos iniciales es mas alto, el error

disminuye.

4.4. Ejemplos sobre Circulo con Datos Iniciales Alea-
torios

Para los siguientes tres ejemplos se generan puntos aleatorios en un circulo unitario de
centro C'(0,0), en la figura 4.24 puede notar la distribucién de los mismos. Nuevamente, se
generan datos iniciales y datos para la evaluacion de los resultados, tanto en la frontera como
en el interior del circulo.

Para los datos iniciales se generaron 44 puntos en la frontera y 100 puntos en el interior,

para los datos de evaluacion, 100 en la frontera y 125 en el interior del circulo.
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Figura 4.24: Puntos en Region Circular

Ejemplo 14. Se utiliza la funcién de prueba: & : [0,1] x [0,1] — S,

h(z,y) = (sin (7z) sin (7y), cos (7z) cos (7y)), (misma del ejemplo 8). En la figura 4.25 se
observan los datos iniciales evaluados en la funciéon de prueba, para este ejemplo también
se genera una mayor cantidad de puntos de evaluacion, observe en la figura 4.26 que estos

puntos introducidos en la solucién cumplen con el patron que surge de los datos iniciales en

la funcién de prueba.
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Figura 4.26: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacién
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Ejemplo 15. Se considera la funcién de prueba  : [0,1] x [0,1] = S, h(z,y) = (22, —2zy),

(misma del ejemplo 9). Nuevamente se puede observar los resultados graficos en el mismo

orden en las figuras 4.27 y 4.28.
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Figura 4.27: Campo Vectorial Analitico
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Figura 4.28: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacién

Ejemplo 16. Para el tultimo ejemplo en un circulo unitario, se utilizé la funcién de prueba

ho:[0,1] x [0,1] — 8%, h(z,y) = (xcos (Wg),—%), (misma del ejemplo 10). Pueden

observarse los resultados en la figura 4.29 y 4.30.
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Figura 4.30: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacién

Para estos tres ejemplos en un circulo unitario no se verifica la magnitud del vector, ya que
por la forma aleatoria en la que se generan los puntos ocurre algo parecido a los ejemplos
12 y 13; es dificil que los datos iniciales y los de evaluaciéon coincidan asi se especifique
reproducir la misma cantidad, es decir, observe que en las figuras 4.25, 4.27 y 4.29 (Campo
Vectorial Analitico) los vectores no coinciden en posicién con los resultados de las figuras

4.26, 4.28 v 4.30 respectivamente, solo coindide la forma o trayectoria que sugiere la funcién
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Funcién de prueba

Error Ptos. Iniciales

Error Ptos. Eva.

5.341532 e-001
8.226911 e-001

1.220573 e-002
4.591305 e-002

1.432014 e-014
8.548717 e-015

3.934932 e-016
4.847577 e-002

Ejemplo 14 sin (7z) sin (7y)
cos (mx) cos (my)
Ejemplo 15 x?
—2xy
Ejemplo 16 x cos (my)
__ sin (my)

s

1.083603 e-001

6.159616 e-002

2.378256 e-003

3.025020 e-002

Cuadro 4.3: Errores Circulo con Datos Aleatorios

de prueba; esto se debe a que si observa la figura 4.24, los puntos iniciales y los puntos de
evaluacion raramente coinciden, atin cuando se reproduzca igual cantidad de datos iniciales
y de evaluacion, mientras que en los ejemplos 8-11 pueden generarse los puntos de manera
tal que coincidan los iniciales con los de evaluacion.

Es importante discutir que para estos tres ejemplos la colocacién de los puntos es primor-
dial para la obtencién de una respuesta exacta, después de una gran cantidad de pruebas
numéricas se determinod que si los puntos iniciales se aglomeran en una region particular del
circulo, dejando pocos puntos fuera de esta region, la soluciéon encontrada no se asemeja al
campo vectorial que surge de la funcién de prueba; mientras que si dichos datos se colo-
can con una distribucién parecida dentro de la regién circular, los resultados obtenidos son
bastante precisos y con errores aproximados a cero; lo cual es de alta relevancia, pues propor-
ciona informacién sobre como colocar los puntos iniciales. Basandose en esta consideracion,
se vuelve a estudiar qué sucede con el error a medida que la cantidad de datos introducidos
crece mas adelante.

El cuadro 4.3 retne los resultados numéricos de los tres ejemplos anteriores con datos
aleatorios en un circulo, como las pasadas dos tablas, la primera linea de cada ejemplo

corresponde a la coordenada en x, mientras que la segunda corresponde a la coordenada en

Y.
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El comportamiento del error de los ejemplos 14, 15 y 16 en un circulo puede observarse
en las figuras 4.31, 4.32 y 4.33 respectivamente. Vea que para baja cantidad de ntmeros
iniciales, entre 0 y 20, el error sube, mientras que a medida que aumenta la cantidad de datos
introducidos, el error disminuye notablemente. Una vez mas cabe decir que para conjuntos

iniciales de cardinalidad mayor a 2500 es necesario un computador de mejor procesador.

10-

Error promedio

O 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500

NUmero de datos iniciales

Figura 4.31: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 14)
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Figura 4.32: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 15)
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Figura 4.33: Error vs Datos Iniciales (Ejemplo 16)

71



4.5. Ejemplo sobre una Regién Irregular con Datos Ini-
ciales Aleatorios

Ejemplo 17. Se estudiara un ultimo ejemplo sobre una region irregular, cuya parametriza-
cién en coordenadas polares se define como sigue:

1 3
r(0) =1+ SCOSQ+ 2—Osin49.

Para los datos iniciales, se generan 735 puntos distribuidos aleatoriamente sobre la region,
69 sobre su frontera y 666 en su interior. Puede notar en la figura 4.34 la colocacién de dichos

puntos. Esta vez se consideran los puntos de evaluacién iguales a los puntos iniciales.

0.8
0.6

0.4r

0.2

|
o
SN
T

15

Figura 4.34: Puntos Region Irregular

Una vez interpolados estos datos se obtienen resultados que pueden ser observados en la
figura 4.35, la cual representa puntos iniciales evaluados en la funcién de prueba ﬁ(az, y) =
(x cos (my), —M), y en la figura 4.36 puede observarse la solucién utilizando la Funcién

de Base Radial multicuddrica.

72



Figura 4.36: Campo Vectorial Calculado con FBR - Puntos Evaluacién

Note que en este caso, al considerar los puntos de evaluacion los mismos puntos iniciales, la
magnitud de los vectores se preserva, ademas de la solucién seguir el patrén de la funcion de

prueba. El error méaximo aproximado en la componente = para este ejemplo fue de 7.757284e-
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002, y para la componente y fue 6.835036e-002.
Este ejemplo es de gran importancia para que pueda notar que la interpolacion utilizada

no esta sujeta a la regién, es decir, este método no depende de la geometria del problema.
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Capitulo 5

Conclusiones

Un método alternativo de interpolacion de Hermite que satisface el principio de la con-
servacion de la masa fue utilizado en dos dimensiones, generando un extenso sistema de
ecuaciones que, si bien la condicion de la matriz del sistema no es baja, se obtiene que la so-
lucion posee errores aproximados considerablemente bajos, aiin en computadores de mediano
rendimiento. De resultados experimentales se concluye que a pesar de que no es necesario
una distribucion equidistante y uniforme entre los puntos iniciales introducidos, es necesario
poseer informacién sobre toda la regién de estudio y no solamente en cierto sector de la
misma, ya que pudiera afectar notablemente la exactitud de la respuesta. A los beneficios de
utilizar este método se suman que la forma geométrica de la region donde se trabajara no
es relevante, basta con parametrizar el dominio de interés; y que los cambios que requiere el
programa si necesita aumentar la dimensién son relativamente sencillos de hacer. Ademas,
el estudio del error aproximado contra la cantidad de datos iniciales introducidos, muestra
que no presenta considerable variacion a partir de cierto N, es decir, es posible reconstruir
el campo vectorial con pocos datos con un error bajo. Puede notar que las aplicaciones que
surgen de este trabajo en particular son amplias, pues es posible considerar distintos sistemas
conservativos de donde tomar el campo inicial, lo que lo hace sumamente 1til en caso de
estudiar una zona contaminada; podria obtener datos de vectores correspondientes a las ve-
locidades del viento sobre un lago y asi determinar la posicion de cierto contaminante en un
instante de interés. Por otro lado, esta tesis de grado representa un inicio a la gran cantidad
de investigaciones que pueden derivar del estudio del método de Funciones de Base Radial,
distintas aplicaciones pueden surgir, tales como la reproduccién de imagenes en computacion

grafica, areas como economia y afines en donde se desea optimizar diversas funciones, entre
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otros. Sin embargo, también nutre a la invesgacion matemaética, pues estudios sobre la matriz

de interpolacién y sus propiedades atiin quedan por realizarse.
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