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Introduccion

El 71 % de la superficie terrestre esté cubierta de agua en forma de mares y océanos. La Tierra
es el inico planeta del sistema solar donde el agua puede existir permanentemente en estado liquido
en la superficie. Esta agua ha sido esencial para la vida y ha formado un sistema de circulacién
y erosion unico en el Sistema Solar. Uno de los rasgos que caracterizan a estas aguas es su oleaje
constante.

En las olas se transmiten grandes cantidades de energia, que en muchos casos definen la
estructura de las playas, ya que, éstas transportan la arena y otros sedimentos en las regiones
cercanas; en otros casos, pueden plantear una amenaza significativa para la navegacién comercial,
la navegacién recreativa y las playas publicas.

Es por ello, que el estudio de las olas resulta de gran importancia pues permite, la planificacién de
zonas costeras, predecir las zonas de impacto en caso de mareas altas, asi como predecir las posibles
ocurrencias de ciertos fenémenos, ademds la construccion de plataformas petroleras, muelles, etc.

Como en la mayoria de las infraestructuras costeras, se requieren datos fiables a largo plazo,
en las mediciones de las olas para su uso en la planificacién, diseno, funcionamiento y proyectos
costeros.

El objetivo de este trabajo es analizar datos de olas mediante la implementacién de algoritmos
los cuales nos permitirdan analizar numéricamente el comportamiento de las mismas.

Para lograr el objetivo antes mencionado primeramente se estudiara la anatomia de las olas. Las
olas pueden ser vistas como ondas armonicas progresivas, es decir, si suponemos que no podemos
comprimir ni rotar el agua, entonces existe una velocidad potencial ¢ que cumple la ecuacién de
Laplace en la regién —h < z <19, —co < z < o0:

_Po P

2 _— _— =
Ve = 0x2 022 0,

donde h es la profundidad, z es la linea de agua, n es la elevacién de la superficie del agua medida

por encima del nivel del agua y z indica que la ola se mueve en la direccién del eje x.



Introduccién 2

Debido a que las magnitudes individuales y los tiempos de aparicion de las olas pueden ser
imprevisibles, ademas que tanto la altura como el periodo varian aleatoriamente de un ciclo a otro,
estos pueden estimarse con técnicas probabilisticas; en este caso se explicard la estimacién a través
del analisis estocastico. Aqui se obtendra mediante el teorema de Wiener-Khinthchine el espectro
de las olas.

Posteriormente se realizara un andlisis espectral de las olas, utilizando el Teorema de Bochner
y la Formula de Mehler, lo cual nos proporcionara la energia emanada por las olas.

Los datos que se utilizardn son de CDIP (The Coastal Data Information Program) que es un
Programa Costero de Datos e Informacién de los Estados Unidos. Este programa costero, mide,
analiza los archivos, y difunde datos sobre el medio ambiente costero para el uso de ingenieros,
planificadores y gestores de la costa, asi como cientificos y marinos. El CDIP utiliza boyas
direccionales de tipo Datawell que miden la temperatura superficial del mar, la direccién y la
energia de las olas. Estas boyas hacen la recogida de los datos por segundo, mediante un sensor y
en tiempo real.

Los algoritmos para el andlisis de éstos datos se realizardn en WAFO (Wave Analysis for Fatigue
and Oceanography), la cual es una caja de herramientas de MATLAB, construida por la Universidad
de Lund en Suecia, que se utiliza para el analisis estadistico, la simulacion de olas y cargas aleatorias
al azar.

Para los preliminares tendremos las definiciones de procesos estocasticos y procesos gaussianos,
la Férmula de Mehler que nos va a servir para estimar covarianzas, el Teorema de Wiener-Khintchine
que es una de las bases para la construccién de los andlisis de los datos, el Teorema de Bochner,
entre otros.

En el capitulo 1 utilizando WAFO se simularan espectros de frecuencia, se calculara la
distribucién de probabilidad de las caracteristicas de las olas, se calculard y graficard el espectro
direccional dados la altura significativa y el periodo de los picos, entre otros.

Finalmente en el capitulo 2 se dard un enfoque mucho mas profundo sobre el espectro direccional,
se calculard tedricamente y se implementarda en MATLAB un espectro direccional utilizando el

método de Longuet-Higgins.
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El objetivo de esta seccién es presentar algunas definiciones, férmulas y teoremas que serviran

como herramientas para la comprensién de los siguientes capitulos.

Definicion 0.1 Un proceso estocdstico X a tiempo continuo es una familia
(Xp,tel)=(Xi(w),weQ,ICR),

de variables aleatorias definidas sobre un espacio €2, donde I es un intervalo, un conjunto finito o
infinito numerable.

Un proceso estocastico es una funciéon de dos variables:
(1) Para un instante de tiempo t fijo, X¢(w), w € Q, es una variable aleatoria.

(2) Para un w fijo, Xy(w), t € I, es una funcién del tiempo. Esta funcién es llamada trayectoria

del proceso X.

Definicion 0.2 Un proceso estocastico {X;,t € I} es llamado gaussiano si sus distribuciones
finito-dimensionales son gaussianas, es decir, si para cada seleccion de 0 < t; < tg < ... < t el
vector aleatorio Z = (X4, ..., Xy, ) € R¥ tiene distribucién normal multivariada. Esto es, existe un
vector i € R¥ y una matriz definida positiva X = (0;;) € RF** tales que,

1 _
P[th S Al’ ...,th € Ak] = k:/ / e(_(X—Nk)Zk 1(X—/Lk)t)d$’
Crlsit S

donde x = (21, ...,xx) € R¥, up = (E[Xy,], ..., E[Xy,)), 0ij = S(ti, t5) = cov(Xy,, Xy,), 0,5 =1, ..., k.

Entonces, podemos definir un proceso gaussiano X como un proceso estocastico que genera

muestras en el tiempo, de manera tal, que para cada conjunto finito de indices ti,...,t; de un
—

conjunto 7, tenemos que, X, 4 = (Xy,,..., Xy, ) es un vector gaussiano, con un vector de medias

(p(t1), ..., p(tx)) y matriz de covarianza ¥ = (E(Xy, — ,u(ti))(th — u(t)))).
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Notese que un proceso gaussiano estd completamente determinado por su vector de medias p y
su covarianza .

Luego, es importante y de gran utilidad encontrar formulas que nos permitan estimar de manera
sencilla la funcién de covarianza de este tipo de procesos.

La férmula clave en este caso es conocida como la Formula de Mehler,
E[H,(X)Hy,(Y)] = dpmnlp",

donde X e Y son variables aleatorias gaussianas y los H,, son los llamados polinomios de Hermite
definidos por:
dn 2 2

Ha(w) = (1) 7€),

Los cuales forman una base ortogonal del espacio L?(R, ¢), donde ¢ es la medida gaussiana

22

o(dx) = %dm.

Vamos entonces a deducir la ya nombrada Formula de Mehler para el caso en el cual se tiene
un vector (X,Y) ~ N (O, ( ; ‘17 )), es decir, un vector gaussiano centrado tal que EX? =1 = EY?,
E(XY) =

. . ; _ 1 P
Para simplificar denotemos por ¥(p) = ( o )
Utilizando la Transformada de Laplace para (X,Y) ~ N (0,%(p)), nos queda:

1(55)2( 51 ) 1(55)( St pS2 )
E[651X+SZY] — 62 122 Sa 262 122 pS1 + S2 (1)

_ 6%512-%/)5152-%%322

9

512 52
donde S1, .52 € R. Luego, multiplicando por e" 2 e 3 alaecuacién (1) y usando la representacién

en serie de Taylor de la funcién exponencial, tenemos:

s 552
E SlX+S2Y 6§:| - E |: S1X— 2 €S Y*% —_ epslsz

o0

_ Z 05152 . )
k=0

Sabiendo que la funcién generatriz de los polinomios de Hermite es:

=
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Tenemos que (2) queda de la siguiente manera,

P — ]1 — Jo!
= J1=0 J2=0
% Sjl Sj2
= Z Z EH; (X)H;,(Y)] ~1‘ 2| :
Jj1=0j2=0 Jr-gz:

Ahora bien E[H;, (X)H;,(Y)] = 0si j1 # jo. En el caso en el cual j; = ja se tiene que la igualdad

anterior se sigue si para cada ji,

(S182)1 _ (pS192)"!
Jilj! Ji!

E[H;, (X)Hj, (V)]
Entonces,
E[Hj,(X)H;,(Y)] = jilp"
Otro resultado importante es el siguiente teorema.

Teorema 0.1 Teorema de Wiener-Khintchine afirma que el poder de la densidad espectral

de un proceso aleatorio de amplio sentido estacionario es la transformada de Fourier de la

correspondiente funcién de autocorrelacion.

Demostracion : Sea C(t) la funcién de autocorrelaciéon de una funcién E(t),

= /OO E(T)E(t + 7)dr,

y sea E(7) la transformada de Fourier de E(t),

o .
— / Eve’%’”Tdv,
—00

o0
E’(T):/ E,e*™7 dy,

— 00

tomando la conjugada de E(7),

y sustituyendo E(7) y E(t + 7) en la funcién de autocorrelacién, tenemos

c(t) = / E(T)E(t+7)dr = / [ / E, %de} [ / Eye 2™ <t+7>dv] dr
—_ / / / E E /672m7’(v fv) —2miv’ thdvdv — / / Evalé(v’ . 'U)eiQﬂ-ivltd'Ud'U/

/ E,E,e 2™ dy = / |Ev|2e_2m”tdv = Fv[|Ev|2](t).
—oo —00

Asi, obtenemos que la funcién de autocorrelacion es simplemente la transformada de Fourier F,

de la raiz de E, y obtenemos el teorema de Wiener-Khintchine. U
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A continuacién se dard un ejemplo que serd de gran utilidad para calcular la esperanza de
variables aleatorias gaussianas con una matriz de covarinza ¥, cuyo resultado serd utilizado mas
adelante para el calculo de la esperanza de variables aleatorias gaussianas cruzadas en la estimacion

de la covarianza de un proceso.

Ejemplo 1 Sea X = (X1, X9, X3, X4) una variable aleatoria gaussianas con matriz de covarianza:

1 792 7m3 T4
ri2 1 T3 1oy
riz ez 1 T3

T4 Toa T34 1

Queremos calcular F(X; X2 X35X4).

Sea

@ty ta, ta, ty) = /R4 ei(t1x1+t2x2+t313+t4w4)p(xl,x27$37x4)d$1dx2dx3d$4,
la transformada de Fourier de la densidad gaussiana, siendo p(x1,x2,x3,x4) la densidad gaussiana
del vector X .

Si calculamos
L(t to,t3, ty) = / ei(tlxﬁt”ﬁt”?’”‘l“)(z’x V(iz2)(ix3) (ixa) p(x1, 2, T3, T4)dx1dXrodrsdr
Ot 0ta0tz0t, ~ 2 s 1)(iw2) (iz3) (iza) p(21, 22, 3, T4)dT1dodT3dTy

= /ez(tlxl+t2x2+t3z3+t4x4)x1x2$3x4p(x1,wg,xg,:):4)d:):1dw2d:c3dx4,
R4

y evaluamos en t; = to = t3 = t4 = 0, tenemos que:

94

_— = dxi1dxodxsd
8t18t28t38t4(0’0’0’0) /R4 T122x324p(21, T2, T3, T4)dx1drodr3zdry

= E(X1X2X3Xy). (3)

Entonces, podemos calcular la transformada de Fourier de una gaussiana, con vectores de media

cero y matriz de covarianza Y, como:

7%(t1t2t3t4)2

P(t1,ta,t3,ta) = e t

—%tf —riztita—rigtitz—riatita— %tg —ra3tatz—raalata— %té —r34t3ta— %ti .
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Para calcular E(X1X2X3X4), usamos (3) y tenemos que:
0o

——F——(0,0,0,0) =
8t18t26t36t4( ,0,0,0) 713724 + 714723 + 712734

= E(X1X2X3Xy). (4)

Definicion 0.3 Una funcion r: R — R se dice positiva definida si y sélo si para escalares
AL, A2, A3, ..., A € R, se verifica:

m m

er(ti — tj))\i/\j Z 0.

=1 j=1

Proposicion 0.1 Toda funciéon de covarianza es positiva definida.

Demostracion : Sean A1, A9, A3, ..., Ay escalares, entonces,
m m m m
er(ti —tj))\i/\j = ZZE(xti‘rtj))‘i)‘j
i=1 j=1 i=1 j=1
m m
= F Z Aixti Z )\jl‘tj

=1

=1
m 2
i=1
O

Teorema 0.2 Teorema de Bochner: Si r es una funcion definida positiva en la recta, entonces
existe una medida p positiva, sobre R, tal que:
S .
r(r) = / e”)‘d,u()\).
—00

Del Teorema de Bochner tenemos que:

Observacion 0.3.1 (1) La medida p es positiva, es decir, u(A) > 0 para todo A C R boreliano.

(2) N
M(]R):/ du(2) = 1(0) < +oo.

(3) En el caso de procesos p se llama medida espectral.
(4) Si p tiene densidad f con respecto a la medida de Lebesgue
dp(A)
= f(A

entonces f se llama densidad espectral o espectro de frecuencias.
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(5)
Bt =o*=r(0) = [ duh) = [ fjax

Los conceptos que siguen seran de utilidad en el capitulo 2, para hallar el espectro direccional

de una serie de datos de las olas del mar.

Definicion 0.4 Sea V' la funcién de covarianza de un proceso estacionario, si consideramos
los espacios X e Y fijos, entonces

1 t0/2
vaﬂﬂzsz/ Ntz y)n(t + iz + X,y + Y)dt, (5)

to—0o0tg J 4 /2
donde 7 es la elevacién de la superficie del agua.

Esta funcién puede ser obtenida a partir de los de registros simultaneos de las olas en dos perfiles
de las estaciones, cuyas ubicaciones son denotadas por (x, y) v (x + X,y + Y) y donde el tiempo
es denotado por ¢y (t+7).

Considerando que la funcién ®¢(f|X,Y) es la transformada de Fourier de ¥, tenemos que

oo

%mxw:/ U (r|X, Yo dr,

— 00

V(r|X,Y) = /OO o (f|1X,Y)e* /T df,

—0o0

donde f es la frecuencia de la ola y ® esta definida para —oo < f < .

Definicion 0.5 La funcién @y(f|X,Y) es llamada el espectro cruzado y es a menudo expresado

en términos de sus partes real e imaginaria como:

Do (f|X,Y) = Co(fIX,Y) —iQo(f|X,Y): —o0 < f < o0, (6)

donde
Co(f|X,Y) = /OO V(7| X,Y)cos2m frdr, (7)
Qu(fIX,)Y) = /_OO V' (7]X,Y)sin2m frdr, (8)

la parte real es generalmente llamada el coespectro y la parte imaginaria es llamada cuadratura del

espectro.
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Definicion 0.6 El momento espectral de orden ijk se define como:
o0 vy . .
Mijk = / / Wb S (w, ©)dOdw, 9)
0 —T

donde u = %2003(@ —0g),v = %sin(@ — ©g) v g es la constante gravitacional. Si en la ecuacién

(9) hacemos i = j = 0, entonces

mook — / / d@dw

y esto puede ser reescrito como
oo
Mmook = / WrS(w)dw.
0

La ecuacion anterior corresponde al momento de orden k de la frecuencia w, siendo

mk:/ W*S(w)dw.
0

Por otro lado mj;1 y m;j2 son denotados por:

= / / wu'v? S(w, ©)dOdw,
0 -7
/ / wu'v’! S(w, ©)dOdw,

respectivamente, las cuales representan las varianzas de las senales de las olas, ademds de su primera

y segunda derivada.



Capitulo 1

Las olas y sus fundamentos

matematicos

1.1. Anatomia de las olas.

Las olas son ondas que se desplazan por la superficie de los mares y océanos, las cuales se ponen
en movimiento mediante la accién del viento, éstas son el principal agente de modelado de las costas

y estan constituidas por:

Linea de agua
A

Cresta Altura

2 ~_ JAmplitud TN
Longitud
Profundidad Valle

Direccién de Propagacion

Fondo Oceanico y
P T A S O IR G S OF SN AN S AN i

Figura 1.1: Anatomia de las olas.

(1) Linea de agua: es el nivel de la superficie del mar (si estd en calma y si es perfectamente

plano).

(2) Cresta: es el punto més alto de la ola, por encima de la linea de agua.

10



Las olas y sus fundamentos matematicos

(3) Valle: es el punto més bajo de la ola, por debajo de la linea de agua.

(4) Altura: es la distancia vertical entre la cresta y el valle.

(5) Longitud: es la distancia horizontal entre las crestas sucesivas o depresiones.

(6) Periodo: es el tiempo que tarda una ola completa para pasar un punto en particular.

(7) Frecuencia: es el nimero de olas que pasan un punto en un periodo de tiempo particular.

(8) Amplitud: es la mitad de la altura de las olas o la distancia desde la cresta hasta la linea de

agua.
(9) Profundidad: es la distancia desde el fondo del océano hasta la linea de agua.

(10) Direccion de propagacion: es la direccién en la que una ola viaja.

1.2. Olas como ondas armodnicas progresivas.

Como un primer acercamiento de la descripcion de las olas se define el sistema de coordenadas
como se indica en la Figura 1.2, y se considera una simple onda progresiva armonica la cual se

estd moviendo en la direccién del eje z y posee una profundidad uniforme h.

|

T S S S N T SR AT A T T A R A A

Figura 1.2: Definicién progresiva del movimiento de las olas en la direccién del eje x.

Si suponemos que no podemos comprimir ni rotar el agua, entonces existe una velocidad potencial
¢ que cumple la ecuacién de Laplace en la region —h < 2z <7, —co < z < 00:
% 0% B

522 T o2 =" (1)

donde 7 es la elevacién de la superficie del agua, medida por encima del nivel del agua.

Vi =
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La velocidad potencial ¢ tiene que satisfacer la ecuacién (1.1), asi como la siguiente condicién
de frontera:
0¢

5 = 0 cuando z = —h, (1.2)

y dos de las siguientes tres condiciones de frontera en la superficie libre:

_19¢

n= gat,z:O, (1.3)
0 foler
aiz =20 (1.4)
9% 0
W‘FQ@ = 0. (1.5)

Suponiendo que ¢ se puede escribir de la forma:
¢ = f(2)sen(kx — wt),

la velocidad potencial que satisface las condiciones de frontera (1.2), (1.3), (1.4) y (1.5) es:

aw cos[hk(z + h)]

’ " sen(kx — wt),

¢ =

donde a es la amplitud de la ola, k es el nimero de olas y w es la frecuencia angular en radianes
por segundo.

También denotaremos a A como la longitud de la ola, que en la Figura 1.2 es igual a 27.

Si el agua es lo suficientemente profunda, es decir, h— oo, calculando el limite en la férmula

anterior, obtenemos el movimiento en la direccién del eje x que viene dado por:
w2
n(x,t) = acos(kr — wt) = acos (:n - wt) . (1.6)
g

Se puede escribir la ecuacién (1.6) en una forma més general mediante un sistema de coordenadas
fijo (z, y, z) el cual se muestra en la Figura 1.3, donde 6 es el dngulo entre los ejes z y zp, medido
en el sentido contrario a las agujas del reloj, € serd la fase de la ola cuando x =y =t = 0.

Entonces, el movimiento de la ola con dngulo 0 por el eje de las = puede ser escrito en general:

2

n(z,y,t) = acos %@cos@—i—ysen&)—w.t%—e . (1.7)
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Z YO
4
S A g
! / / /p\(-r Xo
1 W,.IXO:X COSE+ysine
-:‘7_, e -\_‘_‘r t-

°K

—F X

Figura 1.3: Definicién progresiva del movimiento de las olas en una direccién arbitraria.

Vamos a considerar las olas generadas por el viento en un punto (z,y) como una superposicién
lineal de ondas arménicas simples procedentes de diversas direcciones.

Utilizando (1.7), el movimiento puede ser escrito como
n(z,y,t) Zazcos[ (xcosb; +ysenb;) — wit +€; |,

esto es la onda incidental en el tiempo t donde se da un numero infinito de ondas sinusoidales
integradas por componentes de diferentes amplitudes, a;, procedentes de diferentes direcciones 6;,
con distintas frecuencias w;, en este caso, a;, 0; y w; son variables aleatorias que abarcan los rangos
0 <a; <oo,0<80; <2my0 < w; < oo, respectivamente. La fase ¢; también es una variable
aleatoria distribuida uniformemente a lo largo del rango —7 < ¢; < 7, y su magnitud depende de
la frecuencia w; y el angulo 0; (Pierson, 1958).

Para cualquier frecuencia e intervalo de direcciéon, AwAf, el promedio de energia de las olas se
convierte en %pgaiz. Ignorando el factor pg, la suma de %aiz, define la funcién densidad espectral
direccional S(w,0).

Esto es,

YN %af = S(w, 8)dwds, (1.8)

Aw A6

donde la funcién de densidad espectral S(w,#) es definida sobre el rango 0 < w < .
Al utilizar la definicién dada en (1.8), de forma aleatoria la superficie del mar puede ser expresada
por la siguiente representacién de la integral estocéstica (Pierson, 1955), ver més adelante para un

desarrollo mas formal,
n(z,y,t) / / cos [ (xcosf + ysenb) — wt + e(w,0)| \/25(w, 0)dwdb. (1.9)

Hay que tener en cuenta que la integracién mostrada en (1.9) no es una integral en el sentido

13



Las olas y sus fundamentos matematicos 14

de Riemann, sino que debe interpretarse como:

n(z,y,t) = Z Zcos [ 2’“ (x cosBzji1 + ysenboji1) — woir1t + €(waiy1, B2j4+1)
j=—s1=0

X \/25(‘4)21‘-1-17 B2j41)(waiyo — wai)(O2j12 — boj).
con los limites wo, — 00, waito — woy = 0, bas11 — 7, _o541 — —7, y O2j42 — o = 0 (Pierson,
1955; St. Denis y Pierson, 1953)[1].

El término 25(w, ) que participa en (1.9) es a menudo escrito simplemente como S(w, #). Esto
es admisible si la funcién de densidad espectral se define en el rango —oco < w < oco. Dado que la
funcion de densidad espectral es una funcién par, puede ser definida en el rango 0 < w < co.

A menudo es conveniente expresar el comportamiento de la ola dado en (1.9) en forma de vector,

escribiendo % = k y mediante el uso de las siguientes definiciones:

k = kcosfi+ksen 07
= ki +k,J,
ro= +yj'.

Entonces la ecuacion (1.9) puede ser escrita como

n(r,t) = /_Z /_7; cos(k - — wt + €)dA(w, )

= Re/ / ei(k'rf“’t“)dA(W,Q)a

donde Re representa la parte real y
dA(w,0) = A(w+ dw,0 + db) — A(w + dw, ) — A(w, 80 + db) + A(w, 0).

1.3. Analisis estocastico para la prediccion de las caracteristicas

de las olas.

1.3.1. Principio del método de prediccién.

El movimiento de la ola cambia con el tiempo en forma aleatoria. En realidad, tanto la altura de
las olas y el periodo de las olas varian aleatoriamente de un ciclo a otro. Debido a que las magnitudes
individuales y los tiempos de su aparicion suelen ser imprevisibles, esto puede estimarse con técnicas

probabilisticas.
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Con el fin de llevar a cabo la prediccion probabilistica al azar de un fenémeno, es necesario
determinar la funcién de probabilidad que rige el fenémeno. Por ejemplo, propiedades estadisticas
de la altura extrema de las olas puede ser evaluada mediante el uso de la funcién de probabilidad
que se aplica a la altura de las olas y luego para la aplicacién de estadisticos de orden.

Todos estos procedimientos estdn en el dominio de la probabilidad, para los que la funcién de
probabilidad estd definida.

La prediccién de las propiedades estadisticas de un proceso aleatorio se puede lograr a partir de
observaciones en el dominio del tiempo (esto se llama observacion al azar) si la ley de probabilidad
que regula el fendmeno se supone conocida. Por ejemplo, si observamos la altura de 100 olas,
sucesivamente, pero no al azar, entonces es posible predecir la altura extrema de las olas que se
espera que se produzca en las préximas 100 olas y con un coeficiente de confianza, suponiendo que
la altura de las olas obedece a la ley de probabilidad de Rayleigh.

Este método basado en observaciones al azar parece ser simple, sin embargo, el resultado no es
muy preciso a menos que el nimero de observaciones sea muy grande.

Un método de prediccion que es estadisticamente mucho més riguroso que el azar sobre la base
de la observacién se logra a través de andlisis estocdstico (andlisis arménico) llevado a cabo en el
dominio de la frecuencia. La prediccion disponible en la actualidad es el método que se basa en
principios desarrollados por Rice (1944,1945)[1].

El principio y el procedimiento del enfoque del andlisis estocéstico, aplicado a la prediccion
probabilistica, de olas caracteristicas de los mares al azar se muestran en la Figura 1.4.

Como se indica en la Figura 1.4 el enfoque abarca tres ambitos: el tiempo, la frecuencia y los
dominios de probabilidad. En el dominio del tiempo, la funcién de correlacion es evaluada para el
promedio de las olas registradas. Mas especificamente, la medicién aleatoria de los mares puede ser
dividido en dos fases.

Uno de ellos es el punto de medicién, a partir del cual las caracteristicas de las olas se obtienen
sin referencia a la direccién de la ola; la otra es la direccién de medicién, a partir de la cual la
propagacion de estado de energia de las olas se evalua, dando las caracteristicas de las olas en una
direccién dada.

En el primer caso, la funcién de autocorrelacién se evalia desde el registro, mientras que las
funciones de correlacién cruzada se obtienen de la tltima medicién. Se supone para ambos casos
que las olas estan en estado de equilibrio de procesos aleatorios débilmente ergddicos.

Una vez que la funcién de autocorrelaciéon se evalda, es transferida, siguiendo el teorema de

15
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Figura 1.4: Principio y procedimiento para la prediccién de propiedades estocasticas.

Wiener-Khintchine, al dominio de la frecuencia con la transformada de Fourier. El resultado es la

funcion de densidad espectral de la ola, que es a menudo llamada simplemente el espectro de las

olas.

De la misma manera que la funcién de autocorrelacién se transforma a la funcién de densidad

espectral, la funcién de correlacion cruzada se transforma en la funcién de densidad espectral cruzada

mediante la aplicacion del teorema de Wiener-Khintchine.

Como la funcién de densidad espectral cruzada es una funciéon compleja, es separada en su parte

real e imaginaria, llamadas coespectro y cuadratura del espectro, respectivamente.

A partir de estos espectros es posible derivar una serie de espectros de olas, llamados espectros de
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olas direccionales, que son funciones no sélo de la frecuencia, sino también del dngulo de direccion.
La funcién de densidad espectral se vincula entonces con la funcién de probabilidad para la

prediccion de las caracteristicas de las olas. En esta etapa suponemos lo siguiente:

(1) Las olas se consideran en estado de equilibrio débilmente ergédico, de modo que ellas son

procesos aleatorios con distribucién normal (Gausiana) de media cero.

(2) La funcién de densidad espectral en la ola es de banda estrecha, es decir, el espectro es

fuertemente concentrado en una frecuencia particular.
(3) Los picos de las olas (méximos) y los valles son estadisticamente independientes.

Bajo estas condiciones, la funcion de probabilidad individual puede derivarse de la altura de las
olas y el periodo de las olas, asi como la funcién de probabilidad conjunta para la altura de las olas
y el periodo.

La prediccién probabilistica puede hacerse incluso omitiendo alguna de las suposiciones

anteriores. Sin embargo, la funcién de probabilidad elegida depende de la hipétesis seleccionada.

1.3.2. Esquema del enfoque del analisis espectral.

Para llevar a cabo el andlisis espectral de los registros de las olas se supone en primer lugar, que
{x;} es un proceso gaussiano, centrado con E(x?) = o2 y es estacionario, es decir, (z¢, 14, -, Tt,,, +1)
tiene la misma distribucién que (zy,, ..., x4, ) para todo h € R, y esto ocurre para todo vector finito
dimensional de {x}.

Dado que el proceso {z;} es centrado y estacionario la covarianza del proceso la podemos
definir como

(1) = E(xi4rrt) = E(xr20).

Si resulta que 7(7) es la covarianza de un proceso gaussiano estacionario, el teorema (0.2) de
Bochner aplicado a la funcién f recibe el nombre de Teorema de Wiener-Khintchine.

Luego, para estimar la media y la varianza del proceso a partir de un nimero grande de
observaciones usamos las propiedades ergddicas, las observaciones del teorema de Bochner y el

comportamiento al infinito de los siguientes promedios:

1 t
/ Tsds,
tJo
1 t
/ z2ds.
t Jo
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Verifiquemos bajo que condiciones se tiene que:
1 t
t/ xsds — E(zy) = 0. (1.10)
0
1 t
t/ z2ds — E(z?) = o2 (1.11)
0

Llamemos

Entonces verifiquemos 1.10:

(a)

(b)

1/t 1/t
EY, = F [t/ xsds} = t/ Fz,ds = 0. Por Fubini.
0 0

&

1 [t 2 1 t gt 1t ot

[/ xsds} :2E/ / msxudsdu:Q/ / E(xsxy)dsdu

t Jo t 0 Jo = Jo Jo

1 t S 1 t t

2// (:csxu)dsdu—i—/ / E(zsxy,)dsdu

= Jo Jo

1

tQ// r(s —u)duds + — // r(u — s)duds. (1.12)

Resolviendo primero:

1 t s
2 / / r(s — u)duds,
0o Jo

hacemos el cambio de variable, s — u = v, y asi

;/Ot/osr(s—u)duds = z/t/or(v)( / / v)dvds

Ahora resolvemos:

- 3 / / dsr(v / (t — v)r(v)dv.
t12/0t /:r(u—s)duds,

hacemos el cambio de variable, u — s = v, y obtenemos

18
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1 t t 1 t t—s 1 t t—v
2/ / r(u— s)duds = 2/ / r(v)dvds = 2/ / dsr(v)dv
t=Jo Js t=Jo Jo = Jo Jo

= ;/O(t—v)r(v)dv.

Por lo tanto la ecuacién (1.12) queda de la siguiente manera:

EY? = 1512/0 (t—v)r(v)dv—i—;/o (t —v)r(v)dv

— t22/0t(t —v)r(v)dv = i/ﬂt <1 — %) r(v)dv.

Luego por ser r continua y tender a cero en infinito, es decir, |r(v)| — 0 cuando v — o0,

entonces ||7]|o0 < +00.

Ahora,

&0 1
limsup EY;> = lim sup2/0 Lio,) (U); (1 - E) r(v)dv.

t—00 t—00 t

Utilizando la convergencia dominada y la hipdtesis

o
/ Ir(v)| dv < 400,
0

se tiene que el término anterior tiende a cero cuando t tiende a infinito.

Luego,
2
v, £ 0.

Ahora verifiquemos (1.11):

1
EZt:E[t/ 2ds]: /Exst—/d = g2,

Debemos demostrar que,

L2
Ly —> a2

Es decir,
E[Z; — o?)> — 0,

cuando t — oo lo que equivale a,

Var(Z;) = EZ? — (EZy)? = EZ} — 0. (1.13)
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Luego,

1 [ 2 [*
EZ}=F |- x2d5 = E Ddsdu = = | (t —u)E(x22d)du,
t t 0 s 2 0 0
t
/ (t —u)du
0

2 [t 2 t?
0

Reescribiendo la ecuacién (1.13) obtenemos

donde,

t 2 2
tQ—/udu:tQ—t:t
0

teniendo que,

:ijA%r—mE[K?ﬁZ—q[(?f—&”d% (1.14)

utilizando el polinomio de Hermite de segundo orden Ha(z) = 22 — 1, la ecuacién (1.14) se convierte

EZ} - o? = ;/Ot(t —u) [E(:Uiacg) - 02] du = ;/Ot(t —u)o’E [(?)2 <$0)2 - 1] du

en:

2 t

EZ? - o? 2;0u—mE[K2ﬁ2—q[(?f—4Hdu

2% [- i [ (22) o (2)] (1.15)

Sabiendo que (X,Y) es un vector gaussiano con matriz de covarianza

tenemos por la Formula de Mehler que

B [Hyp (X)Hn(Y)] = 6 mnlp™.

Entonces la ecuacién (1.15) se convierte en

2 t

:2§0@—wE@% )m( ﬂm

EZ? — o*

o2 [t

2152/ (t —u)2r(u)?du — 0,
0

cuando t — oo.

Si

/ r2(u)du < +oo,
0

1/t 2 2
Zy = rods — 0.
tJo

entonces



Las olas y sus fundamentos matematicos 21

Ahora veamos como estimar la covarianza del proceso r(7). Tomemos

t
F(r) = / x(s+7)x8d8 — (1),
0

cuando t — oo.

Sea
1/t 1 [t
Elf(r)] = E [t/o :I:(S+T)a:5ds] = 75/0 Ex(gsrytsds = (7).
Llamando
1 [t
Wi = t/o L(s4r)Tsds —7(7),

vemos que FW; = 0 para t > 0.

Tomando )

1 t
EW?=F [t/ :U(S+T)x3ds] —r2(7),
0
si demostramos que EW}? — 0 cuando t — 0o tenemos que

1 t
t/o T(s47)Tsds — (1),

cuando t — oo.

Ahora bien,
1 [t 2 1t ot
EWtQ = E\|o [ Tynsds —7“2(7):—2 E(x(51+7')x51x(82+7)x82)dslds?_72(7) (1.16)
t Jo t“ Jo Jo
1 t rs1 1 t pt )
= tQ/O /0 E(H?(sl_52+T)1'(51_32)337:(}0)6[826[81 + tg/o / E<m7'x0x(52—s1+7')x(82—81))dslds? — (7).
S1
Resolvemos primero

1 t S1
? /0 /0 E(QS‘(Sl_82+7)$(81_82)1‘7x0)d82d81. (1.17)

Haciendo el cambio de variable s; — so = u y resolviendo tenemos que:

1 t S1 1 ¢
t2/0 /0 E($(31—sz+r)$(sl—52):Efxo)d52d51 = 252/0 (t—u)E(:U(u+T)xu1:Tx0)du. (1.18)

Ahora utilizando (4) en (1.18) nos queda:

1
t2

l t—UT2U ™ u TIr\u — T T2T u
/O<t )[r2(u) + r(u -+ TYr(u — 1) + ()] du.

t
/0 (t — u) E(Z (yyr)TuTrro)du = 2

Sabiendo que
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Tenemos que (1.17) queda de la siguiente manera

1 [t s
152/0/0 E(x(sl_52+T)x(51—sz)xrxo)dSstl

e 2 r2(7)
=g ) G-l @)+ rlut rru = 7)ldu+ : (1.19)

2

Resolviendo ahora

1 t t
152/0 / E(xTxox(52,51+T)x(52,sl))dsldSQ. (1.20)
51

Haciendo el cambio de variable sy — s1 = u, tenemos que

1 ¢ t 1 t
t2/0 / E($Tx0$(52—s1+r)$(s2_51))d51d82 = 152/0 (t—u)E(:L’TIL‘Ox(u+T)£L'u)dU. (1.21)
51

Ahora utilizando (4) en (1.21) nos queda:

1
t2

1

/ (t — u) E(2720% (yqr)Tu)du = 2 / (t —u) [TQ(_u) +r(r—u)r(—7—u)+ r2(7-)]du.
0 0

Sabiendo que

: /ot(t —u)r*(r)du = l7“2(7) {tz - tQ] - lﬁrz(ﬂ = 7’2(7')'

2 2

Tenemos que (1.20) queda de la siguiente manera

1 t t
t?/ / E(2720% (sy— s, 47)T(s5—s1))d51d52
0 Js1
1 2

= t2/0 (t—w) [rQ(—u) +r(t —u)r(—7 —u)ldu + ! (T) (1.22)

2

Si reescribimos (1.16) usando (1.19) y (1.22)

1 t t
EVVt2 = 752/0 /0 E($(51+7—)$31x(s2+7—)$32)d51d52*7"2(7')

1

= /0 (1 = W)l (u) + ru+ (= 7ldu+ /0 (t = w)r2(—u) + r(r — w)r(—7 — w)du.

Luego,
1 t
t/o T(sr)Tsds — 7(T)

1.4. Registro de olas I.

Los datos fueron tomados de CDIP (The Coastal Data Information Program) que es un

Programa Costero de Datos e Informacién de los Estados Unidos. Este programa costero, mide,
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analiza los archivos, y difunde datos sobre el medio ambiente costero para el uso de ingenieros,
planificadores y gestores de la costa, asi como cientificos y marinos. CDIP utiliza boyas direccionales
de tipo Datawell que miden la temperatura superficial del mar, la direccién y la energia de las olas.
Estas boyas hacen la recogida de los datos por segundo, mediante un sensor y en tiempo real.

Los datos (ver tabla I del apéndice) son de Jeffreys Ledge en New Hampshire (NH.), estacién
N° 16001, cuyo despliegue de latitud es 42° 48.050’ Norte y el despliegue de longitud es 70° 10.070’
Oeste. La profundidad del agua es de 76,50 metros y la variacion magnética local es de 16 W grados.
Utiliza indicadores de tipo Datawell Marca 3, boya direccional cuya frecuencia de muestreo es de

1.280 Hertz.

1.4.1. Interpretacién de los datos obtenidos de las olas en Jeffreys Ledge, NH.

La altura significativa de las olas es denotada por (Hs) y esta representa uno de los 30 minutos
de duracién promedio de % de las olas ma&s altas en un sensor. Estadisticamente, la mayor ola
durante el periodo de mediciéon puede ser aproximadamente el doble de la altura de las olas, es
decir, (1,8 x Hs).

La direccién es el angulo de la brijula (0-360 grados en sentido horario desde el norte real) desde
donde vienen las olas. En el océano, sin embargo, no hay dos olas que sean perfectamente idénticas,
son procedentes constantemente de diferentes direcciones o diferentes frecuencias.

Dado que nunca hay una unica direccién, ni un inico periodo de las olas del océano, s6lo podemos
medir el periodo del pico (TP) y la direccién del pico (DP). El periodo méximo es el periodo mas
comun entre las olas consecutivas, mientras que el pico maximo es el mds comun en la direccién.
Para llegar a los valores, de la energia de las olas de una estacion durante un periodo determinado
de tiempo (unos 30 minutos), en la mayoria de los casos, se agrupan en bandas diferentes.

Para determinar las condiciones de las olas, no se puede simplemente observar en el océano
durante unos segundos. En lugar de ello, es necesario observar los datos durante un largo periodo.
Para la mayoria de los célculos de las olas, se utiliza una muestra de datos donde se consideran
aproximadamente 30 minutos de duracién.

En las boyas Datawell, el sensor calcula un espectro de ondas y transmite la informaciéon cada
30 minutos de periodo de muestreo.

El Tiempo Universal Coordinado (UTC), es el tiempo en 0 grados de longitud, también conocido

como GMT (hora media de Greenwich).

23
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1.5. Analisis de los datos obtenidos de las olas en Jeffreys Ledge,

NH., utilizando WAFO.

En esta seccién se analizaran los datos obtenidos de las olas en Jeffreys Ledge, NH., utilizando
algunos algoritmos de WAFO (Wave Analysis for Fatigue and Oceanography), la cual es una caja
de herramientas de MATLAB, construida por la Universidad de Lund en Suecia, que se utiliza para
el andlisis estadistico, la simulacién de olas y cargas aleatorias al azar. Se comenzara definiendo el
espectro S(w), que serd utilizado durante todo el andlisis de los datos, se trabajara con el espectro
Torsethaugen de pardmetros Hy y T}, donde la energia es dividida entre dos picos, correspondiendo
a las contribuciones por parte del viento y del oleaje. WAFO permite que el espectro sea definido

de manera simple por sus parametros Hy y T),.

1.5.1. Simulacion de espectros.

Para este andlisis inicial se usarédn los promedios de Hy y T}, y para la simulacién del espectro
se utilizardn los comandos torsethaugen, spec2sdat y waveplot, donde torsethaugen calcula el
espectro de doble pico (oleaje 4+ viento), spec2sdat simula un proceso gaussiano y sus derivados
de espectro y waveplot dibuja la elevacion de la superficie de series de tiempo.

El algoritmo utilizado en MATLAB genera 200 segundos de los datos con 10 Hz y fue el siguiente:

SIMULACION DE UN ESPECTRO

Hs=
[0.52; 0.53; 0.61; 0.63; 0.60; 0.68; 0.65; 0.74; 0.76; 0.73; 0.75; 0.76;
0.72; 0.72; 0.69; 0.70; 0.72; 0.73; 0.71; 0.73; 0.72; 0.75; 0.70; 0.68;
0.70; 0.74; 0.70; 0.65; 0.56; 0.43; 0.33; 0.36; 0.38; 0.39; 0.38; 0.41;
0.41; 0.37; 0.38; 0.40; 0.41; 0.40; 0.36; 0.33; 0.33; 0.32; 0.32];

Tp=
[3.57; 3.85; 4.00; 4.00; 4.00; 3.85; 3.85; 4.00; 4.00; 4.17; 4.00; 3.85;
3.70; 3.70; 3.85; 3.70; 3.85; 4.00; 3.85; 4.00; 4.00; 3.85; 3.70; 3.70;
3.70; 3.70; 3.45; 3.03; 2.70; 7.69; 7.14; 7.69; 7.14; 7.69; 6.67; 7.14;
7.14; 7.14; 6.67; 7.14; 9.88; 2.56; 7.69; 11.11; 9.88; 7.69; 7.69];

mel=mean(Hs); me2=mean(Tp); sal=std(Hs); sa2=std(Tp);
Si=torsethaugen([], [mel me2],1); xs=spec2sdat(S1,[2000 1],0.1);

waveplot(xs,’-’);
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Surface elevation from mean water level (MWL).
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Figura 1.5: Simulacion del espectro de Jeffreys Ledge, NH.

En la figura 1.5 se ha simulado un espectro con los datos obtenidos de Jeffreys Ledge, NH. En
el se encuentran marcados con + los puntos méaximos y minimos relativos alcanzados por las olas.
Para obtener este grafico se tomaron 2000 puntos para la simulacién, asi como, la media de Hs y
Tp, respectivamente y At = 0,1. Aqui podemos observar que la méxima altura de la cresta de la
simulacién es de 0,4 m, mientras que la maxima altura de el valle de la simulacién es de -0,4 m, si
observamos los datos intermedios de la simulacién del espectro podemos verificar que no hay dos
olas que sean perfectamente idénticas ni hay dos olas que posean el mismo periodo del pico Tj,.

En ciertas ocasiones los datos son dados en forma de series de tiempo, por lo cual se calcula el
espectro estimado. Ahora se procederd a simular 20 minutos de sefial con 4 Hz, para encontrar el

espectro estimado Sest(w) y comparar el resultado con el espectro Torsethaugen S(w) original.

Spectral density
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o o
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Figura 1.6: Espectro estimado (linea punteada) y espectro Torsethaugen (linea sélida).
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Fl siguiente codigo en MATLAB fue usado para generar la figura 1.6, donde los dos espectros
son graficados. El tamano méximo de la ventana de Parzen usado aqui serd de 400 y este puede ser

seleccionado por el usuario o automaticamente por WAFO.

ESPECTRO ESTIMADO Y ESPECTRO ORIGINAL
xs=spec2sdat (81, [20x60*4 1],0.25);
Sest=dat2spec2(xs,400) ;
wspecplot(Sest,1,’--’), hold on
wspecplot(S1,1), hold off

axis([0.6 3 0 0.041)

Donde dat2spec?2 da la estimacién de una parte de la densidad espectral usando una funcién
en la ventana de Parzen o la estimacién de la funcién de autocovarianza y wspecplot dibuja la
densidad espectral.

Podemos observar que en la figura 1.6 el espectro estimado no se ajusta perfectamente al espectro
Torsethaugen, aunque ellos proviene de los mismos datos. Se realiza estd comparaciéon para hacer
notar que dependiendo de como se trabaje con los datos (en promedio o en serie de tiempo) se
obtendra una densidad espectral méas ajustada a la realidad. Cuando se trabaja con los promedios
dejamos de lado ciertos datos atipicos, mientras que si trabajamos con la serie de tiempo tendremos

los datos reales.

1.5.2. Distribucion de probabilidad de las caracteristicas de las olas.

WAFO da la posibilidad de calcular las distribuciones de probabilidad para un nimero de olas
caracteristicas, dada una densidad espectral.

Una caracteristica de las olas es el periodo, que puede ser definido de varias maneras. WAFO
permite al usuario elegir el periodo a utilizar.

Los periodos de las olas pueden ser extraidos para la realizacion de la figura 1.5 y son mostrados
en un histograma en la figura 1.7.

Las siguientes son las lineas de cddigo que producen la figura 1.7. Lo primero que se hace es
extraer el valor medio del periodo de los datos usando dat2wa y lo almacenamos en la variable T,
posteriormente se usa spec2tpdf para calcular la distribucién tedrica.

Aqui whisto dibuja el histograma y pdfplot dibuja los contenidos de estructuras en pdf.
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Figura 1.7: El histograma muestra los periodos de las olas extraidos para la simulacion de los datos.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LAS CARACTERISTICAS DE LAS OLAS
[T, index] = dat2wa(xs,0,’d2u’)

whisto(T,25,1,1), hold on

dtyex = spec2tpdf(Si,[],[],[0 10 51],0,2,5,0,[1);

dtyest = spec2tpdf(Sest,[],[],[0 10 51]1,0,2,5,0,[1);

pdfplot (dtyex)

pdfplot(dtyest,’~-.’)

axis([0 10 0 0.35]), hold off

En la figura 1.7 podemos observar que los periodos de las olas no tienen una distribucién
uniforme, esto es debido a que no hay una unica direccién, ni un tnico periodo de las olas del

océano.

1.5.3. Espectro direccional.

En WAFO se encuentran los medios para la evaluacion y la visualizacién del espectro direccional,
que es,

S(w,0) = S(w)D(0,w),

donde S(w) es el espectro de frecuencia y D(f,w) es la funcién de propagacién. Un nimero de
funciones de propagacién comunes pueden ser elegidas por el usuario. En las figuras 1.8 y 1.9, se

muestra el resultado de los espectros direccionales (lineas sélidas, con diferentes longitudes de w)
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para el espectro Torsethaugen usado anteriormente.

La funcién de propagacion es del tipo cos2s, con s=15 y esta dada por:
I'(s+1 0
D(0) = (—)100525 =
2/ml(s + 35) 2
Cada caso depende de la frecuencia. Las lineas punteadas en el espectro direccional corresponden
a la funcién de propagaciéon que depende de la frecuencia.

Las lineas de cédigo que producen la gréfica del espectro direccional I con w = 7, son:

ESPECTRO DIRECCIONAL I
D1 = spreading(101,’cos’,pi/2,[15],[],0);
SD1= mkdspec(S1,D1);

wspecplot(SD1,1);

Directional Spectrum

Level curves at: 90
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Figura 1.8: Espectro Direccional 1.

Y las lineas de cédigo que producen la grafica del espectro direccional II con w = 0, son:

ESPECTRO DIRECCIONAL IT

D12 = spreading(101,’cos’,0,[15],51.w,1);
SD12 = mkdspec(S1,D12);
wspecplot(SD12,1);

Donde spreading es el direccional de la funciéon de propagacion y mkdspec dibuja el espectro
direccional y la frecuencia del espectro dada la funcion de propagacion. Estos espectros direccionales

representan la energia que llevan las olas y ellos dependen de la frecuencia.
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Directional Spectrum
90 2

Level curves at:

Figura 1.9: Espectro Direccional II.

Para finalizar esta parte se simulard la superficie del mar en dos cuadrados de 32 m por 32 m con
direcciones espectrales SD1 Y SD12. En el mar se puede observar que las olas vienen de diferentes
direcciones, sin embargo, la frecuencia depende de la funcién de propagacién que lleva a superficies
mucho mas irregulares, por lo que la orientacién de las olas es menos transparente.

En las figuras 1.10 y 1.11, no es facil deducir que la superficie del mar tiene el mismo periodo
de disribucién, pero esto es més obvio que deducir que las longitudes de las olas son diferentes. El
comando seasim simula una superficie del mar con direccién espectral cualquiera y los algoritmos

para las simulaciones fueron los siguientes:

SIMULACION DE UNA SUPERFICIE DEL MAR CON DIRECCION ESPECTRAL SD1
Y=seasim(SD1,2°5,275,100,1,1,1,2,1);

Figura 1.10: Superficie del mar con direccion espectral SD1.
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SIMULACION DE UNA SUPERFICIE DEL MAR CON DIRECCION ESPECTRAL SD12
Y=seasim(SD12,2°5,2°5,100,1,1,1,2,1);

Figura 1.11: Superficie del mar con direccion espectral SD12.

1.5.4. Funciones aleatorias y modelado de olas.

Ahora se daran algunas herramientas para el andlisis de funciones aleatorias con respecto a su
correlacion espectral y propiedades de la distribucion.

Las funciones que van a ser analizadas pueden ser medidas o estudiadas segiin la tendencia,
donde las olas en la superficie del mar es uno de los ejemplos més importantes. Suponemos que los

datos medidos son dados de una de las siguientes formas:

(1) En el dominio del tiempo, las mediciones de una funcién son denotadas por x(t), 0 <t < T,
donde t es el tiempo y T es la duracién de las mediciones. La funcién x(t) es por lo general la
muestra de una frecuencia fija y de una resolucién dada, es decir, los valores de x(t) también
se discretizan. Los efectos de la toma de muestras no siempre pueden ser descuidados en las
estimaciones de pardametros o distribuciones. Suponemos que las mediciones de las funciones

se guardan como un archivo de dos columna.

(2) En el dominio de la frecuencia, se determina la potencia espectral, que es un modo importante
en el andlisis de sistemas. Esto significa que la senal es representada por una serie de Fourier,
N
x(t) ~m+ Z a;cos(wit) + bisen(wt),
i=1
donde w; = i- 27 /T son las frecuencias angulares, m es el promedio de la senal y a;, b; son los

coeficientes de Fourier.
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Algunas propiedades generales de funciones de medida se pueden resumir con unas simples
caracteristicas. Estas son la media m, definida como el promedio de todos los valores, la desviacion
estandar o, y la varianza o2, que mide la variabilidad alrededor de la media en la escala lineal y
quadréatica.

Estas cantidades son estimadas por:

m = 1/T/0Tx(t)dt,

0?2 =1/T /(]T(x(t) —m)2dt.

Otra propiedad importante es el cruce del espectro o intensidad de cruce p(u) definida como la
intensidad de upcrossings (nimero medio de upcrossings por unidad de tiempo), de un nivel u por
x(t) como una funcién de u. La frecuencia media f, es generalmente definida como el nimero de
veces que x(t) cruza el nivel medio normalizado m por la longitud del intervalo de observacién T,
es decir, f, = u(m).

Para los siguientes andlisis se usaran los datos de Jeffreys Ledge, NH., donde se tomara en el
algoritmo como primera columna el tiempo y los valores de la funcién en la segunda columna.

Para extraer los niveles del espectro se implementé el siguiente algoritmo:

NIVELES DEL ESPECTRO
me=mean(xs(:,2)); sa=std(xs(:,2));
xs(:,2)= xs(:,2)-me

lc=dat2lc(xs); plot (1lc)

axis([-15 1100 -15 360])

Donde me y sa son la media y la desviacién estandar de la senal, respectivamente. La variable
lc es una matriz de dos columnas con los niveles en la primera columna y el ntimero de cruces de
los niveles en la segunda columna.

En la figura 1.12 el niimero de cruces de xs es dibujado y comparado con una estimacién basada
en la suposicién que xs es una realizaciéon de un proceso Gaussiano del mar.

El ntimero de cruces es automaticamente dibujado por dat2lc. Se puede observar que no existe
ningin cruce entre xs y su estimacion.

Ahora calcularemos la frecuencia media como el nimero promedio de cruces por unidad de
tiempo donde el nivel medio es igual a cero (0); esto puede requerir interpolacién en la intensidad

del cruce de la curva, como sigue:
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Figura 1.12: Numero de cruces.

FRECUENCIA MEDIA
T=max(xs(:,1))-min(xs(:,1))

fO=interp1(lc(:,1),1c(:,2),0)/T

El proceso de acumulacién de danos por fatiga depende sélo de los valores y el orden de los
extremos locales en la carga. La secuencia de los extremos locales es llamada la secuencia de puntos
de inflexion. Esto es una matriz de dos columnas con el tiempo de los extremos en la primera

columna y los valores de xx en la segunda.

PUNTOS DE INFLEXION
tp=dat2tp(xs);
alfa=f0/(length(tp)/(2*T))

Aqui dat2tp extrae los puntos de inflexién a partir de los datos y alfa es el factor irregular.
Luego lenght(tp) es igual al niimero de maximos y minimos locales y por lo tanto tenemos un factor
2 en la expresién para alfa.

Siguiendo con el andlisis dibujaremos los datos y haremos un acercamiento en una region
especifica de una parte del mar, los datos se presentan en el grafico 1.13, el cual fue obtenido

con los siguientes comandos:

clf
waveplot(xs,tp,’k-’,*’,1,1)

axis ([0 20 -inf inf])
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Surface elevation from mean water level (MWL).
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Figura 1.13: Una parte de los datos del mar con puntos de inflexion.

Si la senal es constante en algunos intervalos, y se le agrega a esto las altas frecuencias se puede
calcular la densidad espectral; como pueden producirse datos constante si el dispositivo de medicion
se bloquea durante un periodo de tiempo, se pueden hacer comparaciones de estos datos calculando
los puntos de inflexién en pequenos intervalos de los datos del mar.

Para encontrar posibles puntos innecesarios de los datos se usé el siguiente comando:

PUNTOS INNECESARIOS
dt=diff(xs(1:2,1));
dcrit=5*dt;
ddcrit=9.81/2*dt*dt;
zcrit=0;

[inds indg]=findoutliers(xs,zcrit,dcrit,ddcrit);

Los valores para zcrit, dcrit y ddcrit pueden ser escogidos més cuidadosamente.

Sin embargo, pequenos cambios en las constantes son usualmente no decisivos.

Como se ha visto de la transcripcién del programa un total de 13 puntos se han encontrado que
son innecesarios esto es aproximadamente 28 % de los datos.

Basados en esto podemos clasificar los datos como buenos, razonables, pobres o inservibles.

Obviamente un uso no critico de los datos puede conllevar a resultados no satisfactorios.

Volveremos al problema cuando discutamos métodos para reconstruir los datos.
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Damos ahora el espectro §(w) para la senal xs.

S=dat2spec2(xs,47);

wspecplot (8)

Sw) [m® s/ rad]

x10° Spectral density
: : .

fp=1.5[rad/s] |4

. . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14

Frequency [rad/s]

Figura 1.14: Densidad espectral.

Podemos apreciar que el espectro tiene un comportamiento regular.

En el siguiente paso el momento espectral serd calculado. El vector mom ahora contiene los

momentos espectrales mg, ms, my, los cuales son las varianzas de las senales de la primera y segunda

derivada. Podemos especular que la varianza de las derivadas es demasiado alta parcialmente a causa

de los puntos innecesarios.

MOMENTO ESPECTRAL

[mom text]=spec2mom(S,4)

[sa sqrt(mom(1))]

En fin para estimar el espectro de un proceso Gaussiano uno necesita varias realizaciones de los

procesos. Entonces la estimacién de un espectro puede ser hecha para cada realizacion y luego se
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promedia. Sin embargo, en muchos casos so6lo una realizacién del proceso estd disponible. En tal
caso una es suficiente asumiendo que el espectro es una funcién suave de w y se puede usar esta
informacién para mejorar la estimacién. Practicamente esto significa que uno tiene que usar algunas
técnicas de suavizado. Para los datos del mar tendremos que estimar el espectro por medio de la

funcién de WAFO llamada dat2spec con un segundo parametro definiendo el grado de suavidad.

ESTIMACION DEL ESPECTRO
Sl=dat2spec2(xs,47) ;
S2=dat2spec2(xs,47);
wspecplot(S1,[]1,’-.7)

hold on; wspecplot(S2); hold off

x10° Spectral density
T T T

T T T
fp = 1.5 [rad/s] |

S(w) [m® s/ rad]

. . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14
Frequency [rad/s]

Figura 1.15: Densidad espectral.

Se puede observar que no hubo ningiin cambio con respecto al espectro original.
Obviamente conociendo el espectro uno puede calcular la funcién de covarianza. El siguiente
c6digo en MATLAB puede calcular la covarianza para la densidad del espectro S1 y lo compara con

la covarianza estimada en la senal xs.

COVARIANZA
R2=spec2cov(S1,1);
Rest=dat2cov(xs,47,[1,’- -7);
covplot(R2,47,[1,°.7)

hold on; covplot(Rest); hold off
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Auto Covariance Function (ACF)
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Figura 1.16: La funcién de covarianza estimada en el conjunto de los datos xs, es la linea solida,

comparada con la funcién de covarianza tedrica calculada para la densidad espectral S1.

Podemos ver en la figura 1.16 que la funcién de covarianza correspondiente a la densidad espectral
S1 difiere significantemente de la estimada directamente de los datos.

Observa que la funcién de WAFO spec2cov puede ser usada para calcular una estructura de
covarianza la cual puede contener ambas covarianzas en el tiempo y en el espacio, asi como las de las
derivadas. La entrada puede ser cualquier estructura de espectro, dat2cov realiza la estimacién de

la funcién de covarianza automéaticamente de los datos y covplot dibuja la funcién de covarianza.



Capitulo 2

Espectro direccional

2.1. Espectro direccional de las olas del mar.

Las transformaciones de las olas como la difraccién, refraccién y reflexién estan muy influenciadas
por las caracteristicas de los espectros direccionales de las olas. Por lo tanto, tenemos que enriquecer
nuestros conocimientos sobre los espectros direccionales de olas a través de la acumulacién de una
gran cantidad de datos. Sin embargo, la medicién de espectros direccionales de las olas requieren un
esfuerzo varias veces mayor que el de los espectros de frecuencia. Mientras que el segundo puede ser
obtenido a partir de una ola de registro en un solo punto, el primero requiere del registro simultaneo
de varios componentes de la ola. Con referencia a la clasificacién realizada por Panicker, las técnicas
de medicién de los espectros direccionales de las olas que se han probado hasta ahora se enumeran

a continuacién:

(1) Métodos de medicién directa:

(a) Arreglo de olas manométricas,
(b) Boya direccional y

(c) Dos ejes de la corriente.
(2) Métodos de la teledeteccion:

a) Técnica déptica:
(a) p
(i) Stereophotogrametry y

(ii) Holografia.
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Espectro direccional

(b) Técnica de microondas.

Haciendo referencia a lo anterior, los métodos de medicién directa y el stereophotogrametry se
basan en el mismo principio de analisis, que es el andlisis digital de los espectros cruzados entre
varios pares de registros de olas. La holografia es un método de andlisis de tipo analdgico, una
fotografia aérea se produce a través de los patrones de difraccién por la exposicién de un negativo
de pelicula a un rayo ldser. Las técnicas de microondas son mas recientes, y son varios los enfoques
que se estan realizando. Un radar de abertura sintética, montado sobre un satélite o un avién, es
un método prometedor. King y Shemdin informaron de una medicién de la distribucién de las olas
en un huracan, por medio de aire, a cargo de radar de apertura sintética. En la tierra un radar HF
de alta frecuencia también ha sido empleado para la medicién de los espectros direccionales de las
olas, segun lo informado por Vesecky. Se espera un rapido progreso en el campo de las técnicas de

microondas para las mediciones de espectros direccionales de las olas.

2.1.1. Relacion entre el espectro direccional y la funcién de covarianza.

La cantidad bésica utilizada para estimar el espectro direccional es la funcién de covarianza de
los perfiles de las olas en el dominio espacial y temporal.

Siendo la funcion de covarianza:

U(X,Y,7)= lim

Z0,Y0,70—00 iﬂoyoto

/// n(z,y,t) x n(z+ X,y + Y, t + 7)dedydt. (2.1)

Sustituyendo ahora a = (kxcost + kysenf — wt + ) con w = 27 f en (2.1), tenemos que:

U(X,Y, )= wo’yo%gr(]rl_}wxoyoto///zZanamcosozn

n=1m=1

X cos(y + km X cosOp, + kpY senby, — wy,7)dxdydt. (2.2)

Debido a que el valor esperado de cosancosay, es 0 para n # m, la ecuacién (2.2) se puede
escribir:

(e 9]

1
U(X,Y, 1) 25 cos(kpXcosby, + k,Y senb,, — w,T). (2.3)

Combinando la ecuacién (2.3), con la definicién de la funcién del espectro direccional, se tiene

la siguiente relacién entre la funcién de covarianza y el espectro direccional:

27
U(X,Y, )= / Sk(k,0)cos(kXcos + kY senf — wT)dldk. (2.4)
o Jo
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La inversa de la transformada de lo anterior se puede obtener utilizando el teorema de la
transformada de Fourier y su tranformada inversa. Para ello, la coordenadas polares (K, 6) son
transformadas en coordenadas cartesianas (u, v), y w es tratada como una variable independiente,
es decir, la relacién de dispersion, no se utiliza en esta etapa. Después de algunas manipulaciones,

obtenemos las siguientes relaciones:

Yo(X,Y, 1) = / / / Sko(u,v,w)ei(“X+”Y_”T)dudvda, (2.5)

1 oo o0 o .
Sko (U, v,w) = (277)3/ / / Uo(X,Y, 7)e XY~ g x qy dr, (2.6)
—o00 J—00 J—00

donde u = kcost y v = ksenf.

En las ecuaciones (2.5) y (2.6), la frecuencia angular w es tratada como una variable
independiente del nimero de olas k = |u? + v2]1/ 2y por lo tanto, la densidad espectral direccional
se define en las tres dimensiones (u,v,w) del espacio. El subindice 0 en ¥ y Sj,, se anade para
indicar que las funciones asignadas se definen en los rangos —oco < 7 < 00y —00 < w < 00; estas
funciones tienen valores iguales a la mitad de las funciones definidas en el rango [0, c0).

Si la funcién de covarianza en dos dimensiones de las olas de perfil con respecto a X, Y y 7 es
conocida con suficiente densidad en todo el dominio, el espectro direccional de la ola se puede estimar
con la ecuacién (2.6). La informacién sobre Wo(X,Y, 7) con la densidad suficiente que requieren los
datos del perfil de la ola se obtienen de manera uniforme en toda el drea, x = —x¢/2 ~ x0/2,
y = —%0/2 ~ y0/2 y en todo el periodo de tiempo t = —ty/2 ~ tg/2. Especificamente hablando, se
requieren de cientos de fotografias aéreas consecutivas de la superficie del mar tomadas en la misma
area. Esto no es imposible, pero es inviable en la practica debido al excesivo costo de la operacién y
el anélisis. Cuando la marina de los EE.UU., llevé a cabo el Proyecto de Observacion Estéreo de las
olas (SWOP) en 1954, se consiguié la estacionariedad de la ola y se asumi6 la direccién del espectro
Sko(u,v), que se estimé a partir de la informacién de ¥o(X,Y,0), que se calcula a través de un
mapa de elevacion de la superficie. Un inconveniente de esta técnica es la incapacidad de distinguir
los valores de Sk, (u,v) y Sk,(—u, —v), es decir, dos componentes de la propagacién de las olas en
direcciones diferentes de 180°. Por lo tanto, a los efectos del andlisis de los datos SWOP, se supone
que la direccién del espectro de la ola existe s6lo en el azimuth, dentro de los £90° a partir de la
media de la direccion de la ola. La situacion es la misma para el método del holograma. Cuando se
usa en el arreglo de las olas manométricas (con excepcién de la matriz lineal) y las boyas de olas,

este problema no existe y la direccién del espectro de las olas se puede estimar en todo el rango de

direccién (8 = 0° ~ 360°).
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2.1.2. Estimacion de los espectros direccionales de las olas con una boya

direccional y con un medidor de dos ejes de la corriente.

Muchas mediciones direccionales de las olas se han hecho por medio de boyas direccionales y
mediante dos ejes de la corriente. El niimero de tales mediciones direccionales en los documentos
técnicos de las olas supera las mediciones de los arreglos de olas manométricas. Una de las primeras
mediciones desarrolladas en las boyas direccionales es el cabeceo y balanceo de boyas, informado por
Longuet-Higgins, que mide los &ngulos de cabeceo y balanceo y la aceleracién de las boyas. Mitsuyasu
empled un trébol de boyas, que tiene la capacidad de medicién de la curvatura de la superficie del
agua, ademads del cabeceo, balanceo y la aceleracién. Sobre la base de sus mediciones detalladas
de espectros direccionales de las olas, y otros datos publicados, Mitsuyau propuso un formulario
estandar para la funcién de propagacion direccional. En cuanto a las actuales mediciones, Nagata
mide la velocidad de las particulas del agua en dos componentes de las coordenadas cartesianas
mediante dos ejes de una corriente electromagnética, y se estima el espectro direccional de la olas de
estas mediciones. Recientemente las mediciones de las olas direccionales con dos ejes de la corriente
van acompanadas de la mediciéon simultdnea de la elevacion de la superficie o de la presion de la
fluctuacién, con el fin de poder distinguir de qué lado del plano medio estan llegando las olas.

El principio de medicion de las direcciones de las olas por medio de una boya se dio por Longuet-
Higgins (1961), es uno de los més simples, pero bien disefiado dispositivo desarrollado por la boya.
La boya es un disco circular de 1,71 metros de didmetro en el interior se encuentran un acelerémetro
y un giroscopio para la medicién de la aceleracién vertical y para mediciones de las olas incidentales
en dos direcciones rectangulares. La base tedrica para la obtencién de la ola direccional a través de
este dispositivo es la siguiente:

Vamos a considerar en primer lugar que tiene tres componentes; el desplazamiento vertical de

. .z . . on on
la ola 1 que se convierte de la aceleracion, y direcciones 7 y By

(o]
& = 1= Z ancos(kpzcosty, + knysenbd, —wpt + €,,),
n=1
an >
& = i Z knancostysen(kpxcost, + k,ysenb, — wnt + &,),
n=1
a o0
& = 8—2 = — Z knansendy, sen(kyxcosty, + knysenb, — wnt + &5,). (2.7)
n=1

El mayor desplazamiento se obtiene mediante la doble integracién de la aceleracién con respecto
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al tiempo. La funcién de covarianza entre estas tres cantidades se calculard como:

Wia(T)

=1
L)t +T1)= Z §knaicosensenwn7,

n=1

Uiz(r) = &)ét+7) = Z lk a? senf, senw, T,

n= 1

L&t +7) = Z

cos&nsenﬁncoswnr (2.8)

l\.')\r—t

Wa3(T)

Los espectros cruzados son calculados para las funciones de covarianza (2.8) usando (7) y (8), y

pueden estar relacionados con el espectro direccional de las olas como sigue:

oo 1 2m
Cas(f) = / Wo3(7)cos2m frdr = 5 S(f,0)k*cosfsendds,

—00 0

Qu2(f) = /00 Uio(7)sen2r frdr = % ” S(f,0)kcosbdo,

—o0 0
oo 27
Qi3(f) = /_ \Iflg(T)SenQWdeT:% ; S(f,0)ksenddd, (2.9)

donde

Cr2(f) = C13(f) = Qa3(f) =

Ademsds la funcién de autocorrelacién da los siguientes coespectros, que estan relacionados con

el espectro direccional,

00 2
Cu(f) = / \1111(7')003271'de7’:% ; S(f,0)do
00 27
Con(f) = / \1122(7')605271']07'(17':% i S(f,0)k*cos*0de,
00 2
Cas(f) = / \1133(T)cos2wfnz7:% i S(f,0)k*sen?6d6, (2.10)

donde

Qu(f) = Q2(f) =Q33(f) =0

Por lo tanto, podemos obtener seis cantidades entre los tres espectros cruzados y las tres
funciones de autocorrelacion, que estdn relacionadas con las integrales del espectro direccional
con respecto a la direccién indicada por (2.9) y (2.10). Para obtener una estimacién del espectro
direccional, nosotros asumimos que S( f,#) puede ser ampliado en una serie de Fourier de la siguiente

manera:

S(f,0) fAO Z f)cosnb + By, (f)sennd]. (2.11)
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Mediante la sustitucién de (2.11) en (2.9) y (2.10), y llevando a cabo las integraciones, los

coeficientes de Fourier para n = 0, 1,2 pueden ser determinados como sigue:

Ao() = 200D M) = 2 Qulf), Aalf) = —5[Conl) — Cosl)],
Bl = = Qulf), Balf) = —5Cnll), (212

donde k = “’?2 =numero de olas, siendo w = 27 f.

Cii(w) = S;(w) = espectro de frecuencia de la componente i.

Cjj(w) = co-espectro de las componentes iy j.

Qij(w) = cuadratura del espectro de las componentes iy j.

La estimacion resultante del espectro direccional representa la serie de Fourier infinita de la
ecuacion (2.11) sélo hasta el segundo término, y por lo tanto, es una estimacion sesgada de la realidad

del espectro. La estimacién de los coeficientes de la ecuacién (2.12), denotados como S (f, ), tiene

la siguiente relacién con el verdadero espectro:
A 1
510.0) = 5= [ Str.OW(0 - 0)do,
donde
5 1
Wi(g) = sen§¢/sen§¢ =1+ 2cos¢ + 2c052¢.

Con el fin de reducir el alcance de las dificultades causadas por el uso de la funcién de ventana
W1(¢), Longuet-Higgins propuso el uso de la siguiente férmula para la estimacién del espectro

direccional:
N 1 2 1
Sa(f,0) = §A0 + g(AlcOSQ + Bisenf) + 6(14260829 + Basen26).

Esto es equivalente a la aplicacién de la funcién de ventana:

8 1 4 1
Wo(p) = gcos4§¢) =1+ gcosgb + 50052¢.

El método anterior de hacer la estimacion espectral se caracteriza por la hipétesis inicial de la
forma espectral y la posterior determinacién de los coeficientes de los datos de observacion. En este
sentido, se puede llamar un método paramétrico. Un método similar es aplicable a las mediciones de
olas direccionales con arreglo de olas manométricas. Borgman y Panicker han propuesto un método

paramétrico para el arreglo de olas manométricas.
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El espectro cruzado se supone que se ha tomado del conjunto de los valores medios. En la
practica, cualquier valor calculado del espectro cruzado esta sujeto a registros de la variabilidad del
muestreo. Se ha llevado a cabo un estudio de simulacién numérica en el muestreo de la variabilidad de
las estimaciones de la direccién, y se ha encontrado la siguiente relacién empirica para el coespectro

entre la velocidad vertical y las componentes x e y de la pendiente de la superficie del agua:

alCii()] /2

[Cia(HC(NVZ Vo’

donde o denota la desviacién estandar, C;; es el coespectro entre la i-ésima y la j-ésima componente

de la ola, y r es el nimero de grados de libertad. Debido a la variabilidad en la estimacion del
espectro cruzado, la densidad estimada para el espectro direccional de la ola estd acompanada por
los registros estadisticos de la variabilidad. De hecho, Kuik y van Vledder demostraron por medio
de las simulaciones de Monte Carlo que la estimacién de la media de la direccién de una ola es
por medio de los datos del cabeceo y balanceo de boyas que va acompanada de las variaciones de
muestreo y que la magnitud del error cuadratico medio va de acuerdo con la prediccion tedrica de

Borgman.

2.2. Representacion del modelo de Longuet-Higgins mediante in-

tegrales estocasticas y su relacion con el espectro direccional.

En 1944, S.0O. Rice propuso el siguiente modelo:
C(t) = Z Crecos(ont + €p),
n

para describir el ruido en la corriente eléctrica. En esta relacién, o,/(27) denota las distintas
frecuencias, C, son variables aleatorias gaussianas independientes e identicamente distribuidas y
e, son variables aleatorias uniformemente distribuidas en [0, 27].

Luego en 1957, Longuet-Higgins define la siguiente generalizacion multidimensional del modelo
de Rice:

C(tyz,y) = Z Crheos(upx + vpy + opt + €5).

n

Desde entonces, este modelo ha sido utilizado para describir el movimiento del mar.

Otra forma de ver el modelo de Longuet-Higgins es la siguiente:

() = / TR AT (A N, w), (2.13)
A
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donde A es el colector de aire (A} + \3 = ;—:), g es la constante gravitacional y M es una medida

aleatoria gaussiana ortogonal definida en A. Definiendo ¥ = (A1, \2) y el siguiente cambio de

variable |?\ = %2, Al = L"?20039 Yy A2 = %sen@ en (2.13) se obtiene:

C(t3,y) = 2/000 /7r ei(\?\cos@x+|?|sen®y+wt)dc(w7@)’ (2.14)
donde dc(w, ©) es una medida aleatoria. Entonces (2.14) se puede escribir como:
C(tz,y) = /00 /7r ei(?'?ﬂ"ﬂdc(a),@).
Si la funcién de covarianza, K (7, X,Y") se define como:
K(T,X,Y)=E[(t,z,y){(t+ 7,2+ X,y + Y)],
utilizando el hecho de que la varianza es finita, y que,
Elde(w, ©)de(w',0")] = S(w,0)d(w — w')d(0 — 0)dwdw'dOde’,

donde S (w, ©) es el espectro de dos dimensiones de la superficie de la ola y § representa la funcién

delta de Dirac. Entonces
K(r,X,Y) = / b / ! FFTH0 § (0 ©)dwd®. (2.15)
o0 J -7
Si en la ecuacién (2.15) tomamos X =0y Y = 0, obtenemos:
K(r) := K(7,0,0) = / e S(w,0)e™Tdwdo,
o equivalentemente
K(r) = / 7 Sw)emdw,
donde

™
S(w) = S(w,0)dO. (2.16)
-
La funcién S (w) representa el espectro de frecuencias de la superficie del mar. Este espectro

contiene la distribucién de la energia de las olas en el dominio de la frecuencia. A veces S(w) es

llamado espectro simétrico dado que S(w) = S(—w).
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La funcién de autocorrelacién K(7) para la elevacién de superficie ((t), en un lugar fijo, es una
funcién real, es decir, que K(7) = K(—7), por lo tanto, S(w) también est4 relacionado con K (7),

de manera que

Kﬁ%:[:§@kWWw:2Am§@kwwﬂm%

donde, si K € L', se tiene
Sww—lme(W”d—l/mKumwum
o) T T= ; T T)dT.

La falta de simetrfa del espectro de frecuencias se definen como: S(w) = 25(w). Hay que tener
en cuenta que en este caso, la ecuacién (2.16) se convierte en

S(w) = i S(w,©)dO.

2.3. Algunos espectros direccionales.

2.3.1. El espectro direccional de JONSWAP-Cos2s.

La expresion matemaética del espectro direccional de JONSWAP-Cos2s es:

2 2s—1 12
. g _? O(.)p 4 52 F (S+1) 2s @_@0
S(W’G)_O‘cﬁew[ 4(w) % x D2s+1) 2 )

w—wp

2
donde —m < © < 7,8 > 0,0 = exp [— (\/iaow ) ], w es la frecuencia angular, g es la constante
D

2
gravitacional, cos®* (%) es la funcién de propagacién, o = 0,076 <%) es un factor de

normalizacién, v~ 3,3 y

0,07 si w<wp
o0 =
0,09 si w > wp.

2.3.2. El espectro direccional de von Mises-McCornick.

La expresion matemaética que define el espectro direccional de von Mises-McCornick es:
M+1[w M
p o\ ,

2m
I(k) = 277/0 exp(kcosO©)dO,

(M + 1
Wp(%)MH

S(w,0) = I(k)exp(kcos(© — Oy))

donde
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k>0, Hp,o es la altura media de la ola, w, es una caracteristica particular de la frecuencia, w es la

1
T, 1\ M 1
2o (1+—=) T(1+=).

La constante T}, es el periodo de la ola (por defecto 11 segundos) y T es 0, 81437,

frecuencia angular y M satisface

2.4. Registro de olas II.

Estos datos (ver tabla IT del apéndice) también fueron tomados de CDIP, los datos son de Cape
Canaveral Nearshore en Florida (FL.), estacién N° 14301, cuyo despliegue de latitud es 28° 24.001’
Norte y el despliegue de longitud es 80° 32.001° Oeste. La profundidad del agua es de 9.87 metros, la
variacion magnética local es de 06 W grados, el tipo de dato es vectores Datawell, utiliza indicadores
de tipo Datawell Marca 3, boya direccional cuya frecuencia de muestreo es de 1.280 Hertz, el tipo
de estacion es solar, el método para el andlisis es Datawell GPS y el 100 % de los vectores son libres
de errores.

Cada linea de datos en el archivo consta de cuatro columnas. En la primera columna se indica
la hora UTC de la muestra mds cercana a la segunda, el formato de este nimero es Ano/Mes/Dia-
Hora/Minuto/Segundo. La segunda columna es el desplazamiento en centimetros de & (Norte - Sur,
Norte positivo), la tercera columna es el desplazamiento en cm en y (Oeste-Este, Oeste positivo),
y la cuarta y tltima columna es el desplazamiento en cm en z (vertical).

Dado que el periodo de muestreo es menos de un segundo (0.78125 segundos), muchas de las
lineas estdn marcadas con el mismo tiempo, por ejemplo, hay dos en 2009/03/01-00/02/19 en los

datos. Por supuesto, estas dos muestras se tomaron 0.78125 segundos después, no al mismo tiempo.

2.5. Estimacion de espectros direccionales utilizando MATLAB y
el principio de medicion dado por Longuet-Higgins.
Utilizando el registro mostrado en la tabla II del apéndice y el principio de mediciéon creado por

Longuet-Higgins, se cred un espectro direccional mediante los siguientes pasos, primero se calcularon

los espectros cruzados utilizando el siguiente algoritmo en MATLAB:



Espectro direccional

47

x=[ 18; 27; -5; -40; -29; -16; -10; -38; -16; -17; -27; -5; -21; -43; -29; -17; -14;

-35; -36; 37; 50; 28; 30; 39; 46; 52; 38; 22; 15; 6; -4; -7; -4; -15; -12; -12;

-11; -14; -24; -40; -23; -25; -28; -10; -29; -32; -4; 7; 4; 25; 18; 35; 32; 20;

38; 14; 13; 14; 14; -6; -32; -19; 3; 24; 9; -7; -1; 8; -10; -45; -33; -3; 4;

-18; -15; 12; -13; -30; 4; 37; 21; -6; 9; 26; 9; 8; 14; 2; -12; 3; 10; -16; -6;

6; 1; -8; -9; -20; -11; 9]1;

=[ 4; -27; -10; 22; 8; 24; 38; 33; 28; 13; -5; -6; -18; -27; -39; -14; -4; -19;

3

16; 36; 31; 3; -13; -8; -b; -8; -25; -6; 23; 14; -8; 18; 26; 0; -14; -17; -4;
-4, -14; -8; -4; -3; 18; -3; -30; 5; 25; 5; 0; -5; 12; 31; 20; 18; 4; -4; -5;
-12; -29; -38; -28; -14; -9; -3; 15; 16; 38; 31; -4; -1; -4; 3; -8; -28; -21;

b

-8;

-8; 7; 44; 63; 36; 7; -19; -28; -34; -41; -35; -36; -24; 22; 44; 16; 9; 25; 13;

-15; -17; -14; -8; -1];
z=[ -3; -18; 5; -6; 9; 46; -2; -5; 11; -30; 0; -5; -25; -10; 18; 18; -8; -23; 37;
63; -18; -27; -19; -5; -2; -3; -12; 1; 19; 18; -10; 8; 10; -14; -9; 0; 2; 3;

_8;

1; 14; -8; 23; -14; -37; 3; 33; -13; -14; 2; 10; 35; -13; 8; -3; -29; 0; 8; -3;

-22; -8; 21; 19; 11; -6; 12; 20; 4; -34; -32; 4; 5; -14; -28; 14; 11; 16; 33;

48; 3; -53; -34; -8; -12; -19; 6; 11; 7; 33; 57; -16; -28; 10; 3; -19; -26; -4;

-6; 14; 13];

CUADRATURA DEL ESPECTRO DE XY

[Q12,Wxyl=cpsd(x,y,[],[1,[1,[1); Ql2xy=imag(Q12);

Welch Cross Power Spectral Density Estimate
T T T T

25

Power/frequency (dB/rad/sample)

i i i i
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Normalized Frequency (xmrad/sample)

Figura 2.1: Cuadratura del espectro xy.
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CUADRATURA DEL ESPECTRO DE XZ

[Q13,Wxz]=cpsd(x,z,[1,[],[1,[1); Q13xz=imag(Q13);

Welch Cross Power Spectral Density Estimate

Powerffrequency (dBfrad/sample)

B

02 08 1

04 6
Normalized Frequency (<rtrad/sample)

Figura 2.2: Cuadratura del espectro xz.

CO-ESPECTRO DE YZ

[C23,Wyz]=cpsd(y,z, [1,[]1,[],[1); C23yz=real(C23);

Welch Cross Power Spectral Density Estimate

Powerlfrequency (dB/radisample)

B

02 04 06 08
Normalized Frequency (xtradisample)

Figura 2.3: Co-espectro yz.
Luego se calcularon los coespectros, que estan relacionados con el espectro direccional:

ESPECTRO DE FRECUENCIA XX
[C11,Wxx]=cpsd(x,x,[1,[1,0],[1);

Welch Cross Power Spectral Density Estimate

Powerffrequency (dBfrad/sample)

(] 02 0.4 06 08
Normalized Frequency (xmtradisample)

Figura 2.4: Espectro de frecuencia xx.
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ESPECTRO DE FRECUENCIA YY
[C22,Wyyl=cpsd(y,y,[1,01,01,[1);

Welch Cross Power Spectral Density Estimate

Powerffrequency (dBfrad/sample)

B

02 08 1

04 6
Normalized Frequency (<rtrad/sample)

Figura 2.5: Espectro de frecuencia yy.

ESPECTRO DE FRECUENCIA ZZ
[C33,Wzz]l=cpsd(z,z, 1,0, ], [1);

Welch Cross Power Spectral Density Estimate

Powerlfrequency (dB/radisample)

(] 02 0.4 06 08
Normalized Frequency (xtradisample)

Figura 2.6: Espectro de frecuencia zz.

En estos gréaficos podemos observar las densidades espectrales con respecto a los desplazamientos
y las alturas de las olas.

Tenemos que CPSD es la potencia de la densidad espectral.

Por ejemplo, el comando [C23,Wyz]l=cpsd(Y,Z,[]1,[],[],[]) devuelve la estimaciéon de la
densidad espectral C23 para las coordenadas YZ y la frecuencia Wyz de las coordenadas YZ, y
asi respectivamente con cada una de las densidades espectrales y las frecuencias. Luego, el comando
imag devuelve los datos imaginarios de la densidad espectral y el comando real devuelve los datos
reales de la densidad espectral.

Para obtener una estimacién del espectro direccional, asumimos que S(f, 8) puede ser ampliado
en la serie de Fourier dada en la ecuacién (2.11) y calculamos los coeficientes de Fourier mediante

las ecuaciones (2.12), en MATLAB queda de la siguiente manera:
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g=9.8; M=sum(C11); C11=C11/M;
J=sum(C22); C22=C22/J; V=sum(C33); C33=C33/V;

for i=2:129
A0(i)=(2/pi);
A1 (i)=((2*g/ (pi*x (Wxy (i) ~2)))*(Q12xy (i) / (sqrt (M) *sqrt(J))))/C11(i);
A2(1)=((2*g"2/ (pi*x (Wxx (1) ~4)))*(C22(i)-C33(1)))/C11(i);
B1(i)=((2*g/ (pi*(Wxz(1i)~2)))*(Q13xz(i)/(sqrt (M) *sqrt (V))))/C11(i);
B2(i)=((4*g~2/ (pi*(Wyz(i)~4)))*(C23yz(i)/(sqrt(J)*sqrt(V))))/C11(i);

end

Utilizando los coeficientes de Fourier calculados anteriormente y la ecuacién (2.13) propuesta
por Longuet-Higgins la estimacion del espectro direccional se calcula en MATLAB de la siguiente
manera:

Primero calculamos la funcién de propagacion, para diversos angulos, la cual denotamos

i=-3.1416;
for j=1:129
D(j)=(1/2)*A0(j)+(2/3)*(A1(j)*cos(i)+B1(j)*sin(i));

end

aqui i = 0 y se varia 51 veces de —7m < 0 < 7.

Luego, construimos una matriz con todas las funciones de propagaciéon

D=[ D1; D2; D3; D4; D5; D6; D7; D8; D9; D10; D11; D12; D13; Di4;
D15; D16; D17; D18; D19; D20; D21; D22; D23; D24; D25; D26; D27;
D28; D29; D30; D31; D32; D33; D34; D35; D36; D37; D38; D39; D40;
D41; D42; D43; D44; D45; D46; DA7; D48; D49; D50; D51];

Posteriormente, calculamos y graficamos el espectro direccional S(w) con los siguientes

comandos:

S=jonswap
D=spreading(linspace(-pi,pi,51),’cos2s’)

Snew=mkdspec(S,D, 1)



Espectro direccional 51

donde S estd estructurado asi,

S: [129x1 double]

w: [129x1 double]

tr: []

h: Inf
type: ’freq’
phi: O
norm: O

note: ’JONSWAP, HmO = 7, Tp = 11, gamma = 2.3853’

date: ’19-Apr-2009 15:57:22’
y D esta estructurado asi

S: [51x129 doublel
w: [129x1 double]
theta: [51x1 double]

type: ’dir’

phi: O

note: ’Spreading: cos2s’

thO: O

data: [15 15 0.5200 5 -2.5000 O 1 Inf]

Como resultado obtenemos el siguiente espectro direccional, el cual nos indica que la mayor

Directional Spectrum
Level curves at: 90

0.5

3 120
=
3

180 |

Figura 2.7: Espectro direccional.
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cantidad de energia de las olas se encuentra concentrada en w = ¢ y w = %r.

También se puede graficar una porcién del espectro anterior sélo con las frecuencias y las

funciones de propagacion para diversos angulos y queda de la siguiente manera.

——012
0,25
0,37
~ 2| ——o050
0,62 4
——075
— -087
-100F 1,00
113
- - 125
1,38
- - 150

-150

-200

-250

—-300

Figura 2.8: Porcién del espectro direccional donde cada color representa un angulo distinto.

Esto nos permite estudiar con més cuidado segmentos del espectro direccional, y ademéas donde

se concentra la mayor cantidad de energia de las olas y el algoritmo utilizado para ello fue:

plot (Wxx,S25,’r’) hold on plot(Wxx,S26,’b’) plot(Wxx,S27,’g’)
plot (Wxx,S28,°c’) plot(Wxx,S29,’m’) plot(Wxx,330,’y’)
plot(Wxx,S31,’k’) plot(Wxx,332,’b-.’) plot(Wxx,S33,’g-.’)
plot (Wxx,S34,’c-.’) plot(Wxx,S35,’m-.’) plot(Wxx,336,’y-.’")
plot (Wxx,S37,’k-.’) hold off



Conclusion

Con la implementacion de los algoritmos donde se analizaron numéricamente el comportamiento

de las olas se puede llegar a las siguientes afirmaciones:

(1)

(2)

El movimiento de las olas cambia con el tiempo en forma aleatoria, es decir, tanto la altura

de las olas como el periodo varian aleatoriamente de un ciclo a otro.

Cuando se trabaja con los promedios de los datos dejamos de lado ciertos datos atipicos y los
resultados de los andlisis pueden variar, mientras que si trabajamos con las series de tiempo

tendremos resultados mas confiables.

En el mar se puede observar que las olas vienen de diferentes direcciones, sin embargo, la
frecuencia depende de la funcién de propagacién que lleva a superficies mucho mas irregulares,

por lo que la orientacién de las olas es menos transparente.

Para estimar el espectro de un proceso Gaussiano uno necesita varias realizaciones de los
procesos. Entonces la estimacién de un espectro puede ser hecha para cada realizaciéon y luego
se promedia. Sin embargo, en muchos casos sélo una realizacion del proceso estd disponible.
En tal caso una es suficiente asumiendo que el espectro es una funcién suave de w y se puede

usar esta informacién para mejorar la estimacion.

Las transformaciones de las olas como la difraccion, refraccién y reflexiéon estdn muy

influenciadas por las caracteristicas de los espectros direccionales de las olas.

La medicién de espectros direccionales de las olas requieren un esfuerzo varias veces mayor
que el de los espectros de frecuencia, ya que, los espectros direccionales requieren el registro

simultaneo de varios componentes de la ola.

La cantidad bésica utilizada para estimar el espectro direccional es la funcién de covarianza

y las covarianzas cruzadas de los registros (z,y,z) obtenidos por las boyas con acelerémetros.

53
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(8) En realidad para poder tener espectros direccionales més confiables se necesitaria observar la
superficie del mar en grandes areas, pero éstos procedimientos son muy costosos, es por ello,
que se recurren a mediciones con boyas y se utilizan los datos que éstas arrojan, tratando de
evitar la utilizacién de datos erréneos, para poder obtener asi resultados fiables que se puedan

ajustar a la realidad.
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Tabla 1.

ESTACION 160 JEFFREYS LEDGE, NH.

Fecha / Tiempo (UTC) | Hs (m) | Tp (s) | Dp (deg) | Ta (s) | SST (C)
10-06-2008 / 20:56 0.52 3.57 16 3.11 13.2
10-06-2008 / 20:26 0.53 3.85 16 3.24 13.3
10-06-2008 / 19:56 0.61 4.00 14 3.40 13.2
10-06-2008 / 19:26 0.63 4.00 19 3.40 13.2
10-06-2008 / 18:56 0.60 4.00 19 3.31 13.2
10-06-2008 / 18:26 0.68 3.85 15 3.42 13.2
10-06-2008 / 17:56 0.65 3.85 22 3.43 13.2
10-06-2008 / 17:26 0.74 4.00 16 3.44 13.2
10-06-2008 / 16:56 0.76 4.00 19 3.40 13.2
10-06-2008 / 16:26 0.73 4.17 25 3.42 13.2
10-06-2008 / 15:56 0.75 4.00 19 3.40 13.1
10-06-2008 / 15:26 0.76 3.85 21 3.44 13.1
10-06-2008 / 14:56 0.72 3.70 15 3.32 13.1
10-06-2008 / 14:26 0.72 3.70 18 3.28 13.0
10-06-2008 / 13:56 0.69 3.8 22 3.33 13.0
10-06-2008 / 13:26 0.70 3.70 19 3.20 13.0
10-06-2008 / 12:56 0.72 3.85 16 3.30 13.0
10-06-2008 / 12:26 0.73 4.00 21 3.41 13.0
10-06-2008 / 11:56 0.71 3.85 23 3.30 13.0
10-06-2008 / 11:26 0.73 4.00 14 3.36 13.0
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ESTACION 160 JEFFREYS LEDGE, NH.

Fecha / Tiempo (UTC) | Hs (m) | Tp (s) | Dp (deg) | Ta (s) | SST (C)
10-06-2008 / 10:56 0.72 4.00 18 3.36 13.0
10-06-2008 / 10:26 0.75 3.85 8 3.34 13.0
10-06-2008 / 09:56 0.70 3.70 11 3.28 13.0
10-06-2008 / 09:26 0.68 3.70 4 3.33 13.0
10-06-2008 / 08:56 0.70 3.70 2 3.19 13.0
10-06-2008 / 08:26 0.74 3.70 1 3.29 13.0
10-06-2008 / 07:56 0.70 3.45 357 3.16 13.0
10-06-2008 / 07:26 0.65 3.03 8 2.94 13.0
10-06-2008 / 06:56 0.56 2.70 358 2.86 13.0
10-06-2008 / 06:26 0.43 7.69 136 2.85 13.1
10-06-2008 / 05:56 0.33 7.14 126 3.73 13.0
10-06-2008 / 05:26 0.36 7.69 136 3.68 13.0
10-06-2008 / 04:56 0.38 7.14 136 3.62 13.0
10-06-2008 / 04:26 0.39 7.69 127 3.61 13.0
10-06-2008 / 03:56 0.38 6.67 130 3.52 13.0
10-06-2008 / 03:26 0.41 7.14 137 3.60 13.1
10-06-2008 / 02:56 0.41 7.14 134 3.41 13.1
10-06-2008 / 02:26 0.37 7.14 137 3.57 13.0
10-06-2008 / 01:56 0.38 6.67 137 3.62 13.1
10-06-2008 / 01:26 0.40 7.14 134 3.62 13.0
10-06-2008 / 00:56 0.41 9.88 126 3.68 13.0
10-06-2008 / 00:26 0.40 2.56 229 3.45 13.0
10-05-2008 / 23:56 0.36 7.69 132 3.93 13.1
10-05-2008 / 23:26 0.33 11.11 119 4.10 13.1
10-05-2008 / 22:56 0.33 9.88 133 4.66 13.2
10-05-2008 / 22:26 0.32 7.69 136 4.64 13.4
10-05-2008 / 21:56 0.32 7.69 146 5.09 13.5




Apéndice

Tabla II.

ESTACION 14301 CAPE CANAVERAL NEARSHORE, FL.

Ano/Mes/Dia-Hora/Min/Seg | Desplazamiento x | Desplazamiento y | Desplazamiento z
2009/03/01-00,/02/17 18 4 -3
2009/03/01-00/02/18 27 -27 -18
2009/03/01-00/02/19 5 10 5
2009/03/01-00/02/19 40 29 6
2009/03,/01-00/02/20 -29 8 9
2009/03/01-00/02/21 16 24 46
2009/03,/01-00/02,/22 10 38 2
2009/03/01-00/02/22 -38 33 -5
2009/03/01-00/02/23 16 28 11
2000/03/01-00/02,/24 17 13 30
2009/03/01-00/02/25 -27 -5 0
2009/03,/01-00/02/26 5 6 5
2009/03/01-00/02/26 21 18 25
2009/03/01-00/02/27 -43 -27 -10
2009/03/01-00/02/28 29 -39 18
2009/03/01-00/02/29 -17 -14 18
2009/03,/01-00,/02/30 14 4 -8
2009/03,/01-00/02/30 35 19 23
2009/03/01-00/02/31 -36 8 37
2009/03/01-00,/02/32 37 16 53
2009/03/01-00/02/33 50 36 -18
2009/03/01-00/02/33 28 31 -27
2009/03,/01-00/02/34 30 3 19
2009/03/01-00,/02/35 39 13 5
2009/03/01-00/02/36 46 -8 -2
2009/03/01-00/02/37 52 5 -3
2009/03/01-00,/02/37 38 8 12
2009/03/01-00/02/38 22 -25 1
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ESTACION 14301 CAPE CANAVERAL NEARSHORE, FL.

Ano/Mes/Dia-Hora/Min/Seg

Desplazamiento x

Desplazamiento y

Desplazamiento z

2009/03,/01-00/02/39 15 -6 19
2009/03,/01-00/02/40 6 23 18
2009/03,/01-00/02/40 4 14 10
2009/03,/01-00/02/41 -7 -8 8
2009/03,/01-00/02/42 4 18 10
2009/03,/01-00/02/43 15 26 14
2009/03,/01-00/02/44 12 0 9
2009/03,/01-00/02/44 12 14 0
2009/03,/01-00/02/45 11 17 2
2009/03,/01-00/02/46 14 4 3
2009/03,/01-00/02/47 24 4 -8
2009/03,/01-00/02/47 40 14 1
2009/03,/01-00/02/48 -23 -8 14
2009/03,/01-00/02/49 -25 4 -8
2009/03/01-00,/02/50 -28 -3 23
2009/03,/01-00/02/51 -10 18 14
2009/03,/01-00/02/51 -29 -3 -37
2009/03,/01-00/02/52 -32 -30 3
2009/03,/01-00/02/53 4 5 33
2009/03,/01-00/02/54 7 25 13
2009/03,/01-00/02/55 4 5 14
2009/03,/01-00/02/55 25 0 2
2009/03,/01-00/02/56 18 5 10
2009/03,/01-00/02/57 35 12 35
2009/03,/01-00/02/58 32 31 13
2009/03,/01-00/02/58 20 20 8
2009/03,/01-00/02/59 38 18 -3
2009/03,/01-00/03 /00 14 4 -29
2009/03,/01-00/03 /01 13 4 0

58



Apéndice

ESTACION 14301 CAPE CANAVERAL NEARSHORE, FL.

Ano/Mes/Dia-Hora/Min/Seg

Desplazamiento x

Desplazamiento y

Desplazamiento z

2009/03,/01-00/03 /02 14 5 8
2009/03,/01-00/03 /02 14 12 3
2009/03,/01-00/03/03 6 -29 22
2009/03,/01-00/03 /04 -32 -38 -8
2009/03,/01-00/03 /05 -19 -28 21
2009/03,/01-00/03 /05 3 14 19
2009/03,/01-00/03,/06 24 -9 11
2009/03,/01-00/03,/07 9 -3 6
2009/03,/01-00/03/08 -7 15 12
2009/03,/01-00/03 /09 -1 16 20
2009/03,/01-00/03 /09 8 38 4
2009/03,/01-00/03 /10 -10 31 34
2009/03,/01-00/03/11 45 4 -32
2009/03,/01-00/03 /12 -33 -1 4
2009/03/01-00/03 /12 3 4 5
2009/03,/01-00/03/13 4 3 14
2009/03,/01-00/03/14 -18 -8 -28
2009/03,/01-00/03/15 15 -28 14
2009/03,/01-00/03/16 12 21 11
2009/03,/01-00/03/16 -13 -8 16
2009/03,/01-00/03,/17 -30 7 33
2009/03,/01-00/03/18 4 44 48
2009/03,/01-00/03/19 37 63 3
2009/03,/01-00/03 /20 21 36 -53
2009/03,/01-00/03 /20 -6 7 -34
2009/03,/01-00/03 /21 9 19 -8
2009/03,/01-00/03 /22 26 -28 12
2009/03,/01-00/03/23 9 -34 19
2009/03,/01-00/03/23 8 41 6
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ESTACION 14301 CAPE CANAVERAL NEARSHORE, FL.

Ano/Mes/Dia-Hora/Min/Seg

Desplazamiento x

Desplazamiento y

Desplazamiento z

2009/03,/01-00/03 /24 14 -35 11
2009/03,/01-00/03 /25 2 -36 7
2009/03,/01-00/03 /26 12 24 33
2009/03,/01-00/03,/27 3 22 57
2009/03,/01-00/03 /27 10 44 16
2009/03,/01-00/03 /28 -16 16 28
2009/03,/01-00/03 /29 -6 9 10
2009/03,/01-00/03 /30 6 25 3
2009/03,/01-00/03 /30 1 13 19
2009/03,/01-00/03/31 -8 15 -26
2009/03,/01-00/03 /32 9 17 4
2009/03,/01-00/03/33 -20 14 6
2009/03,/01-00/03 /34 11 -8 14
2009/03,/01-00/03 /34 9 -1 13
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