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INTRODUCCION

La cohomologia de De Rham es un funtor de la categoria de las variedades diferenciables
en los espacios vectoriales y detecta estructuras geométricas en variedades, cuando la
variedad esta afectada por la accion de un grupo de Lie compacto podemos determinar
la cohomologia de invariante de De Rham, dada por las formas invariantes por la accion.
En [2]se demuestra que ambas cohomologias coinciden para cualquier accion. En este
trabajo probaremos este mismo resultado para acciones libres de S! para ello haremos
uso del truco de Bredon.

En el capitulo uno se harda un breve estudio de las variedades diferenciales,lo que
permitird sentar las bases para asi avanzar y profundizar de manera eficiente hacia el
problema central del trabajo, en el capitulo dos se estudiaréd las nociones de acciones de
grupos y fibrados, herramientas necesarias para hacer la construccion del fibrado tangente
a una variedad, esto permitira introducir la nocién de campos vectoriales. Nuestro norte
en el capitulo tres seré definir las k-formas diferenciales, relacionaremos los conceptos
de forma multilineal y alternada con las nociones de variedades diferenciables estudiadas
en los primeros dos capitulos, construiremos el fibrado de formas, para luego definir las
k-formas diferenciables.

En el capitulo cuatro se aplican las conocimientos desarrollados en el capitulo tres

para introducir el concepto de cohomologia de De Rham, calcularemos la cohomologia de

il
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De Rham de la esfera S™ y de R™. por ultimo en el capitulo cinco definiremos el concepto
de cohomologia invariante y probaremos que para acciones libres de S, la inclusion del

complejo invariante en el complejo de De Rham induce isomorfismos en cohomologia.



CAPITULO 1

VARIEDADES DIFERENCIALES

1.1 Variedades Diferenciales

Definicion 1.1.1. Dado M un espacio Hausdorff, 2 Numerable y Localmente Compacto,

un n-Sistema Diferenciable en M, es una familia de pares {(Uy, ¥a)taca tales que:
1. {U,} es un cubrimiento de M por abiertos conexos.
2.Va € A, ¢, : U, — R™ es un homeomorfismo sobre su imagen abierta.

3.Va,Be ANV axeU,NUs existe un un entorno abierto y conexo W de x tal que:

L'=pg0p.!: 0o(W) — p5(W) es un difeomorfismo.

Notemos que si M posee un n-sistema diferenciable éste es tinico, por lo cual de ahora
en adelante nos referimos tnicamente a sistemas diferenciables omitiendo el entero n.
Los pares (Uy, ¢ ) son llamados cartas de I" y usualmente se dice que I" es un sistema

diferenciable de cartas de M.

Ejemplo 1.1.1. En R" la familia de difeomorfismos locales es un sistema diferenciable.
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Ejemplo 1.1.2. En S” la familia U, = {z € S": |z —v||<vV2}y P, : U, — R"es la
composicion de la proyeccion canodnica de U, en el plano 7, = {z € R* < z,0 >=0}

con la rotacion Plv, N): donde N es el polo norte de S™.

Ejemplo 1.1.3. En S” la familia {(V., ¢.), € S"} siendo V, = S" —{z} es la composicion

de la proyeccién estereografica con la rotacion P(v, N):

Ejemplo 1.1.4. EnR? = 8"*!/ ~ donde x ~ y & x = =y la familia {(U, = Uy/ ~, P,) cgn }

definida en (b) es un sistema diferenciable.

Definiciéon 1.1.2. Dos sistemas diferenciables se dicen compatibles si su unién es a su

vez un sistema diferenciable.

Ejemplo 1.1.5. En S™ los sistemas definidos (b) y (c) en son compatibles.
Ejemplo 1.1.6. En R" el sistema dado en (a) y el sistema {(R", 1gn)} son compatibles.

Notemos que la condiciéon de compatibilidad es una relaciéon de equivalencia, en cada
clase de equivalencia la inclusion determina un orden parcial y por el Lema de Zorn,

existen elementos maximales.

Definicion 1.1.3. Una variedad diferenciable es un espacio M Hausdorff, 2 Numer-
able y localmente Compacto que posee al menos un sistema diferenciable. El numero n

asociado es llamado la dimension de M y diremos que M es una n-Variedad Diferenciable.

Observemos que si M es una variedad diferenciable con sistema diferenciable I' =
{(Ua, ©a)}aecn v A es un abierto conexo de M, entonces la familia I'y = {(ANU,, go /AN
Uqa)}aea es un sistema diferenciable en A, es decir A es una variedad diferenciable.

Los siguientes resultados son inmediatos de la definiciéon de n-Variedad Diferenciable.

Proposicion 1.1.1. 1. La union disjunta de n-variedades diferenciables es una

n-variedad diferenciable.
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2. St M es una n-variedad diferenciable y N es una k-variedad diferenciable en-

tonces M x N es una n+k-variedad diferenciable.

Consideremos el grupo general lineal GL,(R) = {A € M(n n) detA # 0}, GL,R es
un abierto en R*" pues es la preimagen de R — {0} a través de la funcién continua deter-
minante, de modo que GL,R es una 2n-variedad diferenciable este hecho lo enunciamos

en el siguiente lema:

Lema 1.1.1. El grupo General Lineal GL,(R) = {A € M(n K detA # 0} es una

variedad diferenciable.

1.2 Funciones Diferenciables

Definicién 1.2.1. Dadas M y N dos n-variedades diferenciables y f : M — N una
aplicacion continua, diremos que f es diferenciable, si para todo par de sistemas difer-
enciables {(Uy, ©a)taca en My {(Vs,1¥3)}gen en N respectivamente, V (o, 5) € A x A
si U, N f~1 % 0 entonces la aplicacion: ¥5 o f o 1 o (Uy N fH(V3)) — ¥5(Vs) es

una aplicacion diferenciable, en el sentido de la diferenciabilidad de funciones en R"™.

Dado que todo abierto conexo W de M es una variedad diferenciable, diremos que f
es diferenciable en W si lo es al considerar en W la estructura de variedad diferenciable

que éste adquiere de M.

1.3 Particiones de la unidad

Las particiones de la unidad desempenaran un papel importante en el desarrollo y cul-

minacion del presente trabajo, por tal razéon haremos un estudio breve de las mismas.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio topologico y sea f : X — R una funcién continua

definimos el soporte de f, como el conjunto:

Spt(f) ={z e X: f(z) # 0},
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A continuacién enunciamos la definicién de particién de la unidad para un espacio

topologico.

Definicién 1.3.2. Dado X un espacio topologico de Hausdorff, la familia {p, : X —

[0,1] :}aea de funciones continuas es una particion de la unidad si satisface:

1.{SPt(pa)}aca es un cubrimiento localmente finito de X.

2.3 .eaPal(x) =1, para cada x en X.

Definicién 1.3.3. Diremos que una particion de la unidad {p,}aea esta subordinada a

un cubrimiento {U, }sea, si para cada « existe 3, tal que p,(U,) C Usp.

En un espacio topologico la condiciéon de paracompacidad, garantiza la existencia de
particiones de la unidad, teniéndose asi el siguiente resultado que es muy conocido de

topologia.

Proposicion 1.3.1. Dado X un espacio topoldgico de Hausdorff y paracompacto, para

cada cubrimiento por abiertos {Uy}aca existe una particion de la unidad subordinada a

{Ua}-

Notese que todo espacio topoldgico de Hausdorff, 2 Numerable y localmente com-
pacto resulta ser paracompacto, por tanto el resultado anterior lo podemos extender a

Variedades diferenciables como sigue:

Teorema 1. Dada M una n-variedad diferenciable con sistema diferenciable {(Ug, ¢3)}pen

existe una particion de la unidad diferenciable {pa taen subordinada a {Ug}.

Demostracion : Ver [7, teorema 1.4.1, pag 7.



CAPITULO 2

FIBRADOS DIFERENCIALES

2.1 Fibrados Diferenciales

Definiciéon 2.1.1. Sea G un grupo, diremos que GG es un grupo topologico, si G posee

una topologia que hace que las operaciones de grupo sean continuas.

Definicion 2.1.2. un grupo topologico es un grupo de Lie si es una variedad diferen-

ciable con las operaciones diferenciables.

Definiciéon 2.1.3. Sea X un espacio topoldgico, G un grupo topolégico, una accién de

G en X es una aplicacion 0 : G x X — X que satisface las siguientes operaciones:
a.0(e,r) =z, Vr € X.
b. 6(g,0(h,z)) = 0(gh,x), Vo € X, YV g,h €QG.

En este caso decimos que G acttia sobre X a través de 6 o simplemente G acttia sobre

X.

Ejemplo 2.1.1.

g - Sl % SZn+1 — SQn+1
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0(z, (20, 21, - 2n)) = (220, 221, - 221)
Ejemplo 2.1.2.
g Sl x Q2+l __y g2+l
0(z, (20, 215 s 2n)) = (220, 21, ---2n)
Ejemplo 2.1.3.
0:GL,(R) x R" — R"
(A, X)=AX
Definiciéon 2.1.4. Dados g grupo y X espacio topoldgico, si G actiia sobre X entonces:
i. La orbita de z es el conjunto: O, = {y € X : gz = y}.
ii. La isotropia de x es el subgrupo: G, = {g € G : gz = z}.

Podemos establecer en X la siguiente relacion de equivalencia: x ~ y si y solo si

O, = Oy, el espacio cociente X/ ~ es el espacio de orbitas y se denota X/G.
Definicion 2.1.5. Sea 6 : G x X — X una accién entonces:

1. 6 es efectiva si para todo g € G existe x € X tal que gr =«

2. 6 es libre si G, = {e} para todo x en X.

Definicion 2.1.6. sean E, B y F espacios topolégicos y sea p : B — B, diremos que p
es un fibrado trivial si existe un homeomorfismo ¢ : E — B x F' tal que el siguiente

diagrama conmuta

E—VvBxF

p
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Diremos que F' es la fibra, B la base y E el techo del fibrado.

Definicién 2.1.7. sean E, B y F' espacios topologicos y sea p : ' — B diremos que p

es Un fibrado localmente trivial, si existe una familia {(V,, ¥4 ) }aca, tal que:

1. {V,} es un cubrimiento por abierto conexos de B
2. Yy : p~1(V,) — Vo, x F es un fibrado trivial con fibra F

A la familia {(V,, ¥4)}aca se le llama mapa del fibrado localmente trivial p y el par

(Va, o) trivializacion local de p.

Definiciéon 2.1.8. Sea p : E — B un fibrado localmente trivial con fibra F' y mapa
{(Va, ¥a) aen, sea G un grupo topologico, diremos que G es un grupo estructural de p
siV(a, B) € A x A tal que V, NVj # () existe una aplicacion continua g.p : V,NVz — G
tal que 15 01,1 (b,2) = (b, gap(b)z), satisfaciendo:

a. gop(b) = e para algin b e V,NVj
b. gap = gpa
C. Gap © oy = YGay
Las funciones g,s son llamadas funciones de transiciéon o cociclos de Cesch

Definicion 2.1.9. Un fibrado vectorial, es un fibrado localmente trivial p : £ — B

con fibra R" y grupo estructural, el grupo general lineal GL,,(R).

Definicién 2.1.10. Diremos que un fibrado vectorial, p : E — B es un fibrado
diferenciable si la base B es una variedad diferenciable y los cociclos g3 son funciones

diferenciables.

Observacion 2. Dado que B es una variedad diferenciable posee un sistema diferenciable
I' = {(Ua, ®a) }aen’» €l cubrimiento {V,,} considerado en el mapa de p no necesariamente
es el mismo que el cubrimiento {U,} de T, sin embargo, si se considera en B un sistema

diferenciable maximal se corrige este detalle.
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En un fibrado diferenciable p : £ — B la base induce una estructura de variedad

diferenciable en el techo, esto se expresa en el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.1. Sea p: E — B un fibrado diferenciable, entonces E es una var-

tedad diferenciable,

Demostracion

Solo basta dotar a £ de un sistema diferenciable,Dados {(Uy, ¢a) }aca sistema difer-
enciable maximal de B y {(Ua, V4 )}aca mapa de p, consideremos la siguiente familia de
pares:

I'={(p7"(Ua), (da X Irn) 0 To) : p~'(Ua) — R" x R* = R*"}

Se tiene que:

i. Como p es una funcién continua la imagen inversa de un abierto conexo resulta

ser un abierto conexo asi: E = p™ (U,ep Ua) = Upen 271 (Ua)

item]|| ii.

Y puesto que los cociclos son funciones Diferenciables, ' es una variedad diferenciable.

O

Dado un punto p de una variedad diferenciable M se desea construir un espacio tan-
gente a la variedad en dicho punto. Dada M una variedad diferenciable y p un punto
de M denotamos como C*°(M,p) al conjunto al conjunto de todas las funciones difer-
enciables a valores reales definidas en algin entorno de p, claramente C*°(M,p) es un

algebra.
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Definicién 2.1.11. Dada M una variedad diferenciable y p un punto de M, un vector
tangente a M en el punto p es una aplicacion lineal v : C°(M,p) — R que satisface

la identidad de Jacobi, esto es:

v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)

Denotaremos por 7,M al conjunto de todos los vectores tangentes a M en el punto
p, observe que T,,M es un espacio vectorial, por tanto se puede hablar de la dimension y
base para el espacio vectorial T, M.

Dado que el concepto de espacio tangente en un punto p de M es un concepto local,
T,M = T,U, para cada (U,,¢,) carta de M, ademas como ¢, transforma difeomorfi-
camente a U, en R y dado que el espacio tangente a un punto en R" es precisamente
R", cabe esperar que T,M = R", de alli que se tenga que Dim(T,M) = Dim(T,R") =
Dim(R"™)

Definicion 2.1.12. Dadas M y N dos variedades diferenciales, ¢ : M — N una
aplicacion diferenciable, para cada p en M se define el diferencial de ¢ como la aplicacion

lineal:
do, : T,M — T¢>(p)N
(dop())(f) =v(fod) Vv e LMyVf e C*N,¢@p)

Proposicion 2.1.2. Sean M, N Y P variedades diferenciables y sean ¢1 : M — N,

¢o : N — P, entonces para todo p en M se tiene:
i. Si¢: M — M la identidad entonces dg = I,y

ii. d(¢2 0 ¢1), =dgz  \ 0ddy,

(p)

Demostracion

1. Es inmediata de la definicién.
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ii. Tomemos v en T,M y f en C(P, (¢2 0 ¢1)(p)) se tiene:

(d(d2 0 ¢1),(0))(f) = v(f o (d20¢1))
=v((foga)o6)
= (do1, () (f © é2)
= (dga(dgr, (v)))(f)
= (d,, o der,(v))(f)

|

Observacion 3. De i. y ii. se deduce que si ¢ es un difeomorfismo entonces d¢, es un

isomorfismo.

Dada M una variedad diferenciable y I' = (U,, 9o = (21,22, ..., Tn)) }aca, Para cada
carta U, — R", denotamos por z; : U, — R a la composicién r; o ¢,, donde r; es
la j-ésima proyecciéon de R™ en R. En lo que sigue z; es la j-ésima coordenada de ¢, y
denotamos ¢, = (1, ...,%y,).

Para cada p en U, denotaremos por %]p al vector tangente definido por

el
Ox; P

(f)=2Leald| oy Vf € C=(M,p)

Proposicion 2.1.3. Dada M una variedad diferenciable con sistema diferenciable, I' =

{(Uas 00 = (1, T2, ..y Tn)) }aea Y sSea p un punto de M entonces el conjunto {8%1, s %
es una base para T,M .
Demostracion

Solo basta probar que el conjunto {%,. 5 Bor } es linealmente independiente, para

ello, tomemos (a1, ...,a,) € R™"si > " a7 Bw |,= 0; entonces

0= Zz 1azaz lp (z;) = a;

10
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9

ceey Ba:n

Por tanto los vectores {%, } son linealmente independiente, asi que son base

para 1, M.

2.2 Fibrado Tangente

Definiciéon 2.2.1. Dada M una variedad diferenciable, definimos:
i. Ty = |_|p€MTpM
im:Ty — M; p)=p siv e T,M

Veamos que 7 sea un fibrado, para ello debemos dotar a T); con una estructura de
espacio topologico que convierta a 7 en una aplicacién continua.
consideremos I' = {(U,, ¢a) taca sistema diferenciable maximal de M y tomemos p
. : —1 _ n 0
en U, para algin «. si v pertenece a 7= (U,), v=>", Wi gy |, De modo que se define

bo : 1 HUy) — Uy x R™ por la formula:

Ba(v) = o (Z?l 0 |p) ~ (poars )

Claramente ¢, es una biyeccion, ademéas damos a 7~1(U,) la topologia inducida por
ba, esto es, dado V subconjunto de 771(U,), V Sera abierto si es la imagen inversa de
un abierto a través de ¢,, De manera analoga 1), adquiere la topologia inducida por la
inclusion , es decir dado A subconjunto de Ty, A es abierto si AN7~1(U,) resulta ser
abierto en 7 1(U,).

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata construcciéon hecha previa-

mente:

Proposicion 2.2.1. dada M una variedad diferenciable, entonces (T, m, M,R™) es un

fibrado diferenciable.

Demostraciéon
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Consideremos I' = {(U,, ¥a) }aca sistema diferenciable maximal de M y T = {(U,, ¢0) }aca

mapa de 7, entonces:

i. La aplicacion 7 : Ty — M es una aplicaciéon sobreyectiva.

ii. La aplicacion ¢, : 71 (U,) — U, X R" es un homeomorfismo que satisface
T o ¢, = m, donde m; : U, X R" — U, es la proyecciéon canénica sobre el primer

factor.

iii. Tomemos (U,, ¢o) , (Ug, ¢3) dos trivializaciones locales de 7 tales que U,NUz #

(), entonces:

¢a o gbgl(p? ay, "‘7an) = ¢a <Z?:1 aiaixi ‘p) = <p~b17 7bn)

Por lo tanto b; = Y7 aiJij(a © ©5') lpsm), de este modo los cociclos son las

matrices jacobianas asociadas a ¢, o @El

Asi 7 es un fibrado diferencial.

2.3 Campos vectoriales

Dada M una variedad diferenciable,para cada punto p de M, el fibrado tangente, permite
establecer aplicaciones suaves de vectores, estas aplicaciones son conocidas como campos

vectoriales, su aplicacion en el calculo vectorial es muy amplia

Definiciéon 2.3.1. Dada M una variedad diferenciable, un campo vectorial es una
seccion diferenciable del fibrado tangente esto es: Una aplicacion diferenciable x : M —

Ty tal que
POoX =1im

Denotamos por x(M) al conjunto de todos los campos vectoriales de M.



CAPITULO 3

FORMAS DIFERENCIALES

3.1 Formas Diferenciales

En lo que sigue, E representara un espacio vectorial de dimension n, sobe el cuerpo de

los numeros reales

Definicion 3.1.1. Para k£ > 1, £ € N se define una k-forma alternada como una

aplicacion a : E¥ — R que satisface:
1. « es lineal en cada variable
2. Dado (v1,...,v5) € E* alvr,...,v) = (0)avo(1), s Vory V0 € Sk
Siendo Sy, el conjunto de las permutaciones de orden k

Proposicion 3.1.1. si o es una k-forma alternada entonces: a(vy, ...v;, ..., v;...,v5) = 0

siempre que v; =v; St 1 F# ]

Demostracion

Fijemos 17, j tales que v; = v; si i # j , y tomemos la transposicion

_ a(i)=j, o(j)=i
0= {a(k):k: si ki,

13
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entonces resulta

a(v1, ..., v) = () (Vo(1)s o Vo)) = —t(v1, ..., V)

por lo que (v, ...,vx) =0
O
Denotaremos por /\k(E) al espacio de todas las k formas alternadas sobre E, notemos
que /\k(E) es un espacio vectorial, mas aun, es un sub espacio del espacio vectorial de
todas las aplicaciones multilineales y continuas sobre E.

Es claro que A\'(E) = E* el espacio dual de E y convenimos que A"(E) = R

Definicion 3.1.2. Sea a € N*(E) y sea 8 € \P(E) el producto exterior de o y 3 es
la (k 4 p)-forma dada por:

a/\ﬁ(vla v Vg Uyt - - 7Uk+p) = m desk+p 5(0)04(’00(1), S >Ua(k))6(va(k+l)7 s 7U0'(k+p))

Las propiedades de este producto exterior se enuncian en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.2. Dadas o € N°(E) y 8 € N'(E) el producto exterior oA satisface:
LaANB=(=1)"3na

2. (anB)ANy=aA(BAY)

. ana=0

Demostracion

Consultar [3, paginas 17-18|

Notemos que si E es un espacio de dimension n y k < n entonces dim(\"(E)) = )
cuando k& > n A"(E) = 0 pues si k > n 1o existe ninguna sucesion estrictamente creciente
de k numeros naturales que sean todos menores que n.

Sea {ey, ..., e,} base de E y consideremos la base dual de E* {ef, ..., e’} asociada, se

tiene el siguiente resultado:
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Proposicion 3.1.3. {e; N..Nej 11 < i <iy < .. <i, <n} esuna base para el

espacio \"(E)

Demostracion
Veamos que ellos generan a A\*(E), si v € E entonces v = e(v) + - - - + €% (v) asi que

para a € N*(E) se tiene:

n
a(vy, ..., v5) = Oé(z e; (v1)ej ,va, ... ,vk)

i1=1

n
= Z e; (v)a(e;, va, ...v5)

i1=1

por tanto si se reemplaza a cada v; por su expresion en la base candnica se obtiene:

a(vy, ., vg) = Z:L”Q%:l e; (v1)...ej, (vp)ales,, ... ef)

ahora bien, como

e, (V1) Ao Nep (vr) = Z e(o)e; (Vo) ---€5, (Vo(r))

og€ESy,
=klej N...Nej,
por tanto finalmente resulta:
n
a(vy, ..., vg) = Z Klej (vi) A ... Nej (vp)a(e, ... € )

1<i1 <ip <...<ip <n
Esto demuestra que la familia {ej A...Aef 11 <4 <iy < .. <ip < n} genera a
A (E)

para ver que son linealmente independientes tomemos
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— n L X *
Q= Zl§i1<i2<...<ik<n Ciy.ig€iy N - N €5,
Supongamos que « = 0, Dado que
* * ) N _ J 0 siodr#jr para algun r=1,..k
i (Ul) A A iy, (Uk)(ejl’ T ejk) - {1 si ir=jr para algun r=1,..k
Se obtiene la independencia lineal deseada
O

Si h: By — E5 una aplicacion lineal, h induce una aplicacion lineal h* : /\k(V) —

A" (E) dada por

h*(a)(vy, ..., vp) = a(h(vy), ..., h(vg))
Que satisface:

1. Si h es lineal entonces h* es lineal.

2. h es isomorfismo si y solo si h* es isomorfismo

3.2 Fibrado de Formas

Dada M una variedad diferenciable y p un punto de M, Consideremos el espacio vectorial
de todas las k-formas en T,M A"(T,M). Estas k- formas T, M son de vital importancia,

porque permiten la construccion de un fibrado diferenciable asociado a la variedad M.

Definiciéon 3.2.1. Sea M una variedad diferenciable con sistema diferenciable maximal

I' = {(Ua, ¢a) }aen- Definimos:

L A" (M) = Uyers N(T,M)

16
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2.7 NF (M) — M, () =p sife N(T,M).

Es claro que 71 (Uy) = | ey, N (T, M)
Estamos interesados en hacer de 7 un fibrado, para ello debemos dotar a A"(M) de
una estructura topologica.

Dados p e M y (Us, o) € T tal que p € U,. Definimos

¢a : TpM — R"”
Pa (Z?:1 aia%;i ’p) = (ay,...,ap)

Claramente ¢, es un isomorfismo, de modo g induce un isomorfismo
o N'(R™) — AT, M)

Por tanto obtenemos

= LI A

p€Ua

Definamos ahora

Vot (Uy) = Un x N(T,M) — Uy x NF(RY)
\IJoc — IUa X ¢Z

De este modo p~1(U,) adquiere la topologfa inducida por ¥, y /\k(M) adquiere la
topologia inducida por la inclusion.

El siguiente resultado es una consecuencia de la construccion realizada:

Proposicion 3.2.1. Dada M una variedad diferenciable con sistema diferenciable mazx-

imal T' = {(Uq, ¢a) taca entonces (/\k(M),ﬂ', M, /\k(TpM)) es un fibrado diferenciable.



Formas Diferenciales. k-formas diferenciales. 18

Demostracion
Solo basta ver que los cociclos son diferenciables, Consideremos T = {(Uy, V4 ) }aca
mapa de 7 y tomemos (Uy, ¥, ), (Us, ¥g) dos trivializaciones locales tales que U,NUz # (),

si p € U, NUg se tiene

W50 W (p,0) = Ws(p, 05" (0))
= (p, 050 (¢a')(0))
= (P, (6" © 05)"(0))

Por otro lado

(657 0 65 (0)(t1, ey 00) = (65" © 63)(0) o (657 0 B3) )
— 9(‘]@;1% (Ul), er) J¢&1¢B (Uk))
= J;gl¢3(9)(vl’ . Uk)

asi que finalmente resulta:

‘Ilﬁ © \I];l(pv 9) = (pv ‘];gl(zgﬁ(e))

3.3 k-formas Diferenciales

Definicién 3.3.1. Dada M una variedad diferenciable y = : A"(M) — M el fibrado
de formas de M. Una k-forma diferencial w es una secciéon diferenciable del fibrado

esto es:

Si X1, .--Xx € X(M) entonces para todo p € M se tiene:

w(X1, - Xk) ) = @) (X1(p), - x(P))
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Denotamos por %(M), al espacio vectorial de todas las k-formas diferenciales en M,
es evidente que QY(M) es el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables M en R.

Dadas M, N dos variedades diferenciables, si ¢ : M — N es una aplicaciéon diferen-
ciable entonces, ¢ induce una aplicacion diferenciable ¢* : Q¥(N) — QF(M), definida

COIMo:

@ (W) (X1, - Xa) () = w((p)) (deo(X1)ps -, dip (X))

Esta aplicacion satisface las siguientes propiedades:

L (poyp)* =9 op*
2. ¢*(aAB) =" (a) Np*(B)

A continuacién enunciamos el teorema de la derivada exterior este teorema es muy

importante en el desarrollo de la cohomologia de De Rham

Teorema 4. La derivada exterior d : QF(M) — QFY(M) satisface:
1. (wy Awy) = d(wy) Awy + (=1)*wy Ad(wy) YV w, € QF(M) yV wy, € QFM)
2. d*(w) =0

Demostracion

Consultar [3, Teoremas 2.4.2 y 2.5.1]



CAPITULO 4

COHOMOLOGIA DE DE RHAM

4.1 Cohomologia de De Rham

Definicién 4.1.1. Un complejo Diferencial C' = {(C",d,,)}, es una sucesion de espa-

cios vectoriales y transformaciones lineales

dn—l

dn dn dn
cnt I o S ot I ont?

dn—2
Tales que :
dpod,—1 =0
Notemos que la condicion d, o d,,_1 = 0 implica que Img(d,_1) C Ker(d,)

Definicion 4.1.2. Dado un complejo diferencial C' = {(C",d,,)}, el n-ésimo grupo de

cohomologia de C es el espacio vectorial

n _ Ker(dn)
H (C) - Img(dn—1)

Ejemplo 4.1.1. Sea M una variedad diferenciable y d la derivada exterior, el complejo

de De Rham es el complejo diferencial

20
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C(M)=0 — QM) —L5 '(M) —L» .. L5 or (M) —— 0

Al n-ésimo grupo de cohomologia de este complejo lo llamaremos cohomologia de De

Rham y lo denotaremos por Hp,(M).

La cohomologia de De Rham permite establecer una relaciéon funtorial entre la cate-
goria de las variedades diferenciales y la categoria de los espacios vectoriales.
Sean M y N dos variedades diferenciables y sean ¢ : M — N, f : N — R, se tiene

el siguiente diagrama conmutativo

T L)CTN

M 25 N

¢, esta definida como ¢, (v) = v(fo¢) y ademéssiv € T,M entonces ¢.(v) € Ty N.

En términos locales si (U, 1) es una carta de M entonces

o- (5

p) = o lo(fod) = glp(fodov™)

De este modo ¢, induce una aplicacién ¢* Definida como:

o (01 e n 5) ) =t (0. 25) A n o))
Obtenemos asi el siguiente diagrama conmutativo:
QF(N) —2 QF(M)

N < M

Notemos que ¢*(w(p)) € N (T, M), por tanto los siguientes diagramas son conmu-

tativos
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0—=Q°(N) 4= QYN) 4. .. — L OF(N) —% . QY (N)EZ—0
@ @ @ @

0—=QN) 4= QYN) — - —5 QF(N) —% . QM (N)LZ—0

Podemos establecer por tanto un funtor F' tal que
Hpp(F) : Hyp(N) — Hpp(M)
Definicion 4.1.3. Dado C', un complejo diferencial diremos C' es exacto en C" siy
solo si H"(C') = 0, en cuyo caso Img(d,,—1) = Ker(d,)

Definicion 4.1.4. Dados C' = {(C",d,)}» v C = {(D",b,),}, un morfismo de cade-
nas entre C y D es una coleccion F' = {f, : C" — D"} de transformaciones lineales

que satisface:

fn-i—lodn :bnofn

Es decir, si cada uno de los siguientes diagramas es conmutativo.

dn_1 dn dn+1 dni2

..Honﬁcnﬁ-l

Cn—i—?
lfn lfn+1 fn+2

bn+1 Dn+2 bn+2

bpn—
.. 41> Dn & Dn+1

Notemos que si ' = C"™ — D™ es un morfismo de cadenas entonces para todo k, F'

induce las aplicaciones f,([a]) = [f.(a)]

Definicién 4.1.5. Dados C' = {(C",d,)}n y C = {(D",b,)n} y sean F' = {f, : C" —
D"}, G ={g,: D" — D"} dos morfismos de cadenas, una homotopia de cadenas es

una sucesion de transformaciones lineales K = {k,, : C"*! — D"} que satisfacen
fn — gn = :i:(kn o dn - bnfl o knfl)

en este caso decimos que F'y G son homotoépicas.
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Proposicion 4.1.1. Dados C = {(C™,d,)}, y C = {(D", b,)}n Dos morfismos de

cadenas homotopicos, entonces f; = g para todo n.

Demostracion

(fo = gn)(2) = £(kn o dp — bpy © k1)
Ko (dn(2)) = b1 (kn-1(2)))
kn(0) = bp—1(kn-1(2)))
bn-1(kp-1(2))) € Im(bn-1)
De donde tenemos f;([z]) = [fn * (2)] = [gn * (2)] = g5([2])
O

A continuaciéon enunciamos dos teoremas importantes en la categoria de los complejos

diferenciales:

Teorema 5. (de los cinco): Dadas C = {(C",dp)}n y C = {(D", b)) }n, st F = {fn:
C™ — D"} es un morfismo de cadenas tal que fn_o, fu_1, fat1fare Son isomorfismos

entonces f, es un isomorfismo.

.. *)dn—:a Cvan *)dn—z Cnfl In—1 cn dn

lfnZ lfnl lfn lfn«!»l \Lfn«l»Z
bn—3 b

S pn—2 E) pr-1 bn—1 D n prtl

Demostracion

Consultar [8, lema 3.2.1]

Definicion 4.1.6. C = {(C",d,)}n, C = {(D",b,)}n y E = {(E", hy,)}n tres complejos
diferenciales y sean F' = {f, : C" — D"} y G = {g, : D" — E"} morfismos de

cadenas se dice que la composicion

23
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Es una sucesiéon exacta de morfismos de cadenas, si en el siguiente diagrama

cada columna es un complejo exacto.

0 0 0 0
dn72 Cn_l dnfl C’n dn Cn+1 dn+1 C +2 dn+2
fn—l fn fn+1 fn+2
n—2 n—1 n—1 n bn ’Vl+1 b D bn+2
D=t == P —s Pt —2 D
9n—1 gn In+1 In+2
hn— dn n hn
*ﬁ En 1 *1> En _ En+1 11 En+2 +2
n
In+2
0 0 0 0

Teorema 6. (de la Serpiente): Sea

0 C D E 0

Una sucesion exacta de morfismos de cadenas, entonces existe un Homomorfismo de

conexion A, : H"(E) — H"(C) tal que la sucesion

e Q) S HN(D) B Y (B) S Y (C) e HY(D) e HY(E) ——

Es una sucesion exacta.

Demostracion
Ver [8, lema 3.2.2]

El resultado que se enuncia a continuacion, es de importancia relevante en el desarrollo

de la cohomologia de De Rham

Teorema 7. (truco de Bredon): Dado M una variedad diferenciable y T' una base
de abiertos cerradas por intersecciones finitas. para cada abierto A de M, sea p(A) un

predicado sobre A, si se satisface que:
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1. p(U) es cierta para cada abierto U de I’

2. Para cada U , V de M sip(U) , p(V) y p(UNV) son ciertas entonces p(U U V)

es cierta

3. Si{Us}aen es una familia de abiertos, de M disjunto entre si y p(U) es cierta para

cada o entonces p(|J, Ua) es cierta.

Entonces p(M) es cierta.

Demostracion

[8, teorema 1.3.3]

4.2  Sucesién Mayer-Vietoris

Definicion 4.2.1. Sean M y N dos variedades diferenciables y sean f,g : M — N

diremos que f es homotoépica a ¢ si existe una funciéon h: M x R — N tal que

Wz, 0) = f(z) y h(z,1) = g(x)

Definiciéon 4.2.2. Sea M una variedad diferenciable, diremos que M es contractil si la

identidad iy, : M — M es homotopica a alguna aplicaciéon constante.
Ejemplo 4.2.1. R" es una variedad contractil
Lema 4.2.1. Todo espacio conexo es contrdctil

Teorema 8. Sean M y N dos variedades diferenciables, si N es contrdctil entonces:

HY\ (M x N) = HE (M x N)
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Nota: En lo que sigue para simplificar notacién escribiremos H*(M) en lugar de
Hi (M)

A continuacién daremos la construccion de la sucesion de Mayer-Vietoris para una
variedad diferenciable M

Sea {U,V} un cubrimiento abierto de M y sean las siguientes transformaciones de

cadenas
a: V(M) — Q@ U)®%*(V); aw) = (wv,wly)
B:U) e (V) —w*(UNV); Blwr,ws) =wiluny — wiluay
Lema 4.2.2. Para cada k la siguiente sucesion es exacta.

0 —= QF(M) —LQ*(U) @ QF (V) 2= w* (U N V) —=0

Demostracion

La prueba la dividiremos en tres partes a saber:

1. Exactitud en Q*(M)
2. Exactitud en Q*(U) @ QF(V)

3. Exactitud en w*(U NV)

1. Supongamos que a(w) = 0 entonces w|y = 0 y w|y = 0 ademas como {U,V'} es
cubrimiento de M, tenemos que w = 0 por tanto a es un isomorfismo

2. Observemos que fB(w|y,w|v) = w|vnv —w|vavy = 0, es decir foa = 0 de modo que
Im(a) C Ker(B)

Por otro lado si f(wy,ws) = 0 entonces wi|pny = wi|uny es decir, a 'y § coinciden en
la interseccion de U y V asi que podemos definir w en QF(M) que satisfaga, w|y = w; y

w|y = weq esto es:
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wi(p) si pe U

wa(p) si p €V

De este modo tenemos que a(w) = (wy,ws) asi Ker(8) C Im(«) luego la sucesion es
exacta en Q*(U) @ QF(V)
3. En virtud que {U,V} es un cubrimiento de M existe una particién de la unidad

subordinada a este cubrimiento. Para § € w®(U NV) definimos:

O(p) si pe U
Pyb(p) =

0 sino

O(p) si pe V
Pyo(p) =

0si no

Elijamos ahora w; = Py y wy = —Py0, claramente w;, € QF(U) y wy, € QF(V) por

ende
B(wr, ws) = wi|lvay — wilvny = Py + Py =6

de este modo resulta que 3 es sobreyectiva asi obtenemos la exactitud en w*(U NV)

|

Hemos probado que la sucesién de morfismos de cadenas:
0 —= Q" (M) —=2 Q" (U) @ Q(V) 2= w* (U N V) —>0

Es una sucesion exacta, por tanto en virtud del lema de la serpiente tenemos el

siguiente resultado.
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Teorema 9. existe un homomorfismo de conexion A, tal que la sucesion:
= HNM) —EHNU) @ HE (V) Z BHU N V) 22 B (M
: H%H(U) o Hk+1(V)5* HY U NV) ...

es una sucesion exacta.

Teorema 10.

Demostracion

Para ver la demostracion consultar |6, pagimas 27-30|

Teorema 11. (Lema de Poincaré) Sea M wvariedad diferenciable entonces

H*(M) = H*(M x R")

Demostracion Consultar [6, proposicion 4.15]

4.3 Cohomologia de De Rham para S"

Proposicion 4.3.1. Dada M una variedad diferenciable, si M es coneza entonces H*(M) =

R

Demostracion
Dado que H°(m) = Ker(d), H°(m) consta de todas las aplicaciones f tales que
df =0y como M es una variedad conexa se tiene que si f € H°(m) entonces f es una

constante, por consiguiente H°(m) = R
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Teorema 12. Dados V, Vi y Vs espacios vectoriales, entonces la sucesion.

0—=WV—2-y o1,

Es una sucesion exacta si y solo si

Vel

Demostracion

Consideremos B una base de V5 y sea [ una funcion de eleccién tal que si v € B
entonces f'(v) € 7 (v).

Notemos que si § € V entonces ﬁ(w — 6’(5(9))) = 0, es decir existe un tnico w en
V1 tal que a(w) = 6. Definamos el homomorfismo entre espacios vectoriales o : V. — V}
dada por o/(0) = w.

Con o y (' definida de esta manera, la siguiente sucesion

0—>V Loy 2

Vi 0

Es una sucesion exacta, para completar la demostracion solo basta considerar el sigu-

iente diagrama conmutativo

0 Vi %4 Va 0

Pk

0—=Vi— VeV, 2V ——0

Donde: #(w) = (o (w), 5(w))

Proposicion 4.3.2.

R si k=0, 1
Hkslz

Oen otro caso
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Demostracion
Consideremos R! y sean U = R — {N} y V = R! — {S}, N y S son los respectivos
polos norte y polo sur de R'. Es claro que {U,V} es un cubrimiento abierto de R'.En
virtud de Mayer-Vietoris existe un homomorfismo de conexiéon A tal que la siguiente
sucesion exacta
0—= H(SY) — L HOU) @ HO(V) Z HOU N V) 22s (S
— e H(V) T WUNV)—0

Notemos que U y V son homeomorfos a un segmento de recta por tanto son contréac-
tiles, de alli que solo poseen cohomologia en cero por tanto la sucesion anterior se reduce
a

0— HOS") —LHO(U) @ HO(V) L= HO(U N V) 22n HY(S') —— 0

En virtud de que S' es conexa H°(S') = R ademas U NV es homeomorfo a dos
segmentos de recta pues U NV = S' — { N, S} por consiguiente
0—R—<(R) @ (R) 2~ (R) ® (R) 2~ H'(S') —=0
Dado que esta sucesion es exacta se sigue que
0—=R—22HY(S') —>0

en consecuencia

HY(S') =R
Proposicion 4.3.3.
R si k=0, n

Hksn —

0 en otro caso
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Demostracion

Aplicaremos induccién sobre n, por la proposicion anterior el resultado vale para
n = 1, supongamos ahora que el resultado vale para n — 1.

Consideremos {U = R' — {N},V = R! — {S}}, cubrimiento abierto de S", en virtud
de Mayer-Vietoris, existe un homomorfismo de conexion Ay tal que la siguiente sucesion
es exacta

e HEY(ST) 2N (U) @ B (V) s BN N V) S R (S
— = HNUY @ HY (V) S HR U A V) —> -

Es claro que UNV = 8" ! xR por ende en virtud del lema de poincaré tenemos: H*~1(UN
V)= HY(S" I xR)=HY(UNV)=H'(S"!) en consecuencia

e HEY(S?) L HEY(U) @ HE (V) s HEY(87Y) B HE (S

— MUY @ HYNV) S BN U N V) —— -

Dado que esta sucesion es exacta A obtenemos el diagrama
k—1/Qn-1y 2k kiQn
0—H" 1 (S" ') ——=H"S") —=0
Por lo que:
Hk—l(sn—l) — Hk(sn)
Asi haciendo uso de la hipoétesis inductiva se obtiene:

R = HE-1(S71) = Hb(S")



CAPITULO b

COHOMOLOGIA INVARIANTE

5.1 Meétrica Riemanniana

Definiciéon 5.1.1. Un producto interno en R” es una aplicacion <, >: R" x R" — R

que satisface :
1. <, > es bilineal
2. <z,y >=<vy,r >
3. <,> es no degenerada, esto es < x,z >= 0 si y solo si x =0
4. <zxz,x>>0

Ejemplo 5.1.1.

<, > RFxRF — R

k
<T,Yy>= Zi:1 Y

Definicion 5.1.2. Dada Muna variedad diferenciable, una métrica Riemanniana en

M es una aplicaciéon

32
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p: M — U cp{productos internos en T,M}

Que a cada punto p de M le asocia un producto interno en 7, M = R" diferenciable, esto

es: Para cada par X,Y de campos vectoriales la aplicaciéon:

w:M—R
u(p) =< X(p),Y(p) >

Es una aplicacion diferenciable.

el siguiente resultado garantiza la existencia de métricas riemannianas en una variedad

diferenciable.

Teorema 13. En toda variedad diferenciable, existe un métrica Riemanniana.

Demostracion
Consultar [5, teorema 13 pag 151]
Consideremos 6 : G x M — M una acciéon, de un grupo de lie compacto en una

variedad diferenciable M, si denotamos (g, z) = gx podemos establecer la aplicacion:
g: M — M
9(x) = gx
De modo que obtenemos el siguiente diagrama

M xT,M 225 R

N

T,,M x T,,M %5 R

Esto nos permite definir métricas riemannianas invariantes en una variedad diferen-

ciable.
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Definicion 5.1.3. Sea M una G —variedad y p una métrica Riemanniana en M, diremos

 es invariante si p(gp)(dgv, dgw) = p(p), para todo par de vectores v, w en T, M.

Dada p una métrica Riemanniana en un G —espacio M si p no es invariante, podemos
construir una métrica invariante a partir de u haciendo uso de la integral de Haar || esto

es, sl i no es invariante, entonces

i= J,u(gp)dg
Es una métrica Riemanniana invariante en M.

Definicion 5.1.4. Sea M un G — espacio, diremos que A C M es invariante si para

cada g € Gy paracadaz € A setiene que gr € A esto es si G(A) = A.

Definiciéon 5.1.5. Sean M y N dos G — variedades y sea f : M — N diremos que f

es equivariante si f(gx) = g(fz)

5.2 Curvas integrales

Definicion 5.2.1. Sea M una variedad diferenciable y sea v un vector de 7,M, una

curva integral es una aplicacion diferenciable p : (—€,¢) — M que satisface:
L p(0) =p
2. dp(0) =v

Ejemplo 5.2.1. Si M = R"yv € T,M = R" entonces la curva integral de v en el
punto p es la funcion p(t) = p + tv

dado que el concepto de curva integral es local, entonces:

1. Si M es una variedad diferenciable, p es u punto de M y (U, = (x1,...,2,)) es
una carta de M en p entonces para cada a = (aq,...,a,) en R", o= (¢(p) +ta) con

t € (—e€,€) es una curva integral del vector v = 1" | ;52 |,.

34
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2. Si f: M — N es un difeomorfismo y p : (—¢,¢) — M es una curva integral de
un vector v € T,M entonces la composicién f o p es una curva integral de dg(v)

en Ty N

5.3 Funcién exponencial

Definiciéon 5.3.1. Sea M una variedad diferenciable, la funcién exponencial de M es
la aplicacion
exp: TM — M x M
definida con la siguiente formula
exp(v) = (p,p(1))Vp € M,Vv € T,M
Propiedades
1. La funcién exponencial es equivariante.

2. Sea (U, = (x1,...,7,)) una carta de M y sea (U, ) la carta local de T}, inducida

por (U, ¢) entonces la composicion:

——1
R" x R""— Ty —2 7 x U 2L R x R”

Es la aplicacion que transforma al par (b,a) en el par (b,b+ a).
Si restringimos la funcién exp a la fibra 7}, M obtenemos la aplicacion
exp, : T,M — M
expp(v) = p(1)

Esta funcién es diferenciable y su diferencial es la identidad, por tanto es un difeo-

morfismo local.

Dada M una G — variedad diferenciable, para cada p de M , la orbita de p, O, es

una sub variedad de M de modo que:
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,0, CT,M y T,M=T,0,® (Tpop>L

Sean E, = (T,,0,)* y H el subgrupo de isotropia de p, claramente F, es H-invariante

puessig € Hywv € E, paratodow en 7,0, se tiene:
<w, gu >=< gw, gv >=< w,v >=10

Definicién 5.3.2. Dada M una G — variedad diferenciable, para cada p en M, S, es el

conjunto:
S, = exp,(E,) C M
Propiedades de S,

l.p € Sy,pues0 € E,

2. S, es un H-espacio, esto es para todo ¢ en S, y para todo h en H, hq esta en Sp;

en efecto:

Si ¢ = exp,(v) entonces hq = h(exp,(v)) = exp,(hv), pues la exponencial es una

funcién equivariante.

3. gS, N S, # 0 entonces g € H. En efecto:

Sea v € S, tal que gv = w € S, tenemos que w = dp(l) y p(0) = p en

consecuencia gp = p pues de lo contrario w # S,

Definicion 5.3.3. Sea M una G-variedad y sea H el subgrupo de isotropia de G, supong-

amos que GG X M es un H-espacio, entonces el producto torcido de G y M es el cociente

GxSp

=52y lo denotaremos por G X Sy,.

Definicion 5.3.4. Sean M, N dos variedades diferenciables y sea f : M — N, diremos

que f es un embebimiento si:

1. f es un homeomorfismo sobre su imagen abierta.
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2. df es una aplicacion inyectiva.

Proposicion 5.3.1. La aplicacion o : G Xy S, — GS, es un embebimiento sobre el

abierto GS,,

Definiciéon 5.3.5. al abierto GSp lo denominamos el tubo de la orbita O,

5.4 Cohomologia invariante

Sea M una G-variedad diferenciable, y sea 6 : G x M — M una accién efectiva y

diferenciable, para cada g en G denotamos (g, z) = gz y definimos g : M — M dada

por g(x) = gz
Dado que g es una aplicaciéon de M en M, g induce una aplicacién g* : Q¥(M) —

QF(M), esta aplicacion nos permite introducir el concepto de cohomologfa invariante.

Definiciéon 5.4.1. Sea M una G-variedad diferenciable y sea g : M — M diremos que

w € QF(M) es invariante si g*(w) = w
Denotaremos por 1QF(M) al conjunto de todas las k-formas diferenciales, esto es:
IQNM) ={w € QX(M) / g*(w) =w ;¥ g € G}
Proposicion 5.4.1. Sea M una G-variedad diferenciable entonces:

1. (IQ*(M),d) es un complejo diferencial.

2.4 IO (M) — Q*(M) morfismo de cadenas.

Demostracion

1. Siw esuna k-forma invariante, g*(w) = w para todo g, por lo que g*(dw) = dg*(w) =

dw
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2. Esta asercion es inmediata pues cada uno de los siguientes diagramas es conmuta-

tivo
IQF(M) —2 TQF1(M)

QF (M) —Ls QML)
]
Dado que (IQ*(M),d) es un complejo diferencial posee una cohomologia al n-ésimo

grupo de cohomologia de este lo llamamos cohomologia invariante y lo denotaremos como

TH*(M)

Ejemplo 5.4.1. Consideremos la accion de S en S! por rotaciones entonces

R sik=0,1
TH*(SY) =

0 en otro caso

Consideremos el complejo diferencial:
IQ*(SY) = 0 —IQ°(S!) —= QY (SY) —=0
Para todo zy en S', 25 : S' — S! es la aplicacion
20(2) = 202

Para cada p = (z,y) € S', el espacio tangente T),S! es la recta por el origen, cuyo

vector director es ortogonal a p, esto es:
T,S' = {\e'2p, A€ RVg € S'}

IN(SY) ={f:S' — R: f es diferenciable y f(gr)= f(z)}
Tomemos f € IQ°(S'), claramente f(g) = f(1), para todo g € S* por tanto

IQ°(S') es el espacio de todas las funciones constantes es decir:
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1098 =R

Probaremos que IQ'(S') @ R
Sea w € INY(SY),Vp € S! w(p) es un funcional lineal en T,S' = {\e’2p , A € R}
luego para todo A € R wp)(Ap*) = Aw,(pF)

definamos ahora la aplicacion
L:IQ(SY) — R

definida como

Esta aplicacion esta bien definida(no depende de p) ya que w es invariante, ademas

es claro que L es un isomorfismo, luego I2'(S!) = R por tanto obtenemos el complejo

0 R—4-R 0

La cohomologia de este complejo es R en 0, 1y 0 en todos los demas indices, es decir
IH'Y(SYY=TH'(S') =R

A continuacién probaremos la validez de la sucesion de Mayer Vietoris y del lema de

Poincaré en la cohomologia invariante

Teorema 14. (Lema de Poincaré) Sea M una G-variedad diferenciable entonces

IH*(M) = IH*(M x R")

Demostracion

Sean:

1. m: M x R — M la proyeccién Canodnica

2. s: M — M x R la seccién cero
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3. 0: G x (M xR) — G x M la aplicacion definida como g(z,t) = (gz, 1)

Debemos probar que 7 y s son equivariantes. Claramente la aplicacion 7 es equivari-

ante pues
w(g(x,t)) = m(gx,t) = gxr = gn(x,t)
De igual modo la secciéon cero también es invariante pues:
gs(x) = g(x,0) = (g92,0) = s(gz)

Por otro lado tenemos que toda k-forma en IQ*(M x R) puede ser de dos tipos a

saber:

(o) f(x,t) tipo 1

(@) f(x,t)dt tipo 2
Dondef(x,t) es una funcion de M x Ry ¢ es una k-forma en M.

Consideremos el operador K definido de la siguiente manera:

0 si w esdeltipol
K(w) =
(@) [y f(z,5)ds si w es del tipo 2

El operador K es invariante pues:

f%@%-f@%@lf@@w)
:[ﬂwwwww

=Af@$®ﬁ@
~ K(w)
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Teorema 15. Sea M una G-variedad diferenciable, sean U y V' abiertos invariantes de

M tales que M = U UV, entonces Para cada k la sucesion

0 —— IQNUUV) —2 IQFU) & IQF(V) —— 1O"(UNV) — 0
Es una sucesion exacta corta.

Demostracion

Solo basta probar que Las aplicaciones o y  son invariantes. En efecto, dado que «

y [ estan definidas de la manera siguiente:
a(w) = (Wlr,wlv) 5 Blw,0) =wlvav — Oluav
Tenemos que
L g a(w) = (5" (wlv), " (wlv)) = (wlv, wlv)

2. ¢*f(w,0) = g"(wlurv — Olunv) = ¢"(w — 8)|unv) = (W — 8)|unv = wlunv — Blunv

a

Teorema 16. Sea M una S' libre. Para cada k la inclusion i : IQ%(w) — QF(M)

induce isomorfismos en cohomologia.

Demostracion

Consideremos 7 la proyeccion de M sobre el espacio de orbita M /S?

M
M /S1
Para la demostracion del teorema usaremos el truco de Bredon con la siguiente
proposicién: Para cada abierto U C M/S! la aplicacion i : IQF(7=1(U)) — Q¥(x=1(U))

induce isomorfismos en cohomologia.
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Dado que la accién es libre M/S! es una variedad diferenciable.|7, paginas 25-27| Eli-
jamos I' una familia de abiertos convexos geodésicos en M /S!, cerrada por intersecciones
finitas, que vienen de tubos en M.

Tomemos U un abierto de I', Dado que la accion es libre M/S' 7=3(U) = S! x U.

Ademas en virtud del lema de Poincaré las aplicaciones:

i QMS! x U) — QF(SY)
i D IQFS' x U) — IQF(S)

inducen isomorfismos en cohomologia, de manera que es suficiente demostrar que la
aplicacion 7 : IQF(S') — QF(S'), induce isomorfismo en cohomologia; mas este hecho es
inmediato gracias al ejemplo (5.4.1),De modo que el resultado es valido para cada U de
r

Dados U , V dos abiertos en I', supongamos que la proposiciéon es valida para U , V'

y U NV, el siguiente diagrama es consecuencia de Mayer-Vietoris

T (5 (U)) @ THE (! (V) —= THA (57 (U N V) —= THH (U UV)) —=

HY (77 YU) ® H Y (77 Y(V)) ——H" Y{(z7Y(UNV)) ——= H(z7 (U UV)) —
— [H (7 Y (U))® [H* (7 Y(V)) —= TH*(x~ 1 (U N V))

——H*r'(U)) & H*(r (V) —— H*@ (U NV))
En virtud del lema de los cinco tenemos que
' TH*(n~ Y (U U V) — HE (7 LU UV))

Es un isomorfismo, por tanto la proposicion es valida para U U V.
Tomemos en I' {Uz} una familia disjunta arbitraria, tal que la proposiciéon vale para

cada Ug, entonces
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THH (71 (Us((Us)))) = THMUg(n™ ' (Us))) = @IH* (77 (Us)) = ©H" (7~ (Up)) =
HE (7= (U (Us)))
Asi que la proposicion es vélida para la union 7~'({Jz(Up)), por tanto en virtud del

truco de bredon se obtiene el resultado. O
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