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INTRODUCCION

Los problemas de contorno de la fisica mateméatica constituyeron el objeto de inves-
tigacién de grandes matematicos, entre los cuales podemos mencionar a C. Neumann
(1832-1925), H. A. Schwarz (1843-1921), H. Poincaré (1854-1912); asi como también los
rusos A. M. Lyapunov (1857-1918) y sobre todo su discipulo W. A. Steklov (1864-1926)
continuaron con éxito este tipo de investigaciones. Poincaré se ocupd, al mismo tiempo
que Lyapunov del problema general de estabilidad; las investigaciones de Lyapunov
también estuvieron motivadas por problemas concretos de astronomia, especialmente
por el problema propuesto por Chebichev sobre la posibilidad de la existencia de
figuras de equilibrio de un flujo en rotacién diferentes de la elipsoidal. Los trabajos de
Lyapunov tuvieron gran importancia en el desarrollo posterior de la teoria de ecuaciones
diferenciales y en sus aplicaciones al estudio de oscilaciones de diferentes sistemas fisicos

y mecanicos.

Una teorfa cualitativa abstracta de los llamados sistemas dindmicos fue desarrol-
lada por varios autores, entre ellos G. D. Birkhoff (1884-1944). Los problemas mas
importantes de dicha teoria son el estudio de las soluciones en el entorno de los puntos

singulares.
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En las ecuaciones diferenciales ordinarias, los trabajos de Poincaré y Lyapunov,
que durante bastante tiempo pasaron casi inadvertidos, han atraido la atencién de
numerosos investigadores por sus relaciones profundas con muy diversos aspectos de la
matematica aplicada. Ellos iniciaron el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales;
pues dado que en la mayoria de los casos es “imposible” obtener férmulas explicitas
para las soluciones de las ecuaciones que definen un sistema dindmico, proponen ver
otra perspectiva del problema y considerar no sélo algunas soluciones sino la totalidad
de las mismas, para estudiar su evoluciéon con el tiempo. Los estudios de Birkhoff
sobre estabilidad de sistemas fisicos y la investigacién de estados de equilibrio de los
puntos criticos han sido realizados siguiendo los pasos de Poincaré y Lyapunov en la
escuela rusa. La necesidad de extender la teoria se ha hecho notar por la debilidad que
presentaba la técnica de linealizacién, ya que en muchos casos resultaba incorrecta,
como en el estudio de oscilaciones no lineales. La teoria de control éptimo, desarrollada
especialmente por los matematicos de la escuela rusa, ha hecho también uso de los

métodos desarrollados por Poincaré y Lyapunov.

Los problemas mas importantes de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales se
ha centrado en el estudio de la naturaleza de los puntos criticos, de los ciclos limites, en
el comportamiento global y asintético (estabilidad y teorfa asintética) de las trayectorias
en un entorno de los puntos criticos y ciclos limites, en la teoria de la bifurcacion vy,
ultimamente, en los temas relacionados con el concepto de estabilidad estructural.

Sin embargo, fue hace 40 anos que los sistemas dindmicos se establecieron como un area
propiamente dicha, y no es mas que el estudio del comportamiento de un proceso fisico
modelado mateméticamente; estos procesos son sistemas complejos que constantemente
presentan cambios o evolucionan en su estado en un cierto tiempo. Para mas sobre la

historia del desarrollo de las ecuaciones diferenciales remitimos a [4].
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En este trabajo, estamos interesados en realizar un estudio detallado del compor-
tamiento del sistema dinamico definido por la ecuacion

d*u

d
W—E(I—UQ)—U—{—UZO,

dt

creada por Balthazar Van der Pol en el ano 1928 y posteriormente se dara a conocer
a través de su nombre; esta ecuacién describe un circuito eléctrico que surge con la

aparicion de los aparatos de radio.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera. Un primer capitulo de re-
sultados preliminares donde se estudian los aspectos basicos cualitativos de ecuaciones

diferenciales del tipo

o = f(x),
z(0) = .

Asi como también, se dan las definiciones bésicas relacionados con los sistemas
dinamicos, tales como, puntos criticos, érbitas periddicas, etc. Ademads, se presentan
algunos ejmplos para ilustrar estos conceptos, los cuales ayudaran a entender con mas

claridad el problema planteado.

El capitulo 2 es el capitulo principal, en él se realiza un estudio cualitativo de la
ecuacién de Van der Pol, tales como garantizar la prolongabilidad de la solucién a toda
la recta real, luego calcular y clasificar sus puntos criticos; despues probar la existencia
y unicidad de la solucién periédica para luego terminar el estudio implementando la

teoria de estabilidad orbital en dicha solucion.

En el capitulo 3 se implementa el método de multiple escala para encontrar una

solucion aproximada, en primer lugar de la ecuacién de Duffing, y luego para la ecuacién
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de Van der Pol.

Y por tdltimo, en capitulo 4, se utiliza MATLAB para mostrar el plano de fase de
la ecuacién de Van der Pol, a traves del tiempo con el valor del escalar 0 < e < 1y

compararla con el estudio hecho en el capitulo previo.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo nos referiremos fundamentalmente al estudio tedrico de la existen-
cia, unicidad y prolongabilidad de la solucién de las ecuaciones diferenciales auténomas;
asi como también una breve introduccion a los sistemas dinamicos y algunos ejemp-
los ilustrativos de sus propiedades mas importantes; para luego culminar con una breve

introduccién de la estabilidad de orbitas Periddicas.
1.1 Existencia, Unicidad y Prolongabilidad de Solu-
ciones

Consideremos el siguiente sistema auténomo:

x’ = f(x)a (1'1)

donde f : U — R"™ es una funcién de clase C!, definida en un abierto U C R”.

12



Cap. 1 Preliminares 13

Una solucién de la ecuacion diferencial (1.1) es una funcién diferenciable ® : I — R™

donde I es un intervalo abierto, tal que ®(¢) € U para cadat € [ y
®'(t) = f(P(t)); paratodot e I.

Ademds ® es una funcién continuamente diferenciable.

Frecuentemente estaremos interesados en soluciones especificas de la ecuacién (1.1),
las cuales en algin tiempo inicial ¢y € I alcanzan el valor xy. De manera que, se estudia-

ra el problema de valor inicial (abreviado P.V.I.)

)
z(0) = .

(1.2)

Como consecuencia del cardcter auténomo de la ecuacién (1.1) siempre se puede
asumir, sin pérdida de generalidad en el (P.V.1.)(1.2), que ty = 0; en efecto:

Sea x una solucién de (1.2) y considere y(t) := z(t + to). Entonces, se tiene que

y(t) =2'(t+to) = f(x(t + o)) = f(y(1)) v y(0) = xo.

En wista de la discusion anterior en lo sucesivo, a menos que se especifique lo
contrario, asumiremos que to = 0. Ademas, para enfatizar la dependencia de una
solucién z(t) de (1.2) de o cuando t, = 0, usaremos frecuentemente la notacién ®(t, zo)

para esta solucion, es decir, ® (¢, xg) es solucién de (1.1) y ®(0,z¢) = xo.

A continuacion presentaremos tres teoremas relacionados con la existencia y unicidad
y prolongabilidad de la solucién de una ecuacién diferencial del tipo (1.2), los cuales solo
enunciaremos; todos los detalles de esta teorfa podemos encontrarlo en [8]. Cabe destacar
que en el capitulo 2 presentaremos las demostraciones de dichos teoremas para un caso

particular.
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Teorema 1 (Teorema de existencia y unicidad local). Si f : U — R" es una funcion
de clase Ct, entonces para cualquier punto xo € U existe & > 0 tal que el P.V.I (1.2)

tiene una unica solucion ®(t) definida en el intervalo I = (—9,9).

Teorema 2. Sea C'(U) = {f : U — R": f es una funcion continua y diferenciable}.
Si f € CYU), entonces para cada punto xg € U emxiste un intervalo mazimal abierto
J = Juy(Quy, Buy) en el cual el P.V.I (1.2) tiene una unica solucion, ®(t); es decir, si el
P.V.I (1.2) tiene otra solucion v(t) en el intervalo I, entonces I C J y v(t) = ®(t) para
todo t € I.

Teorema 3 (Prolongabilidad de las soluciones). Sea f € CY(U) y («,3) el intervalo
mazximal de existencia de la solucion ®(t) del P.V.I (1.2). Si existe un conjunto compacto

K C U, tal que ®(t) € K para todo t € J, entonces ag, = —00 y [z, = 00.

1.2 Dependencia Continua con respecto a los Datos

Iniciales

En esta seccion presentaremos, sin demostracion, el teorema de la dependencia con-

tinua de la solucién del P.V.I (1.2) respecto a la condicién inicial .

Teorema 4 ( Dependencia Continua de los Datos Iniciales ). Supongamos que f € C*(U)
y xo € U, entonces existen a > 0, § > 0 tal que para todo y € Bs(xy) (Bolas abierta de

centro xo y radio 6) el problema

¢ = f(x),
z(0) =y,

admite una tnica solucion ®(t,y) con ® € CY(G) y G = [—a,a] x Bs(Xy).
Es decir, la aplicacion (t,z) — D(t,y) con (t,y) € [—a,a]x Bs(Xy) es continuamente

diferenciable.
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1.3 Sistema Dinamico

Los Sistemas Dindmicos son sistemas complejos que presentan un cambio o evolucién
de su estado en el tiempo. En un sentido amplio, el objetivo de los sistemas dindmicos

7

es estudiar “ todo lo que se mueve ”, es decir, todos los fendmenos en los que hay
alguna magnitud que evoluciona con el tiempo. Esta teoria sirve para entender como
evolucionan los procesos de la naturaleza, y modernamente han dado lugar a importantes
descubrimientos, como la existencia del caos. Para nuestro propdsito, en esta seccién, se

presenta la definicion de sistemas dinamicos asi como también algunos ejemplos, junto

con sus propiedades mas importantes.

Definicién 1. Un sistema dindmico en un espacio métrico X es una tripleta (X, R, )
donde m es una aplicacion continua del espacio producto X x R en el espacio X, que

satisface las siguientes propiedades:
(i) m(x,0) = x para todo x € X.

(i1) m(m(x, t1),ts) = w(x,t; + ta) para todo x € X y t1,ts € R.

Dado un sistema dindmico en X, el espacio X y la aplicacién 7 son llamadas
respectivamente el espacio fase y la aplicacién fase (Del sistema dindmico). Para un

estudio més amplio de sistemas dindmicos al lector interesado lo remitimos al libro [1].

Un caso particular de sistemas dindamicos se puede obtener a partir de una ecuacién
diferencial del tipo (1.1); veamos como el siguiente ejemplo ilustra la definicién anterior;

es decir, probando que cumplen con las hipotesis antes mencionadas.
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Ejemplo 1:

Sea f € C'(R™) y supongamos que todas las soluciones de la ecuacién 2’ = f(x) estan
definidas en R. La aplicacién II : R” x R — R" dada por II(zg, t) := ®(t, z¢), donde P

es la solucién del (P.V.1.)(1.2) tal que ®(0, xy) = x¢, define un sistema dindmico; en efecto:

La continuidad de ® se sigue del teorema de dependencia continua de los datos ini-

ciales, asi

(i) Se obtiene directamente de la definicién.

(11) Ahora W(W(l’o,tl),tg) = q)(tg, (I)(tl, l’o)) y 7T(Q?0,t1 + tg) = (I)(tl + tg,l‘o),

en particular si to = 0, entonces:
(7 (zo,t1),0) = 7(xo,t1)
esto implica, por el teorema de existencia y unicidad, que:
m(m(zo,t1),t2) = m(xo,t1 + t2)

para todo xg € R" y t1,t, € R.

Por lo tanto se ha comprobado que efectivamente una ecuacion diferencial del tipo

(1.1) define un sistema dindmico.

El siguiente ejemplo es el sistema dinamico “Bebutov”. Este sistema dindmico posee
propiedades interesantes; ademas prueba que la teoria de sistema dinamicos es aplicable
a situaciones donde el sistema dindmico no proviene o surge de una ecuacién diferencial

ordinaria.
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Ejemplo 2:

Sea X el conjunto de todas las funciones continuas f : R — R. Para todo entero m,
con I, = [-m,m], y para f,g € X, definimos la aplicacién o : X x X — [0,00) como
sigue

om(f,9) = maz{||f{t) = g(®)]| - t € Ln},

_ onlf.9)
om(f,9) = TFonf.g)

y finalmente

olf.9) = zim om(f, 9)-

m=1

Ahora podemos verificar que ¢ define una métrica en X (es decir, X es un espacio
métrico con métrica g) y que con esta métrica el espacio X es completo. De hecho pode-
mos verificar que, si {f,} es una sucesién en X, entonces o( f,, f) — 0 cuando n — oo si

y sélo si f,, converge a f uniformemente sobre cada subconjunto compacto de R, (Ver [1]).
En el espacio métrico X se define el sistema dinamico de la siguiente manera:

7T: X xR—X

dado por
m(fit) =g

donde g viene dado por g(s) = f(t + s) para todo s € R.

Para verificar que 7 es un sistema dindmico, note que (i) en la definicién (1) se satisface

trivialmente, pues

m(f,0) = g(0) = f{t+0) = f(t).
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Para verificar (ii) sea w(w(f,t),s) = h y n(f,t) = g, de manera que, si 7(g,s) = h,

entonces por definiciéon:

h(t) = g(s+71)
= f(t+s+71)

= w(f,t+s).

Por lo tanto, h = 7(f,t + s), y asi se cumple (ii).
Finalmente, para comprobar que 7 es continuo, se considera f,, una sucesion en X y

{t,} una sucesién en R, tal que f, — f y t,, — t. Entonces queremos demostrar que

T(fnstn) = 7(f;1).

Sea K C R un compacto. Sea 7(f,,t,) = g, v 7(f,t) = g. Debemos probar que dado

€ > 0 existe un entero N tal que
llgn(T) —g(T)|| <€ para n>N y 7€ K.

Por definicion se tiene que
gn(T) = 9(1) = fultn +7) = f(t+7)
= foltn+7) = fult+7)+ fult+7)— f(t+ 7).

Ast, gn(T) = g(D| < |[faltn +7) = falt + )| + [ fult +7) = FE+T)I].

Notese que f,,(t) — f(t) uniformemente sobre todo subconjunto compacto de R, por
construccién, de manera que la sucesién { f,,(¢)} es equi-continua. Por lo tanto, sin pérdida

de generalidad podemos tomar

falta+7) = St + D) < 5 9 falt+7) = fE+ D < 5.

En consecuencia

[lgn(T) = g(T)I| <€
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Asi hemos comprobado que 7 es un sistema dinamico.

Ahora bien, para estudiar algunas propiedades importantes de un sistema dindmico

definiremos los siguientes conceptos:

Definicién 2. Sean f: W — R*, W C R" abierto, f de clase C*. Un puntox € W

es llamado punto de equilibrio o punto critico de ' = f(x) si f(Z) = 0.

Definicién 3. La drbita positiva vt (x), la drbita negativa v~ (x) y la drbita v(x) de un

punto x estan definidas por:

)= |J =t

te(azugz)

donde m: X X R — X es una aplicacion continua, con X espacio métrico.

Definicién 4. Si v~ (x) es acotada, entonces el conjunto

a(xg) = lim 7(t, zo)

tﬂalo

es llamado el conjunto a—Ilimite de xy.

Definicién 5. Si vy (xg) es acotada, entonces el conjunto

w(zg) = th’rﬁri 7(t, zo)
— 0

es llamado el conjunto w—Ilimite de xg.
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Definicién 6. Una orbita periodica I' es llamado un ciclo limite si existen dos puntos en
el plano, uno en el interior de I' y el otro en el exterior de I' tal que a-limite y w-limaite

de las orbitas a través de estos puntos es la orbita periddica T'.

Teorema 5. Si I estd contenida en un subconjunto compacto de R™, entonces los conjun-

tos a—limite y w—limite de I" son cerrados, mds aun, son no vacios, conexos y compactos.

Los siguientes 2 ejemplos se usaran para ilustrar las definiciones 2, 3, 4, 5 y 6 que

fueron enunciadas anteriormente:

Ejemplo 1:

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial

dl’l

prli —x9 + x1(1 — 23 — 23),
d
% = z1+22(1 — 22 — 2d);

tomando el cambio z1 = rcos(6) y xo = rsen(f), obtenemos el sistema de ecuaciones en

coordenadas polares de la siguiente manera:

dr

ar 2
o r(1—r?),

(1.3)
w
e

El flujo de esta ecuacién diferencial se muestra en el plano fase de la figura (1.1). De

la ecuacién (1.3) se obtiene la siguiente informacion:

1-) El tnico punto critico es el origen ya que 0 no es cero.

2-) Tiene un ciclo limite que se determina haciendo en la ecuacién 7 = 0; este es
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un circulo de radio uno centrado en el origen.

3-) Una trayectoria que inicie en (1,0) va al punto (-1,0) cuando ¢ = 7 en sentido

horario, como lo muestra el plano fase en la figura (1.1).
4-)El a-limite y el w-limite vienen dados de la siguiente manera:

dr
Para la region 0 < r < 1 se tiene que o > (0 entonces r crece, por lo tanto
a—limite(r,0) = {r=0: 6 € [0,27] }.
. . dr
Para la region 0 < r < 1 se tiene que u > () entonces 7 crece, de manera que
w-limite(r,0) = {r=1: 0 € [0,2x] }.
. . dr )
Para la region r > 1 se tiene que o < 0 entonces r decrece, asi

w—Ilimite(r,0) = {r=1: 6 € [0,2n] }.

Wt = o e
Y RSN SO S e
P s N N R
Nt RN N W W P N NN

SOAOANANN NN NS e s
= ONONONNONN S p———
———— NN — —
20— [

Figura 1.1: Plano fase de la ecuacién (1.3)
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Ejemplo 2:

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial

d
d$t1 = o+ x(1l — /2] + 23)(2 — 2} + 23),
d
N RN | LRV

haciendo el cambio x; = rcos(0) y zo = rsen(), el sistema anterior quedaria de la

siguiente forma en coordenadas polares:

dr
- = r(l—r)(2—r),
(1.4)
@
a

El flujo de esta ecuacién diferencial se muestra en el plano fase de la figura (1.2). De
la ecuacién (1.4) se obtiene la siguiente informacion:

1-) El tnico punto critico es el origen ya que 6 no es cero.

2-) Hay 2 ciclos limites que pueden ser determinados haciendo en la ecuacién
7 = 0. Ellos son circulos de radio uno y dos, todos centrados en el origen. I'; denota el

ciclo limite de radio r = 1.

3-) Para el punto critico en el origen; si la trayectoria inicia en este punto, este
permanecerd alli, puesto que se cumple la parte (i) de la definicién (1). Una trayectoria
que inicia en (1,0) va al punto (-1,0) donde t; = 7 en sentido horario. Continuando en
esta parte, para otro intervalo de tiempo ty = 7, la érbita retorna a (1,0). Asi usando
la parte (ii) de la definicién (1), podemos ver que w(7w((1,0),t1),t2) = =((1,0),27);
entonces el ciclo limite es de periodo 27. Similarmente en el ciclo limite I's cualquier

trayectoria en este ciclo limite recorre la érbita en sentido horario, como lo muestra el
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plano fase de la figura (1.2).
4-) El a-limite y el w-limite vienen dados de la siguiente manera:

En la region 0 < r < 1 se tiene que % > (0 entonces r crece, asi
a-limite(r,0) ={r=0: 0 € [0, 27]}.

En la region 2 < r se tiene que % > () entonces r crece, de manera que
a-limite(r,0) = {(r =2: 6 € [0, 27]}.

., ) dr ,
En la regién 0 < r < 1 se tiene que o > () entonces r crece acercandose al circulo

limite » = 1, por lo tanto
w-limite(r,0) = {r=1: 0 € [0, 2n]}.

., . dr )
En la regién 1 < r < 2 se tiene que o < 0 entonces r decrece acercandose al circulo

limite r = 1, obteniendose

w-limite(r,0) = {(r=1: 6 € [0, 27]}.
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Figura 1.2: Plano fase de la ecuacién (1.4)
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Definicién 7. Un oscilador es un sistema capaz de crear perturbaciones o cambios
periddicos o cuasiperiddicos (repite una y otra vez condiciones arbitrariamente cercanas

a una posicion previa del sistema) en un medio.

Tipos de oscilaciones:

i) Oscilacién libre: Es el caso en el que el sistema reciba una tnica fuerza y oscile

libremente hasta detenerse por causa de la amortiguacion.

ii) Oscilacién amortiguada: Es el caso en que la amplitud de la misma varia en el
tiempo, haciendose cada vez méas pequena hasta llegar a cero. Es decir, el sistema se

detiene finalmente en su posicién de reposo.

iii) Oscilacién autosostenida: Si se logra introducir energia al sistema, reponiendo la

que se pierde debido a la amortiguacién.

iv) Oscilacién forzada: Resultan de aplicar una fuerza periddica y de magnitud

constante sobre un sistema oscilador.

1.3.1 Estabilidad de Orbitas Periédicas

El problema sobre la estabilidad de soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria
surge como continuacion de la dependencia de las soluciones respecto a los valores
iniciales y parametros. El desarrollo de un proceso es gobernado por una ecuacién
diferencial © = f(¢,z(t)). Bajo condiciones zy en el instante tp, su funcionamiento
viene dado por z(t), pero por errores de medicién o por una perturbacién imprevista es

posible que el valor real en el instante £y sea Ty en lugar de ser zy y, por lo tanto, su
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funcionamiento real serd dado por Z(t).

Cuando se considera un intervalo finito de tiempo los estudios proporcionan infor-
macion suficiente. Pero en muchas ocasiones interesa especialmente lo que va a ocurrir
cuando t tiende a oo. El estudio de este tipo de problemas tiene su origen en Lagrange,
Dirichlet, y sobre todo, mas recientemente, en los trabajos de A. M. Lyapunov y Poincaré,
formando lo que se denomina la teoria global o geométrica de ecuaciones diferenciales
ordinarias que constituye una rama muy amplia de la teoria de ecuaciones diferenciales.
En esta seccion se exponen las nociones mas importantes de estabilidad y algunos teo-
remas tipicos de la teoria que se obtienen al estudiar las soluciones de la ecuacién bajo

estudio.

Nocién de estabilidad

Consideremos la ecuacién (1.1), donde f esta definida en [tg, +00) x R™ en general, y
satisface condiciones que permiten garantizar que existe solucién tunica, al menos local,

del problema
w(t) = f(t,z(), x(to) = 0.

Esta solucién serd denominada por &(¢;tg,z0). Supongamos que P(t;tg, xo)

estd definida en [tg, +00).

Definicién 8. Diremos que ®(t;to, xg) es estable (a la derecha, en el sentido de Lya-
punov) si para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo x1 con |x; — xo| < 9 se tiene que

O(t;to, x1) existe y estd definida en [ty, +00) y se verifica
|D(t;to, 1) — P(t;to, z0)| < € para todo t > t.

Y diremos que ®(t;tg, xo) es inestable si no es estable.
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Definicién 9. Se dice que ®(t;ty,x0) es asintdticamente estable (a la derecha, en el
sentido de Lyapunov) si es estable y ademdas existe n > 0 tal que si |x; — x| < 1,
entonces

|D(t;to, 1) — P(t;t0,20)| — 0 para t — +oo.

Definiciones anélogas se pueden dar de la estabilidad (asintdtica) a la izquierda, pero,
en general, cuando nos referimos a la estabilidad de una solucién, sobrentenderemos que

se trata de estabildad a la derecha.

Es evidente de las dos definiciones anteriores que la estabilidad de un punto de
equilibrio Z de la ecuacién (1.1) es una propiedad local del fluido cerca del equilibrio. Por
lo tanto, es razonable esperar que bajo ciertas condiciones, la propiedad de estabilidad
de = puede ser determinada por la aproximacion lineal, que es, f'(z) de la funcién f
cercana a r. Un tratamiento extenso en lo referente a la aproximacién lineal podemos

encontrarlo en [5].

Para ilustrar los tipos de estabilidad de un punto critico z definamos las vecindades
Uy U C Uy de & tal que toda solucion ®(t,xy) con zg € Uy esté definido, al igual que
para U, para todo t > 0. De manera que en la figura (1.3) Z, es estable, asintéticamente

estable e inestable en (a), (b) y (c) respectivamente:
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(a) Estable (b) Asintéticamente estable

(c) Inestable

Figura 1.3: Estabilidad de &

Un sumidero es asintoticamente estable y por lo tanto es estable. Un ejemplo de un
punto critico estable pero no asintéticamente estable es el origen en R? para una ecuacién
lineal ' = Ax donde A tiene un autovalor imaginario puro y los otros dos con parte real

negativa. Las orbitas son todas elipses, como se muestra en la siguiente figura.

Figura 1.4: Estable, pero no asintéticamente estable
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La importancia de este ejemplo en aplicaciones es limitado, porque una perturbacion
no lineal pequena destruye esta caracteristica. Incluso, una perturbacién lineal pequena
puede convertirlo en un sumidero o en una fuente, pues la hiperbolicidad es una propiedad
genérica para el flujo lineal. Una fuente es un ejemplo de un punto critico inestable.

Un tratamiento mas extensivo de la estabilidad de un punto critico puede encon-

trarse en [6].

Estabilidad Orbital

Sea @(t) = f(x(t)) un sistema auténomo, y supongamos que se tiene una solucién ®(t)
no constante que es periédica de periodo T. Entonces ®(t + h) es también solucién de
periodo T para cualquier h € R. Como |®(ty + h) — ®(ty)| puede hacerse tan pequeno
como se quiera eligiendo a h pequeno, y, sin embargo, |®(t + h) — ®(t)| con h fijo no
tiende a cero, para t — oo, resulta que ®(¢) no es asintéticamente estable.

Pero es muy distinto el comportamiento de ®(¢) segin que una solucién z(t) de la
ecuacién que pasa por un punto (¢, z(t1)) tal que z(t1) esté cercano a la curva 7 (érbita)
en R"™ definida por ¢ — ®(t) se mantenga cerca a esta drbita para t > t1, o que se aleje

mucho de la curva. Esto motiva la definicion siguiente.

Definicién 10. Sea 7 la drbita en R™ definida por t — ®(t), donde ®(t) es como se
indica arriba. La solucion ®(t) se denomina orbitalmente estable si para cualquier € > 0
existe 0 > 0 tal que si z(t;to, zo) es solucion que satisface d(x(t;to, x),y) < 0, entonces
x(t;to, xg) existe para t > to y d(P(x(t;to, xo)),y) < € para todo t > to.( Aqui, d(x,)
significa la distancia euclidea del punto x al conjunto 7). La drbita v es orbitalmente

inestable si no es orbitalmente estable.

Definiciéon 11. La solucion ®(t) se denomina orbitalmente asintéticamente estable (y
la orbita v se llama entonces ciclo limite) cuando ®(t) es orbitalmente estable y ademds
existe n > 0 tal que si d(x(t;to, x0),y) < n, entonces d(P(x(t;to,x0)),y) — 0 para

t — +o0.
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Criterio de Estabilidad Asintdtica

La estabilidad de una orbita peridédica para un campo vectorial auténomo puede
ser determinada considerando la aplicaciéon de Poincaré, asi para dicho fin definiremos
a continuacién dicha aplicacion y las propiedades de este, que luego utilizaremos en

nuestro estudio.

Sea ®(t, p) una solucién periédica con periodo minimal T de la ecuacién diferencial
& = f(z) y denotemos la correspondiente dérbita periédica por I'. Ahora elegiremos un
campo vectorial v € R? tal que v y el vector tangente f(p) de I' en p es linealmente

independiente. Sea L. un segmento de linea definido por:
Lo={reR*:z=p+av, 0 < |a| <€}

El segmento de linea L. es llamada una seccion transversal de la orbita peridédica I'

en el punto p.

Definicién 12. La aplicacion de Poincaré o el Mapa de primer retorno “11”7 que aprorima

a una orbita periodica I estd definida por la aplicacion
II: Ly — L, xg — P(T(x0), x0).

El punto de la seccién transversal L. tiene un orden natural:
Dos puntos xg = p + agv y o1 = p + a1v satisfacen que xg > 1 si y sélo si ag > ay.
Usando este orden, la aplicacién de Poincaré II es mondtona si g > 1 en L, implica

que II(xg) > I(xq).

Alguna de las propiedades basicas de la aplicaciéon Poincaré estan listadas en el

siguiente teorema.
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Teorema 6. La aplicacion de Poincaré posee la siguientes propiedades:

i) La aplicacion de Poincaré 11 que aproxima una drbita periddica I' es una aplicacion

mondtona de clase C.

ii) La drbita v(xg) de un punto xy € Ls es una dorbita periodica si y solo si xo es un

punto fijo de la aplicacion de Poincaré, que es Il(xg) = xg.

iii) La orbita periddica I', con p € I es orbitalmente asintoticamente estable si Il'(p) <

1, e inestable si II'(p) > 1.
Para ver detalles de la demostracién del teorema enunciado anteriormente ir a [5].

Definicién 13. La orbita periddica I' a través del punto p es hiperbolico si p es un punto

fijo hiperbolico de la aplicacion de Poincaré 11, que es I'(p) # 1.

Ahora presentaremos una formula semejante a la computacional, si la solucién periédi-

ca correspondiente es conocida explicitamente.

Teorema 7. Sea ®(t,p) una solucion T-periddica a través de p de la ecuacion diferencial

planar & = f(x) con f = (f1, f2). Entonces:

I (p) = 6xp{ /OT (2—2 + g—ﬁ) (CD(t,p))dt}. (1.5)



CAPITULO 2

ECUACION DE VAN DER POL

El objetivo de este capitulo es realizar un estudio cualitativo de la ecuaciéon de Van
der Pol haciendo uso de la teoria introducida en el capitulo anterior. En primer lugar, de-
mostraremos que la solucién de la ecuacion de Van der Pol existe, es tinica y esta definida
en la recta real. En segungo lugar calcularemos y estudiaremos sus puntos criticos para
luego culminar el estudio con el desarrollo de la solucién en términos de la aplicacién de

Poincaré.

2.1 Resena historica

Balthazar Van der Pol(1889-1959) nacido el 27 de enero 1889 en Utrecht (Paises
Bajos). Su padre, también llamado Balthazar Van der Pol, era un rico comerciante
de té con amplios intereses culturales que proporcioné a su hijo las condiciones para
desarrollar sus multiples talentos junto a Gerhardina Clasina Steffens quien era su madre.
Balthasar asisti6 a la HBS (Hogere Burgerschool) en Utrecht y se gradué en 1911. Luego
entré en la Universidad de Utrecht, donde estudié fisica y matematicas hasta 1916 cuando

se gradud con una licenciatura en fisica por la que se le concedié la mas alta distincion.

31
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Luego de graduarse Van der Pol fue a estudiar con John Ambrose Fleming, un ingeniero
eléctrico y fisico Ingles que era profesor en el University College de Londres.

Después de un ano de trabajo con Fleming, Van der Pol permaneci6 en Inglaterra,
pero fue a Cambridge para trabajar con John Joseph Thomson en el Laboratorio de
Cavendish. Thomson anuncié el descubrimiento del electron en 1897; fue Presidente de
la Real Sociedad durante los anos en que Van der Pol trabajé con él. Durante su tiempo
en el Laboratorio de Cavendish entre 1917 y 1919, él y Van der Pol se reunieron y se
convirtieron en amigos de Edward Appleton que, treinta anos mas tarde, en 1947, fue
galardonado con el Premio Nobel de Fisica por sus contribuciones a la comprensién de
la ionosfera. Aunque la mayor parte de la tesis doctoral de Van der Pol se llevé a cabo
en Cambridge, su tesis fue aceptada por Willem Henri Julius, director del Laboratorio
de Fisica de la Universidad de Utrecht, y ademas descrita por Einstein como “ Uno de
los mas originales exponentes de la fisica solar”.

En 1919 en el Teilers Museum Van Der Pol aprovecha las investigaciones que se llevan
a cabo en optica, electromagnetismo, ondas de radio y la fisica aténica para completar
su tesis doctoral titulada “El efecto de un gas ionizado en el electro - propagacién

de la onda magnética y su aplicacion a la radio” y lo presenté a la Universidad de Utrecht.

Fue galardonado con el grado de doctor en ciencias (con honores) por la Universidad
de Utrecht el 27 de abril de 1920. Inicié la dindmica moderna experimental en Gran
Bretana durante los anos 1920 y 1930. Investigd los circuitos eléctricos que emplean los
tubos de vacio y encontré que tienen oscilaciones estables, que ahora se llama de ciclos
limite.

En 1922 Van der Pol dejé a un lado el Teylers Museum para tener una cita con el
Jefe del Laboratorio de Fisica de Philips en Eindhoven. Posteriormente en el mismo ano
realizé diversos trabajos de investigaciéon en los laboratorios Philips, donde desarrollé su
teoria de la oscilacion de relajacion; y ademas participé en diversos proyectos de la

radiacién de rayos X para la recepcion de radio. Mas tarde se convierte en Director de la
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Radio de Investigacién Cientifica.

En 1927 fue nombrado Caballero de la Orden de Oranje Nassau para el establecimiento
de la primera radio-comunicacion telefénica entre los Paises Bajos y las Indias Orientales
Holandesas. El continué trabajando en Philips hasta 1949, pero durante una parte de
este tiempo, desde 1938 a 1949, ocupo la presidencia de la electricidad tedrica en la
Universidad Técnica de Delft. El trabajo conjunto de Van der Pol y Bremmer permitié la
publicacion de dos articulos con el titulo de operativos modernos de calculo basado en
los dos lados de la integral de Laplace en 1948. En 1950 ambos trabajaron en un libro
basado en el calculo operacional.

Por supuesto, a la mayoria de los mateméticos el nombre de Van der Pol esta aso-
ciado con la ecuacion diferencial que ahora lleva su nombre. Esta ecuacién aparecié por
primera vez en su articulo sobre la relajacion de oscilacion publicado en el Philosophical
Magazine en 1926. Junto con esta ecuacién elaboré modelos de circuitos electrénicos
del corazén humano; pues estaba interesado en estudiar el rango de estabilidad de la
dindmica asi como también encontrar la forma de estabilizar una situacion irregular;
en consecuencia demostré que sus estudios junto con una senal externa de conduc-

cién son semejantes a la situacion en la que el corazon esta estimulado por un marcapasos.

Después de su jubilacion en 1949 fue nombrado Director del Comité Consultivo Inter-
nacional de Radio-comunicaciones en Ginebra. Continué en esta posicion hasta 1956, tras
lo cual se instal6 a Wassenaar. Sin embargo, mantuvo una catedra de caracter temporal
en la Universidad de California, Berkeley, para el ano 1957 y luego fue el profesor Victor
Emanuel de Cornell en Ithaca, Nueva York, en 1958. Finalmente muere el 6 de octubre

de 1959 en Wassenaar, Paises Bajos.
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2.2 Ecuacion de Van der Pol

En 1926 Van der Pol describe el oscilador que se daréd a conocer a través de su nombre
y trata de una famosa ecuacion que surgié con la aparicién de los aparatos de radio. El
ciclo limite de esta ecuacién tiene lugar en un modelo matematico de una valvula eléctrica
(lo que se conoce como tubo de vacio en los Estados Unidos de América). Estas se usaban
en las radios hasta que en 1947 Willian Shockiey, John Berdeen y Walter Brattain de
los laboratorios Bell Telephone inventaron el transistor. Un analisis matematico similar
también se aplica a los transistores. El ciclo limite de Van der Pol corresponde a una
valvula oscilante: que da lugar a una forma ondulada la cual va hacia arriba y hacia
abajo repetidamente (ver [10]).

El contexto original fue el estudio de ciertos circuitos eléctricos RLC que contenian
un tubo de vacio, estos tubos actiian como una resistencia normal cuando la corriente es
elevada, y como una resistencia negativa cuando la corriente es baja. Por tanto un circuito
de este tipo favorece las oscilaciones pequenas y amortigua las oscilaciones grandes; este
tipo de comportamiento se conoce como oscilaciones de relajacion.

El estudio de circuitos eléctricos proporciona otra fuente de importante ecuaciones
diferenciables. Daremos un ejemplo de un circuito eléctrico que proviene de una ecuacién
diferencial que muestra como el estado del circuito varia en el tiempo. El circuito de
nuestro estudio es el simple pero fundamental circuito en serie RLC representado en la

siguiente figura.

R / \ c

&

Figura 2.1: Diagrama del Circuito del Oscilador de Van der Pol



Cap. 2 Ecuacion de Van der Pol 35

En el circuito eléctrico a través de cada rama se tiene el fluido de una corriente
el cual es medida por un numero real. Mas precisamente, la corriente en el circuito
estd dado por los tres nimeros ig,ic, iz, €l cual son el valor de la corriente a traves de
la resistencia R, el condensador C, y la inductancia L con la direccién del fluido de la

corriente mostrado por las flechas en la figura (2.1).

El estado de la corriente en un tiempo dado en el circuito estd representado por un
punto i = (ig,ic,ir) € R3. El voltaje y la corriente, variables de un circuito RLC son
interdependientes y debe obedecer a cierta regla de “conservacion” tal como se afirmé por
Kirchkoff. Para nuestro circuito RLC, la ley de la corriente de Kirchkoft afirma que la
corriente total que fluye en un nodo es igual al total de la corriente que fluye fuera de ese

nodo. Para nuestro circuito esto equivale a:
ir =1 = —ic.

Esto define un sub-espacio unidimensional K; de R? del estado fisico de la corriente;
y ademads la eleccion de la orientacion de la rama del capacitador es tomada de forma

arbitraria.

El estado del circuito es caracterizado por la corriente ¢ junto con el voltaje de cada
rama. Este voltaje es denotado por vg,v., vy, el cual es el valor de las diferencias del
voltaje a través de los tres componentes eléctricos. Para medir el voltaje se coloca un
voltimetro en cada uno de los nodos a, 3,7 el cual lee V() en «, y asi sucesivamente.

Entonces vy es la diferencia en la lectura de a y 3
V(B) = V(a) = vg.

Un estado del voltaje restringido del circuito es el punto v = (vg, ve,vr) en R3. De
nuevo la ley del voltaje de Kirchkoff vuelve a poner una restriccion fisica en v de la
siguiente manera:

vr + v, —ve = 0.
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Esto define un sub-espacio lineal bidimensional K5 de R3. Los estados (i, v) satisfacen

las leyes de Kirchkoff de un sub-espacio tridimensional K = K; x K, de R® x R3.

El desarrollo de estos tres componentes eléctricos pueden ser caracterizados
matematicamente. La ley de Ohm generalizada dice que el voltaje a través de una re-
sistencia es una funcion de la corriente que pasa a través de él:

VR = f(Z R)-
La funcién f en el plano (i, vg) es llamada “La caracteristica” de la resistencia y su

forma exacta depende del tipo de material del cual la resistencia esta hecha. Un ejemplo

de la caracteristica esta dado por la siguiente figura .

Figura 2.2: La caracteristica

Una caracteristica como la que se muestra en esta Fig. es un tipo especial de

resistencia conocido como tunel de diodo que presenta una funcién caracteristica ciubica

3
de la forma 31 — 2.

Luego el voltaje y la corriente a través de una inductancia satisface la ley de Faraday

diy
YL _
ar b
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y un condensador es gobernado por la relacion

dvc
C—= =1
ar

donde L y C son constantes positivas que reflejan las caracteristicas fisicas de la

inductancia y el condensador, respectivamente.

La ecuacién diferencial puede ser reescrita en términos de las coordenadas (ir, vy)

obteniendose que:

di )
Ld_tL = Vo — f(ZL)S
(2.1)
dv .
Cd_tc = —1r,.

1
Si la escala de tiempo varia cuando t — (C’L)%t y tomamos i;, = x1, vo = (é) 2 X,

entonces resultaria el sistema equivalente:
1A
2
T, = T2— | = 1),
L= e (g) s (22)
Ty = —Ti;

que se conoce como Ecuacién de Lienard.

33’3

ST tomamos f(z1) = 31 — x1, el sistema anterior se convierte en:
1
i?l = X2 — £ ’ Q?_? — T N
C 3 ’ (2.3)
j,’g = —X.

El cual es llamado la forma Lienard de la famosa ecuacién de Van der Pol. La repre-

sentaciéon grafica de dicho circuito viene dado de la siguiente forma:
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|1

LI
k—l:
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et

Figura 2.3: Circuito Eléctrico de la Ecuacién de Van der Pol

Este sistema de ecuaciones es equivalente a la original ecuacion diferencial de segundo

orden de Van der Pol:
L

1
3
i—(=] 1—-2)i+2=0
() a-a
que representa un papel muy importante en el desarrollo de osciladores no lineales y el
estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales.

Ahora bien, reescribiendo la ecuacion deferencial de segundo orden que describe este

sistema se tiene:

d*u du
s 1 - 2 —_— =
e e(1 —u?) o +u=0

donde € es un parametro escalar que mide la fuerza del amortiguador no lineal (También

se puede interpretar en términos de un sistema masa-resorte como una resistencia no

lineal).

¢ Cuando € = 0 se tiene que no hay ninguna funcién de amortiguacién, la cual se
convierte en
d*u
— +u=0.
dt?

Esta es una forma del oscilador lineal arménico (Péndulo simple).

¢ Cuando € > 0 el sistema entrara en un ciclo limite. Cerca del origen este sistema

es inestable, y lejos de este el sistema es amortiguado.
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En ambos casos, siempre existe conservacion de la energia.

Iniciaremos un estudio del plano fase de una ecuacion diferencial derivada de un

circuito; donde
dx

dt

(2.4)
dy
dt

3
T
Donde f(x) = — —x en (2.4); entonces el sistema serd reescrito de la siguiente forma:

dz 2
a YT
(2.5)
Ay _
dt '

2.2.1 Relajacion de Oscilaciones

Introduccién

El nombre de relajacion de oscilacion fue usado por Balthazar Van der Pol quien
investigd la Ecuacién diferencial ahora conocida como ecuaciéon de Van der Pol como
una aplicacion del modelo de valvula de triodo y los latidos cardiacos. La relajacién
de oscilaciones es un fenémeno periddico con una caracteristica muy especial durante
un periodo; esta caracterizada por un movimiento brusco en una orbita periddica que
exhibe dos distintas y caracteristicas fases: una durante la cual la energia es almacenada
lentamente y la otra en la que la energia es disparada casi instantaneamente cuando un

cierto potencial umbral critico es alcanzado (Ver [9]).

Este comportamiento puede ser ilustrado por el siguiente sistema mecanico:
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Agua

Carga

Figura 2.4: El oscilador sube y baja

Considere un sube y baja con un pivote en el medio, un contenedor que puede
llenarse de agua en un extremo y del otro extremo un cierto peso (Ver Figura 2.4). Si el
contenedor estd vacio el otro lado toca el plano horizontal. De un grifo estd goteando
agua dentro del contenedor y en una cierta altura del nivel del agua el peso excede el
peso del otro extremo, este sube y entonces el contenedor toca el plano horizontal; en
este momento el contenedor se vacia y rapidamente el sube y baja regresa a su posicion
inicial para que el proceso comience de nuevo. Este es un simple ejemplo de relajacién

de oscilacion.

Asi, un oscilador es caracterizado por intervalos de tiempo en el cual muy poco ocurre,
seguido por cortos intervalos de tiempo con notables cambios. Aparte del campo de la
mecanica clasica, la relajacion de oscilaciones surge en muchas partes de la fisica, las
ciencias de ingenieria y economia. Por ejemplo, ciertos movimientos pulsativos de las
estrellas pueden ser asociados con relajaciéon de oscilacion; esto también se aplica en
los fenémenos geofisicos con periodos de explosiones de vapor en geysers y el repentino
desplazamiento de placas tectonicas causando terremotos. En la matematica bioldgica se
estudia aplicaciones de fenémenos periddicos como el latido del corazon, los movimientos

respiratorios de los pulmones y otros fenémenos ciclicos.
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Teoria
Considere el sistema perturbado singularmente auténomo

dx

% = f(x7y)7
dy
e = 9(z,y)

de m + n ecuaciones diferenciales. Podemos esperar que el movimiento lento sea deter-

minado por el sistema reducido

dx
% = f(xvy)a
0 = g(l’,y)

considerando que el movimiento rapido seguira al sistema de orden n—ésimo extendido

dy
- = 9(.y)
d t—t
(equivalentemente ed—? = ¢g(z,y)) con z un pardmetro y 7 = ( 0) para algun tg
€

apropiado. En consecuencia, el movimiento lento estard en la variedad m—dimensional

[':g(z,y)=0

considerando que el movimiento lento ocurre fuera de I'. Si el punto inicial (z(0),y(0))
no estd en I', podemos esperar que y se mueva casi instantaneamente hacia I' (satisface
aproximadamente el sistema rapido), considerando que = apenas varia, siempre que el
punto en reposo (z1,y1) ~ (z(0),y;) para el sistema répido sea estable (suponemos que
gy(2(0),y1) tiene un autovalor estable). Entonces podemos esperar que = y y permanes-
can cerca de I', cerca de satisfacer el sistema reducido, satisfaciendo aproximadamente
el sistema reducido, hasta que g, pierda estabilidad (como cuando un autovalor de
gy(z2,y2) para a través de la parte real de cero). Entonces debemos esperar que la

érbita se mueva rapidamente lejos de este punto de bifurcacién (o unién) y lejos de T'.
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Entonces y satisface el sistema rapido considerando que x permanece casi constante
hasta que un punto de caida estable (x3,y3) ~ (x2,y3) en I' es alcanzado, donde el
movimiendo lento a lo largo de I" comienza de nuevo. Cuando tales alteraciones sucesivas
entre el movimiento lento y el movimiento rapido produce una trayectoria cerrada
(asint6ticamente), la solucién periddica correspondiente de nuestro sistema es llamada
relajacion de oscilaciones (Ver [11]). Este es caracterizado por ser tembloroso, casi

instantaneo y con saltos periddicos en y. El periédo es asintoticamente determinado
dx

f(z,y)

por el tiempo transcurrido en la variedad lenta de I' donde o dt = podria ser

. (F'(y) : S
integrado o dt = [ —= | dy es integrado, es decir, x = F(y).
(Y

El desplazamiento de tales oscilaciones satisfacen una ecuacion de segundo orden de
la forma

i+ eF (y)y +y=0.

Si F(y) = 5y° — y, obtenemos el oscilador de Van der Pol (entre las muchas aplica-
ciones) oscilaciones autosostenidas de un circuito de triodo. El pequefio € corresponde
con una auto-inductancia. En el plano fase x — y, la curva fundamental es I : %y?’ — .

Para entender lo que pasa, vamos a reescribir la ecuacién de Van der Pol

d*y 2 dy
—_— —_— 1 — f—
T +e(y” — 1) o ty=0
notese que
d?y 2 dy dy (dy I
—J 1= A s 8 —
ge P D tu= g telgy —v) )ty

integrando y reescribiendo
g = w—elF(y);

W= —-Y,
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} ) . w
haciendo el cambio de variable x = —

dividiendo la segunda ecuacién con respecto a la primera obtenemos que el sistema es

equivalente a

Para e > 1, la parte derecha de la expresion es casi cero. En este limite, si x = F(y)

dz
o — = 0 es decir, + =constante. Dibujando la curva fundamental I' : %y:‘ — vy, el

comportamiento es como se indica esqueméaticamente en la siguiente figura

y=fix)=-x+x°
3

D . fast

A

slow sl
X

Figura 2.5: Origen de las escalas de tiempo rapido y lento para relajacion de oscilaciones

El sistema lento atraviesa la curva F'(y) en el sentido de las flechas de A a B, salta
horizontalmente y rapidamente de B a C, de nuevo el movimiento lento a lo largo de
la curva F(y) a D, entonces salta rapidamente regresando a A. Para més detalles de lo

relacionado a la relajacion de oscilaciones ver [3].

Cuando € — 0 tenemos que el periodo viene dado por T = 2 f dt (Por la simetria se
ambas ramas). Como x = F'(y) entonces su derivada viene dada por

dz . dy
T F (Q)E
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es decir
dz 9 dy
B i
i =W Dy
dx Y _ ., . )
€cOmo o7 = —Z entonces sustituyendo en la ecuacién anterior se tiene que
€
Yy _ 2 W
A — 1=
(v =1
despejando dt
2
-1
dt = _Mdy‘

Asi el periodo resulta

1 2_1 11 1
T = 26/ —Mdy = 2 [/ —dy —/ ydy]
2 Yy 2 Y 2

2.2.2 Prolongabilidad de la solucién

Para garantizar la prolongabilidad de las soluciones de la ecuaciéon de Van der Pol
sobre todo R utilizaremos el argumento del teorema (3); asi, veamos que existe un
conjunto compacto, que llamaremos K, contenido en el dominio del sistema (R?) tal que

la solucién ®(t) € K para todo t € («, ().

Sea ®(t) = (z(t),y(t)) una solucién de la ecuacién (2.5). Sin pérdida de generalidad,
2 2

sea V(x,y) = 5 + % Entonces derivando la funcién V(z,y) con respecto al tiempo a
lo largo de esta solucion obtenemos que:
dVi(z,y) 2z N 2uyy’
a2 2

= xz' +yy.
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Sustituyendo z’ y 3’ de (2.5) en la ecuacién anterior se tiene que:

dV(z,y) x3

7 = -5 ta)+y(-a)

o,
= xy—g#—x —xy
4
x 2
__+£C
3

22 g2
o L L

= 2V(z,y)

A
&w

IA

por lo tanto obtenemos que:

( 7y>
— L 2V

de manera que resolviendo la inecuacién diferencial, se tiene la siguiente desigualdad:
V(z,y) < V(0)e*

sustituyendo V' se tiene que

(%t)z + @) < (%0)2 + y(g)z) e, (2.6)

Ahora bien, por otro lado
1R[] = v (t)? + y(t)?
y asi, usando la desigualdad (2.6) se tiene que para t € [0, 3), con 3 > 0:

o)l < (V0P +y(0))

o simplemente

|@(1)]| < VCoe2P =7, te]0,0].

De manera que, hemos encontrado una cota que llamaremos r, para la solucién de la
ecuacién de Van der pol; ahora bien el compacto K viene dado de la forma B(0,r). En
tal sentido, en virtud del teorema (3), § = 0o, y de manera similar &« = —oo. Por lo tanto

la solucién de la ecuacién de Van der Pol (2.5) puede ser prolongada a toda la recta real.
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2.2.3 Punto Critico

A continuacién realizaremos el analisis de los puntos criticos de la ecuacién de Van

der Pol (2.5), para dicho propdsito tomemos la siguiente notacion:

Por definicién (2) se tiene que si

f1<l',y) = 07
f2<xay) = 07
es decir
3
T
_ = 0
Yy 3 +x ;
—xr = 0
entonces
y =0,
z = 0.

Por lo tanto, hemos obtenido que (2.5) tiene un tnico punto de equilibrio ubicado en

(0,0) (origen); ilustrado de manera mas clara en la siguiente figura.
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Figura 2.6: Punto Critico de la Ecuacién de Van der Pol

Ahora para el estudio del inico punto critico de la Ecuaciéon de Van der Pol derivemos

fi(z,y) v fo(x,y) en funcién de z y y, asi tendriamos que:

( 8f1(l',y)

ox

8.](1(1‘7 y)
dy

8f2($7 y)
ox

an(SL’, y)

( oy

3x?

3

=1,

=1,

=0,

——+1=—2"+1,

y evaluando cada derivara en el punto critico se tiene que:

(

0£1(0,0)

ox

afl (07 0)
dy

0f2(0,0)

ox

an(Ov 0)
dy

:1’
—1,
=1

Y

=0.
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Asi obtendriamos que la matriz jacobiana

afl(0,0) 8f1(070)

ox oy
9/2(0,0)  9/(0,0)
Ox Jy
tomaria la siguiente forma
1 1
A=
-1 0

Para calcular los autovalores de A se considera el polinomio caracteristico que viene
dado por
A—1 -1 )
det(\N — A) = =N -A+1
1 A

por lo tanto los autovalores de A vienen dados por:

1+ VB

A 5
1 3
Ay = ﬂ’
2
y como Re[A;] = Re[Xo] = 1 > 0, entonces el punto critico (0,0) es inestable.

2.2.4 Existencia de la solucién peridédica

En esta seccién enunciaremos y demostraremos algunos teoremas y lemas que nos

ayudaran a probar que la ecuacién de Van der Pol posee una solucion periddica.

Definicién 14. Una solucion 7(t,xz) de @(t) = f(x(t)) se dice que es una solucion

periddica, de periodo T, si w(t +T,z) = n(t,x) para todo t € R.
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Lema 1. (Propiedad de traslacion)
Supongamos que se tiene una solucion ®(t) de la ecuacion © = f(x) en el dominio

D C R", entonces ®(t — ty), con ty una constante, es también una solucion.

Para detalles de la demostracién del Lema mencionado remitimos al lector interesado

a [13].

Lema 2. Una solucion periddica de una ecuacion auténoma @ = f(x) corresponde con
una orbita cerrada (ciclo) en el plano de fase y una orbita cerrada corresponde con una

solucion periodica.

Demostracion:
( = ) Esta implicacién es inmediata ya que una solucién periédica produce una

orbita cerrada en el plano fase.

( < ) Para esta implicacién consideremos una drbita cerrada C' en el plano fase y un
punto zy € C. La solucién de la ecuacion & = f(z), la cual llamaremos ®(t), inicia en
t = 0 en zy y describe la 6rbita C. Por la unicidad de la solucién, C no puede contener
un punto critico, asi

2| = lf(=)|| > a>0 para x€C.

Por lo tanto para un tiempo t = T el punto de la érbita retorna a xg.

A continuaciéon demostraremos que:
O(t+T)=®(t) paratodo t € R.

Observese que podemos escribir t = nT '+t conn € Zy 0 < t; < T. En virtud
del lema anterior tenemos de manera inmediata que si ®(¢) es solucién con ®(t1) = x;

entonces ®(t —nT') también es solucion con ®(t; +nT') = xy, ast:
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Y como t; puede tomar cualquier valor en (0,7) se tiene que ®(t) es periddica,

culminandose asi la demostracion.

Figura 2.7:

Teorema 8. Eziste una solucion periddica no trivial de (2.5) y cada solucion no equili-

brada tiende a esta solucion periodica.

Anteriormente se demostré que la ecuacion de Van der Pol tiene un 1inico punto de
equilibrio en (0,0). El proximo paso es demostrar que toda solucién no equilibrada rota
en sentido horario, alrededor del punto de equilibrio. Para este fin dividiremos el plano
(x,y) en cuatro regiones disjuntas (Conjuntos abiertos) A, B,C; D como lo muestra la

Fig. (2.7). Estas regiones constituyen el complemento de las curvas:

—x = 0.

(2.7)

$3

Donde f(z) = 3 Asi (2.7) describe las cuatro regiones. Definamos las cuatro
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curvas:

vt o= {(z,y)ly >0,z =0},

23
g = {(xay)|x>07y:§_$}7
vo = {(z,y)|ly <0, x =0},

23

Estas curvas son disjuntas; junto con el origen forman los limites de las cuatro regiones.

Es claro que solo en (0,0) y en v U v™, ¢y = 0; as{ como también 2’ = 0 exactamente en
gt U g uU(0,0).

* e izquierdo

Atn més, el vector (2/,') es horizontal en v U v~ el punto derecho en v
en v~ (ver Fig. (2.8)). Y el punto (2',y’) es vertical en g7 U ¢g~, apuntando hacia abajo
en ¢ y hacia arriba en ¢~. En cada regién A, B, C, D el signo de 2’ y 3/ son constantes.
Asi que en A, por ejemplo, tenemos ' > 0, y' < 0, asi que el campo vectorial siempre se

apunta al cuarto cuadrante.

Figura 2.8:

La proxima parte de nuestro andlisis concierne a la naturaleza del fluido en el interior
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de las regiones. La Fig. (2.8) sugiere que la trayectoria es espiral alrededor del origen en

el sentido de las agujas del reloj. La proposicion siguientes hace esto mas preciso.

Proposicién 1. Toda trayectoria es definida para todo t > 0. Excepto para (0,0), cada
trayectoria corta respectivamente las curvas vt,gT,v",g”, pasando por las regiones

A, B,C, D en el sentido de las agujas del reloj.

Demostracién: (Ver Figura (2.8)).

Sea (z(t),y(t)) una curva solucién de (2.5).
Caso 1:
Si (x(0),y(0)) € vt entonces x(0) = 0y y(0) > 0 por lo tanto sustituyendo en (2.5)

se tiene que:

Asi

Pero como y(0) > 0 entonces x'(0) > 0 es decir x(t) es creciente para t pequeno,
asi que z(t) > 0 el cual implica que y(t) es decreciente para t pequeno. por lo tanto la

curva entra en A.

Caso 2: (Por reduccién al absurdo)

Demostremos que si (z(0),4(0)) € A entonces existe ¢t > 0 tal que (x(t),y(t)) € g*.
Para ello supongamos lo contrario. Sea P, C R? un conjunto compacto acotado por (0,0),
vT, gt y lalinea y = y(0) como en la Fig. (2.9). La curva solucién (x(t),y(t)), 0 <t <
estd en P, por (Teorema 3) como la solucién estd en un conjunto compacto entonces

la solucién puede prolongarse a todo R; asi la curva solucién (x(t),y(t)) estd en Py para
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t>0. Yaquexz' >0en Ay estamos en un conjunto compacto entonces existe un a tal

que z(t) > a para t > 0. Sustituyendo en (1.4), y'(t) < —a para t > 0.

Figura 2.9:

Por el teorema fundamental del calculo para t > 0 se tiene que:

y(t) — y(0) = / (s) ds

t
< /—ads
0

¢
= —as|
= —at.

Entonces y(t) = —at+y(0). Es decir y(¢) < 0 a partir de un cierto t lo suficientemente

grande; pero este cambio de signo es una contradiccién al menos que nuestra trayectoria

satisfaga g*.

Caso 3:
Si (2(0),y(0)) € g* entonces




Cap. 2 Ecuacion de Van der Pol 54

Sustituyendo en (2.5) se tiene

(0 =" o) - "4 o),
y'(0) = —=(0)
Es decir
2(0) =0,
y'(0) < 0.

Lo que implica que y(t) es decreciente para t > 0. Ademds z'(0) = 0 lo que implica

que z(t) es constante para t > 0. Por lo tanto la curva entra en B.

Caso 4:(Por reduccién al absurdo)
Demostremos que si (z(0),y(0)) € B entonces existe ¢t > 0 tal que (z(t),y(t)) € v™.

Para este fin supongamos lo contrario. Como (z(0),y(0)) € B entonces para t > 0

z(0) > 0,

y(t) < (t)’ — x(t).
Ahora bien

2'(s) ds
ty(s) —x(s)® + x(s) ds

z(s)® — x(s) — z(s)* + x(s) ds

t

0ds

A
S— — S— 5S—

= Cy, CCy constante.

Entonces z(t) = Cy 4+ x(0). Si en particular tomando Cy = —z se tiene que z(t) < 0

y este cambio de signo es una contradiccion al menos que la trayectoria satisfaga v~.
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Caso 5:
Si (2(0),y(0)) € v~ Entonces 2(0) = 0y y(0) < 0, sustituyendo en (2.5) se tiene

Es decir y(t) es constante para ¢ > 0. Ademds como y(0) < 0 entonces z/(0) < 0 lo

que implica que x(t) es decreciente para t > 0. Por lo tanto la curva entra en C.

Caso 6:(Por reduccién al absurdo)

Para este caso demostremos que si ((0),y(0)) € C entonces existe t > 0 tal que
(x(t),y(t)) € g~. Para dicho proposito supongamos lo contrario. Sea P, C R? un conjunto
compacto acotado por (0,0), v~, ¢~ y la linea y = —y(0) como en la Fig. (2.10). La curva
solucién (z(t),y(t)), 0 <t < [ estd en P»; nuevamente por (Teorema 3) como la solucién
estd contenida en un conjunto compacto entonces la solucién puede prolongarse a todo
R, entonces la curva solucion (z(t), y(t)) estd en P, para t > 0.

Ya que 2’ < 0 en C, x(t) < b para t > 0. Sustituyendo en (2.5) se obtiene que

y'(t) > —b parat > 0.

Por el teorema fundamental del calculo para t > 0, se tiene que:

y(t) — y(0) = / (s) ds

t
> / —bds
0

~ bl

= -0t

Entonces y(t) = —bt + y(0), es decir y(t) > 0 y este cambio de signo es una

contradiccion al menos que nuestra trayectoria satisfaga ¢g~.
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(x(0), y(0))

g —

Figura 2.10:

Caso T7:
Si (z(0),y(0)) € g~ Entonces

sustituyendo en (2.5) se tiene

Es decir y(t) es creciente para t > 0 y ademds x(t) es constante para ¢t > 0 por lo

tanto la curva entra en D.

Caso 8:(Por reduccién al absurdo)
Demostremos que si (2(0),y(0)) € D entonces existe t > 0 tal que (z(t),y(t)) € vt.

Para dicho proposito supongamos lo contrario. Por hip6tesis tenemos que z(0) < 0y que
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t 3
y(t) = I(S) — z(t) para todo ¢t > 0.
Entonces

o) = [ o) as
_ /Oty(s) - ’”<§)3 +2(s) ds
> /Ot 5”(;)3 —a(s) — I(?f)g + a(s) ds
- [ 0 ds

= (1, (1 constante.

En particular tomando C; = 0 se tiene que x(t) > 0 y este cambio de signo es una
contradiccién al menos que la trayectoria satisfaga v™.

Asi queda probado la proposicién 1. Ver Fig. (2.11).

17+

Figura 2.11:

Para analizar adicionalmente el fluido del oscilador de Van der Pol definamos la
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aplicacion o de la siguiente manera
o:vT — v,

Supongamos p € v*; la curva solucién t — ¢;(p) aunque p es definido para todo
t > 0. Este serfa el mas pequeno ¢;(p) = t; > 0 tal que ¢y, (p) € v*. Asi o(p) es el primer
punto despues de p sobre la trayectoria de p (para t > 0) el cual estd de nuevo sobre v*
(Fig. 2.12). La funcién p — ¢(p) es continua; ademds o es también continua e inyectiva

por la unicidad de las soluciones.

a(p)

(0,0)

Figura 2.12:

Proposicién 2. Suponga p € vt. Entonces p es un punto fijo de o (que es, o(p) = p)
si y sélo si p esta sobre una solucion periddica de (2.5) (que es, ¢(p) = p para algin

t #0). Ademds toda curva de solucion periddica satisface v™.

Demostracién:

Caso 1: Si o(p) = p.
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Entonces se tiene que ¢y, (p) = p donde t; = t;(p) por como esta definido o.

Caso 2: Si o(p) # p.
Supongamos v* = v+ U (0,0). Observemos primero que o extiende a la aplicacién
v* — v* la cual es de nuevo continua e inyectiva, enviando al (0,0) en el mismo.
Luego identifiquemos a v* con {y € R : y > 0} asignando a cada punto en estas y-
coordenadas. Por lo tanto esto es un orden natural en v* : (0,y) < (0,2) si y < z. Esto

sigue del teorema de valor medio que o : v* — v* preserva orden.

Si o(p) = p, entonces
o*(p) > o(p) > p

asi por induccion

o"(p) >p para n=1,23,...

esto significa que la trayectoria de p nunca cruza v+ de nuevo en p. Asi ¢;(p) # p para
todo t # 0. De manera similar se aplica para o(p) < p. Por lo tanto si o(p) # p entonces

p no esta en una trayectoria periddica.

Ahora bien, la ultima parte de la proposicion 2 sigue de la proposiciéon 1 la cual
implica que toda trayectoria (excepto (0,0)) satisface v, en particular la trayectoria de la

curva de la solucion periédica también lo satisface; quedando demostrada la proposicién 2.

De manera que, con la proposicién (2) hemos probado que la ecuacién (2.5) tiene
una érbita cerrada, asi con el lema (1.2) se tiene que la ecuacién de Van der Pol posee

una solucién periddica.
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2.2.5 Estabilidad de la érbita periédica

En esta seccién demostraremos céomo el desarrollo de la solucién aproximada a una
6rbita periddica puede ser estudiada en términos de la dindmica de una aplicacion
monotona escalar llamada “ La aplicacién de Poincaré 7, también encontramos una férmu-
la para la derivada de la aplicacién de Poincaré y usaremos esto para completar el analisis

del oscilador de Van der Pol.

Teorema 9. Una drbita periddica no trivial del oscilador de Van der Pol

Iy = Ta,
. 2
To = —x1 + €(1 — 27)x2,

con € > 0 es hiperbolica y orbitalmente asintoticamente estable.

Demostracién:

Sea I' una drbita periddica no trivial con periodo T y sea z(t) la solucién correspon-
diente. Con el teorema (6) y la férmula (1.5), nosotros necesitamos demostrar que la

derivada del Mapa de Poincaré satisface que:
I'(x(0)) < 1.

Para dicho fin calculemos las derivadas parciales de la ecuacién (2.8).

oh _, . Oh

— (1l — 22
O Y Oy e 7)

asi, sustituyendo en (1.5) obtenemos que

W6 = e{ [ 0+c1-adar)

= e:vp{ /OTe(l—xf)dt}.
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Entonces, estamos interesados en probar que exp{ fOT e(1— x%)dt} < 1. Para lo cual

basta probar que el valor de la integral es negativa.

En efecto, consideremos la funcién

1
V(z1,22) = 5(55% + z3)

y calculemos V' a lo largo de la solucién de la ecuacién (2.8)

' 1 . .
V(Il,l'g) = 5(21’1$1+2[E2l‘2)

= .%'11’1 + 13211.’52

= 2179 + To(—21 + €(1 — 2])13)
= 2,79 — Toxy + €(1 — 2%)2]
= (1 —22)xy2

= e(l —a})[2V (21, 22) — 27]
= —2¢(1—2?) Bx% — V(ml,mz)] . (2.9)

La funcién V toma el minimo valor en la érbita periédica I' en algiin punto, es decir,
en z(). Asf se tiene que, si V(z(f)) = 0, entonces z5(f) = i1 (£) = 0 0 21 () = *1.
Ahora demostremos que el primer caso es imposible:

Si 25(t) = 0, entonces sustituyendo en (2.8) se tiene que i3(f) # 0 o de lo contrario
tendriamos que z1(f) = 0; pero la unicidad de la solucién podria implicar que z(t) = 0
para todo t, el cual es imposible pues estamos suponiendo una solucion no trivial.

Sin embargo, si @1(f) = x2(t) = 0, entonces & (t) = @2(t) # 0y asi x;(t) tiene un
méximo o un minimo en ¢ = ¢. Consecuentemente la funcién 1 — [z;(¢)]? tiene un signo
constante para ¢ cercano a t; por lo tanto V(z(t)) es estrictamente monétona para ¢
cercano a t, lo cual contradice que tiene un minimo en ¢ = ¢.

Del argumento anterior, el hecho de que V(x()) = 0 implica que x5(f) # 0 y que
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x1(t) = £1. Entonces
Lo o
VD) = Lt tad)
1
= 5(1+$§)-

Es decir V(z(t)) > 4 para todo t. Ahora, una simple reorganizacién de la ecuacién

(2.9) se tiene que
. 1
V(xy,x0) = —2€(1 — x%) [§$% — V(LU17172):|

dividiendo por —[V'(z(t)) — 3] se tiene que

V(xy, zs) N 2¢(1 — 21)[3212 — V (21, 32)] )
V@) -1 +26(1 = [11()]7) = V() =1 + 26(1 — [21(8)]")
V@) o ey 260=ad) 1, |
Py 2601 = () = et | S Viate) + Vielt) — g
y simplificando obtenemos que
B V (w1, z2) (1 — o (D12) = 2¢(1 — 22) le_l
Vi) -5 T I OR = gy 3]
Es decir
B V(x1,22) (1 — T (£)12) = — e(1 — z%)?
Ve -1 O = rem =T

integrando ambos lados de la ecuacién sobre la 6rbita periddica I' resulta en:

T V(zt) o g [T e(l—af)?
[ vty - = [ S
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por propiedad de la integral

T V(:U(t)) T 9 B To(1—a})p?
= ) GRS A e X

como V' (z(t)) es periddica de periodo T, entonces

o VEW) e - L
| ~vay2 # = e — )

entonces

2/0 e(1 = [y (O]2) dt = —6/0 % dt

si ademds V (x(t)) > 3, entonces V(x(t)) — 3 > 0, con € > 0 se tiene que

2/0 e(1— [y (O)]) dt = —6/0 % dt < 0.

Por lo tanto
T
mp{/ e(1 — 22(t)) dt} < 1.
0

Es decir, la ecuacién de Van der Pol es orbitdlmente asintéticamente estable. Este
resultado aparentemente local tiene una facil pero importante consecuencia para la

dindmica global del oscilador de Van der Pol.

2.2.6 Unicidad del Ciclo Limite

Continuando con el resultado de la seccién anterior demostraremos que el ciclo limite

de la ecuacion de Van der Pol es tinico, para lo cual haremos uso del siguiente teorema
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Teorema 10. Sea I' una orbita periodica que encierra a un conjunto abierto U, en el

cual el campo vectorial estd definido. Entonces, U tiene un punto de equilibrio.
Ahora bien, veamos la validez del siguiente teorema

Teorema 11. Para € > 0 el oscilador de Van der Pol (2.8) tiene un ciclo limite estable

hacia el cual cada solucion no equilibrada tiende en tiempo creciente.

Demostracién

Hemos demostrado en la seccién anterior que toda orbita peridédica del oscilador de
Van der pol es orbitalmente asintéticamente estable. Supongamos ahora que hay dos

orbitas periddicas, que llamaremos I'y y I's.

Por el teorema (10), cada orbita peridédica contiene un punto de equilibrio en el
interior, pero previamente en la seccién (2.2.2) demostramos que el tnico punto de
equilibrio del oscilador de Van der Pol es el origen, entonces una de las érbitas periddicas

debe estar en el interior de la otra.

Ahora, sea xy un punto entre I'; y I'y tal que el conjunto w — Limite w(zg) = T'1 y
el conjunto o — Limite a(xg) de zo no puede ser I's. Por lo tanto, esta puede ser una
orbita periddica inestable entre I'y y I's, el cual contradice el hecho de que toda érbita
periddica es orbitalmente asintoticamente estable.

Por lo tanto el oscilador de Van der Pol posee un tinico ciclo limite estable.



CAPITULO 3

METODO DE MULTIPLE ESCALA

En este capitulo presentaremos el método de multiple escala, utilizado para representar
la solucion de un oscilador debilmente no lineal en la forma de una expansion asintética.
Primero calcularemos la aproximacién de la solucién para la ecuacién de Duffing y luego

implementaremos dicho método para la ecuacién de Van der Pol.

3.1 Introducciéon

En el ano 1882 Jules Henri Poincaré(1854-1912) y Anders Lindstedt(1854-1939)
introducen el método de Poincaré-Lindstedt en la teoria de perturbacién, basado
en la aproximacion de la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias cuando la
perturbacion regular no se aproxima; mas tarde Lighthill en 1949 introduce una version
mas general y no es hasta 1996 cuando Alexei Nikolaevich Krylov(1863-1945) y Nikolai
Nikolaevich Bogoliubov(1909-1992), Kevorkian y Cole introducen la expansién en dos

escalas convirtiendose en el método mas estandar usado actualmente.

Algunos procesos tienen mas de una caracteristica de duracién o escalas de tiempo

65
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asociadas a estos, por ejemplo:

1. Vibracién mecanica con amplitud variando lentamente.
2. La corta precesion de las orbitas planetarias.

3. Turbulencia estas son escalas de varias duraciones de los remolinos turbulentos

junto con la duracién de escala de objetos sobre el flujo de fluidos.

4. El ruido de las senales eléctricas esta es una alta frecuencia (cortas escalas de

tiempo) de efectos superpuestos sobre la senal de informacién.

El analisis de muiltiple escala es una técnica para la aproximacién uniforme de
soluciones periddicas de ecuaciones diferenciales ordinarias, cuando una perturbacion
regular no se aproxima. Este método es necesario en problemas en el cual las soluciones
dependen simultaneamente de escalas de tiempo diferentes. El método general de
perturbacion se rompe a causa de las resonancias que llevan a lo que se llama términos
seculares; el método elimina estos términos (término en aumento sin limite) originada en
la sencilla aplicacion de teoria de perturbacién para problemas debilmente no lineales de
osciladores con soluciones finitas, donde la no linealidad es una pequena perturbacién.
En tal sentido, se pretende que la ecuacién diferencial ordinaria sea una ecuacién en

2

derivadas parciales para cada tiempo, donde depende de un “ tiempo rapido ” como

también de un “ tiempo lento ”.

Varios métodos de perturbacién semejantes al método de multiple escala han sido
aplicados en el analisis de los osciladores no lineales clasicos; pero estos métodos de
perturbacion estan limitados para resolver osciladores debilmente no lineales que tienen
como ecuacion:

d’*u d’*u
— +wiu =€ F(u, —)
dt dt

donde 0 < € < 1 es una constante dada y F una funcién suave no lineal.
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Tradicionalmente, el método de perturbacion puede obtener soluciones analiticas
aproximadas; sin embargo las restricciones de este método es que el parametro e debe ser
muy pequeno (es decir 0 < € < 1), porque el método de miiltiple escala o el método de
perturbacion clasica no es usado cuando € > 1. Para un estudio mas amplio del método

de mutiple escala remitiremos a los libros [2] y [7]

3.2 El Método de Miuiltiple Escala (MME)

Para ilustrar el método de multiple escala, consideraremos la aplicaciéon para os-

ciladores debilmente no lineal con la ecuacion diferencial siguiente:

d*u du
W —i—wgu:eF(u,a), (31)
con condiciones iniciales
u (0;€) = a,
du<0 - (3.2)
—(0:¢) = b.
dt "’

donde 0 < € < 1 es una constante dada y F una funcion suave no lineal.

Cuando la ecuacion diferencial ordinaria depende de un parametro pequeno u = u(t; €)
y la ecuacién con € = 0 es facil de resolver, se presenta un enfoque comin para encontrar
una solucién aproximada para u que tiene forma de serie de potencia de e.

Antes de comenzar la idea principal del método es conveniente hacer referencia a las

siguientes definiciones:

Definicién 15. Sea fy g dos funciones dadas. Decimos que
f(z) =0(g(x)) cuando x — 0

si existe constantes « >0 y A > 0 tal que |f(z)| < Alg(z)| para que |z| < a.
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Definicién 16. La expansion
a an,

es una expasion asintotica cuando x — oo Si, para algin n

1
R,=0 (an) cuando T — o0. (3.4)
La siguiente expresién es usada cuando (3.3) y (3.4) ocurre

f(z) ~ Za—z cuando x — oo.

x
n=0
Ahora bien, la idea principal para este método es introducir las escalas de tiempo
To, Ty, ..., Thyy con Ty =¢€™ donde m =0,...,M y M un entero positivo.

Ya que tenemos que introducir la escala de tiempo M+1, asumimos que
u(tse) = u(To, Tn, . . ., Turs €).
Asfi estaremos dirigidos a una solucién de la siguiente forma:

M
u(t;€) = Z €" AU (To, Ty, . .., Tar) + O(eMHH)

m=0

donde O(eM*1) es el error para la serie finita de u(t;e). Asi obtenemos una serie
infinita de problemas sencillos para tratar de igualar los términos con series de potencias
de e.
Usando la escala de tiempo y la regla de la cadena, la derivada con respecto al tiempo
es sustituido por la forma siguiente:
d 0 0 0

— =t e—— t EE— + —i—eMi
dt 0Ty, 0Ty 0Ty, OTn

Asi la ecuacién anterior puede ser transformada en M+1 ecuaciones de acuerdo con
el orden en €. La ecuacién Ty, = €™t y la ecuacién anterior formulan la idea general del
método de multiple escala. En general lo que se demuestra es que una serie de potencia de
€ converge o es asintOtica. Al lector interezado en estudiar el método de multiple escala,

le recomendamos consultar ([7]).
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3.2.1 Meétodo para la ecuaciéon Duffing

En la siguiente seccion aplicaremos en método de multiple escala para encontrar la
solucién de la ecuacién de Van der Pol. Antes de encontrar esta solucion, que es nuestro
propésito, ilustraremos el método para la ecuacion Duffing, que a resumidas cuentas

estd estrechamente ligada a la ecuacién de Van der Pol.

En particular nos enfocaremos en dos escalas de tiempo (M = 1) y usando la ecuacién

de Duffing en (2.1) con Wy = 1y F = —y3, entonces consideremos ahora el sistema:
d*y 5
o tytey = 0 e, (3.5)

Usando las escalas Ty =t y T} = €t y derivando en funcién de t se tiene que:

dy 9 , 9y
dt aTy a1y
d?y Oy D%y Py ) 0%y
_ 3.6
az o1z “omer, | Comot, | omy? (3.6)
agrupando en (3.6) se obtiene
22y 82y 82y 8%y
—2 = 2 2 3.7
at? o1z T omer, T am? (38.7)
asi sustituyendo en (3.5) tenemos que:
0%y 0%y 0%y
— +2 2 3=0 3.8
8T02+ 68T08T1—|—6 6T02+y+ey ) (3.8)

donde ahora y depende de Ty y T} (Variables independientes).

Ahora usando la expansion asintética de la forma:

y(t; 6) ~ yO(T(), T1> + Gyl(To,Tl) + €2y2(T0,T1> + ...
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y sustituyendose en (3.8) obtenemos:

Yo Yo Yo
2 2 3
o1z " amor, T omE TP T
0? 0? 0?
‘ 8;{)21 2 aTongl e ajgé; tep+efy® + =0 (3.9)
Asi se tiene que:
& O(%) : Primer término
82
—87?3 + 1y =0. (3'10)
0
& O(e') : Segundo término
0%y, 0?
2 aToaOTl + aziz; oy 4y = 0. (3.11)
Despejando (3.11)
Py Yo
G = 9 +—yed 3.12
o2 T " Tomer, Y (3:12)
Resolviendo O(e°) se tiene que si:
Yo
—75 T =0
oTE

entonces implica que 72 + 1 = 0 asi r = 4i. por lo tanto se tiene que la solucién de

viene dada por
yQ(To, Tl) = A(Tl)eiTO + B(Tl)e_iTO (313)

donde B es conjugada compleja de A.

Ahora bien derivando yq en funcién de Ty se obtiene

Yo

a7, = iA(Ty)e™ — iB(Ty)e "0 (3.14)

y derivando ahora (3.14) en funcién de T obtenemos

o Yo
oTy0T

= iA'(TY)e™ — iB'(T})e™ "™ (3.15)
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sustituyendo (3.13) y (3.15) en (3.11) se tiene que:

2
% +y1 = —(A(T)e™ + B(T1)e™™)? = 264 (T1)e"™ — iB'(Ty)e™™)
desarrollando
2
gyz% +uy1 = —(AX(Ty)e¥™ + B*(Ty)e ™0 4+ 3A%(Ty) B(Ty)e* e +
0
SA(T)B*(T)eoe™210) — 2(i A'(T))e™™ — i B'(T)e~"10)
2
—27%; 4y = —A3(T))e¥ 0 — B3(Ty)e "0 — 3A%(T)) B(Ty)e* e 0 —
3A(TY)B*(Th)eMoe "0 — 2i A'(Ty)e™ + 2i B/ (Ty)e™ 0
6291 A A2 iTo 4 43 3iTo
[ (3.16)

(2iB'(T}) — 3A(T1)BX(T}))e™ ™ — B3(T})e 30

como queremos que no aparezcan los términos seculates en y;, los terminos resonantes

de la parte derecha de la ecuacién (3.16) son forzados a ser cero, es decir:

2iA'(Ty) + 3A*(T)B(Ty) = 0 (3.17)

2iB'(T}) — 3A(T))BX(T}) = 0 '
por propiedad de las niimeros complejos

|A(Th)| = A(Th) A(Th)
teniendo en cuenta que A(7y) = B(11)
asi sustituyendo en (3.17) obtenemos
2A (Th) + 3|A(TY)PA(Th) = 0
(T) + 3IA(T)PA(T) s,

2iB'(Ty) — 3|A(TY)|"B*(T}) = 0
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Si observamos (3.18) notaremos que una es conjugada compleja de la otra. Entonces

tomemos el cambio polar
A(TY) = Ry B(Ty) = Re™™
derivando A(T}) en (3.19) obtenemos

A(N) = ——e? +iR——-=¢"

dR . dO\

(3.19)

(3.20)

Debido al cambio en (3.19) si sustituimos en cualquiera de las ecuaciones de (3.18)

obtendremos el mismo resultado, asi sustituyendo en cualquiera de ellas se tiene que

dR do\ . . .
2i (— + iR—) e + 3(Re™)(Re™)(Re™) = 0

dTy dTy

entonces

separando la parte real de la imaginaria

dR
2— =0
d1;
db
—2R—— +3R*=0
aT, +3
asi
dR
)
d1y
do 3
—— =ZR2=0.
dly 2

La ecuacién (3.21) implica que

R(Ty) = C(R) donde C(R) es una constante.

tomando (3.23) y sustituyendolo en (3.22)

o 3

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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tomemos C'(R)? = C; entonces

a 3
i 501

dTy

usando el método de separables para resolver esta ecuacion diferencial ordinaria obtene-

mos

df = ;CldTl

integrando en ambos lados de la igualdad
3

3
0= 501T1 + CQ(Tl)

teniendose que

Por lo tanto el cambio polar queda de la siguiente manera
A(Ty) = C(R)eigcl(R)TlJrOg(Tl) B(Ty) = C(R)efigcl(R)TlJng(Tl)
con este resultado obtenemos la siguiente solucién
yo(To, Ty) = C(R)eigcl(R)T1+02(T1)eiTo + C<R)e—i%Cl(R)T1+CQ(T1)6—1'T0
o lo que es lo mismo
yo(To, Ty) = C(R)ei%Cl(R)Tl—l—Cg(Tl)—f—iTo + C(R)e—i%Cl(R)T1+CQ(T1)+Z'T0

de manera que

%mﬂn:cmmm@qmﬂﬁxwm+nymwm;mmﬂ+@mmqw+

wd%ﬂﬂﬂ+@UD+%%JEM;MME+@GD+%H

asi

yo(T07 Tl) = QC(R) COS( 201(R>T1 + CQ(Tl) + T() )

evaluando las condiciones iniciales
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obtenemos

w(0) = 2C(R)cos( %cl(R)o +C(0) +0)
= 2C(R)cos(0) =1

entonces
1
C(R) = -
(R) =5

y por otro lado
83/0(T0, T1)

3
T, = —2C(R)sen( 501(R)T1 + Co(Th) + 1)

evaluando la condicién inicial

&yo(())
o7y

= —2C(R)sen( 201(3)0 + C5(0) +0)
= —1lsen(C%(0)) =0

es decir
sen(C(0)) =0
si y sélo si
Cy(0) =nm; ne”Z

en particular para n = 0

C(0) =0

como habfamos tomado C(R)? = C entonces C;(R) = 1. Por lo tanto
3
yo(To,Tl) = COS(ng + To)
devolviendo el cambio Ty =t y T} = €t

yo(t;€) = cos(get +t)
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y como
y(t;€) = yo(t; €) + O(e)

entonces finalmente obtenemos la solucién de la ecuacién Duffing (3.5) y viene dada por

y(t;e) = cos(get +1t) + O(e). (3.24)
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3.2.2 Método para la ecuacién de Van der Pol

Ahora bien, mediante el método de multiple escala queremos encontrar la solucién

aproximada de la ecuaciéon de Van der Pol. Entonces si nuevamente nos enfocamos en dos

d
escalas de tiempo (M = 1) y usando la ecuacién de Van der Pol donde F' = (1 — u2)(d—::)
y wo = 1, entonces ahora consideraremos el oscilador de Van Der Pol

Pu g™y 0, D<e< 1 (3.25)
— —€e(l—u)—+4u = € :
dt? dt ’

u(0) = ap, u'(0) = 0.

Sea Ty = t la escala rdpida y T} = €t la escala lenta. La idea es tratar ambas variables
como independientes. Ademés las funciones de la escala lenta podran ser consideradas
constantes a tiempos del orden de la escala rapida. Pretendemos que la ecuacién di-
ferencial ordinaria sea una ecuacion en derivadas parciales para un tiempo, donde ahora
r depende un tiempo rapido como también de un tiempo lento.

Usando las escalas Ty =t y T} = et y derivando en funcién de t se tiene que:

du ou ou

- = == — 3.26
di o1, "o, (3.26)
d*u 0*u 0?u 0?u , 0%u
= — 3.27
a2 o1z~ “omor,  “omot, T o1y (3.27)
Agrupando en (3.27) se obtiene
d*u 0%u 0%u 0%u
— = —+2 2 3.28
az ~ o1 T omon T an? (3.28)
Sustituyendo (3.26) y (3.28) en (3.25) obtenemos que:
0*u 0%u 0%u ou ou
2 2 —e(l—u?) | =+ e=— = 2
8T02+ eaTOaTl—i-e aT? e( u)(aTO—i-eaTl)—l—u 0 (3.29)

Donde ahora u depende de Ty y 17 (Variables independientes).

Ahora usando la expansion asintética de la forma:

y(t; 6) ~ yO(T(), T1> + Gyl(To,Tl) + €2y2(T0,T1> + ...
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y sustituyendose en (3.29) obtenemos:

82u0 82160 9 82160 2 8u0 8u0 82u1
2049 — (1 - Zw 77 el
a1z~ Xamar, T € arz (L w) (aTO +6aTl) o TGt
0%uy 0%uy Ouy Ouy
26 3 —E1—u) | o +err ..=0 (3.30
€8T08T1+6 i (1 —u®) 8T0+€8T1 +eu; + (3.30)
asi se tiene que:
& O(€%) : Primer término
82’&0
a—TOZ + ug = 0. (331)
& O(e') : Segundo término
0%ug dug  0*uy
2 — (1 —up?) = = 0. 3.32
aoor, T en T a2 T (3:32)
Despejando (3.32)
82U1 82u0 6”0
— = -2 1 —up?) = 3.33
or,z ™ oToor; T T )5y (3:33)

Resolviendo O(e”) de (3.31)se tiene que si:

82'&0
I =0
8T02 + Uo

entonces implica que 72 + 1 = 0 asi r = =4, por lo tanto se tiene que la solucién de w

viene dada por
uo(Ty, Ty) = A(T))e'™ + B(Ty)e 0 (3.34)

donde B es conjugada compleja de A.

Ahora bien derivando ug en funcién de Ty se obtiene

0 , ,
GU0 G A(T))e™ — iB(T))e~T (3.35)
T,
y derivando ahora (3.35) en funcién de T} obtenemos
82u0

TOT, ~ iA'(Ty)e™ — iB'(Ty)e ™ (3.36)
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sustituyendo (3.34), (3.35) y (3.36) en (3.32) se tiene que:

(1~ (A(T)E™ + BT )e ™)) GA(T)e™ — iB(Ty)e™)

. ) O?
12 A (T — 2iB/(Th)e T + 8;;; =0 (3.37)
despejando u; se tiene
2
271;; +uy = =20 [A'(Ty)e™ — B'(Ty)e "]
—(1 = (A(T))e™ + B(Ty)e ™)) (i A(Ty)e™ — i B(Ty)e o) (3.38)

desarrollando por otro lado (1 — (A(T1)e'™ + B(Th)e ™)?) (A(Ty)e™ — iB(T)e ™) se
tiene que:
i[— (A(T1>€iTo + B<T1)e—iTo)2 (A(T1>eiTo _ B(Tl)e—iTo)
+A(Ty)e'™ — B(Ty)e ]

resolviendo

i [~ AY T — BAT)A(T e ™ — 2A4%(T1)B(T)e'™ + AX(T1)B(T))e'™
+B3(Th)e ¥ + 2A(T) BX(T1)e ™ + A(Th)e'™ — B(Ty)e ™|

sacando factor comin de e'’® y de e~*1° obtenemos

i[e" (A(Ty) — A*(Th)B(Th)) + e " (A(Th) B*(Th) — B(Th))

+33 (T1)€—3iTo . A3 (Tl)e?)z‘To ]

asi sustituyendo en (3.38)
02 . A
aTu; +uy =i [ (=24'(Ty) — A(Th) — A*(T1)B(Tv)) + e~ (2B'(T1) + B(T1)
0
—A(TY)B*(TY) ) + B3(Ty)e " — A3(T7)e*™0](3.39)

como queremos que no aparezcan los términos seculares en wuy, los terminos resonantes

de la parte derecha de la ecuacién (3.39) son forzados a ser cero, es decir:

~2iA(Th) +iA(Th) — iA%(T)) B(TY)

(3.40)
2iB/(Ty) — iB(T}) + iA(T,) BX(Ty)

:0’
= 0.
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Si observamos (3.40) notaremos que una es conjugada compleja de la otra. Entonces

tomemos el cambio polar
A(Ty) = Re” y B(T)) = Re™™ (3.41)
derivando A(7}) en (3.41) obtenemos

AT) = ——e? +iR——-o=c" (3.42)

Debido al cambio en (3.41) si sustituimos en cualquiera de las ecuaciones de (3.40)

obtendremos el mismo resultado, asi sustituyendo en cualquiera de ellas se tiene que

_'ﬁ'd_0i9~i9_~ 220 —i0\ _
QZ(dT1+ZRdT1) +1Re Z(Re )(Re )—0

desarrollando:

separando la parte real de la imaginaria se tiene que:

dR
29—+ R—R*=0. 3.43
ar t (3.43)
df
—9R—— = 0. 3.44
T (3.44)

De manera que de (3.44) si tenemos que

—2R— =0
R
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entonces se tiene que
do
R— =0
dTy
para R # 0 obtenemos
0 =0y, 0y constante (3.45)
y por otro lado de (3.43) si
dR
—2-— +R-R*=0
ar, *
despejando g% se tiene que
dR 1
— = -R(1 - R?
iy, 2 ( )

resolviendo esta ecuacién diferencial por el método de separable se obtiene que:

integrando ambos lados

/

de manera similar

/%_%/(Ril)dR_%/(Rl—ndR:E

resolviendo cada una de las integrales y multiplicando toda la desigualdad por -1

dR 1
- — 4T
R(1 — R?) x4

[wamm =)

resolviendo la integral de la parte izquierda por fracciones simples

1

R

R 1
—  dR = - dT;
T 2/ !

1

[

1 1 1
—ln(R)+§ln(R+1)+§ln(R—1):—§T1+C'

con C' constante. Agrupando se tiene

1

—In(R)+1In(R*—1)2 =571+ C
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por propiedades de logaritmo neperiano

2 _ 1)
Z(M)c

R 2
despejando
1
(R2 - ]‘)2 —e lTl—&—C
R
es decir
R?—1)\"
( R? ) =eihe
tomemos C = €% asf
R -1 N
R e Gy

tomando Cy = C} y reescribiendo

1 _
1-— ﬁ =€ T Cg
despejando
1 _
ﬁ = 1 — € T 02
de manera similar
1
RP= ——
1—e T CQ

entonces R viene dado por

/ 1
= 1-— 6_T102

A(TY) = Ry B(Ty) = Re™™

devolviendo el cambio polar

se tiene
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asi como
Uo(To, Tl) = A(Tl)eiTO —|- B(T1>6_iTO

entonces

/1 o i [ 1 —ifo i
uo(To, 11) = - 67T102e %o¢iTo 4 T e*T1026 00 —iTo
1 0o i1 —i6p ,—iT
= \Toemg, (e Here™)
/ 1 . ) ‘
_ = (,i(60+T0) —i (6o+iTp )
B 1—€_T102 (6 e o )

1
= /W (cos(bp + Tp) + isen(by + Ty) + cos(0y + Tp) — isen(By + 1))
- 2
1
= /W (cos(0y + To) + isen(By + Ty) + cos(0y + To) — isen(Oy + Tp))
- 2

/ 1
e mQCOS(QO + T())
/ 1
Uo(Tg, Tl) = T%QCOS(@O + Tg)

devolviendo el cambio Ty =t y T} = €t se tiene que

1
ug(t;€) = /m%os(@o +t)

derivando ug en funcién de ¢

dug(t;e) | 1
di = mQSen (80 + t)

evaluando las condiciones iniciales

es decir

u(0) = ag
w'(0) =0

1
up(0) = 4/ = 022605(90) = ap

se tiene que:

(3.46)
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y ademas

1
1—Ch

ug(0) = — 2sen(By) =0 (3.47)

Como en (3.47) ,/ﬁ # 0 entonces sen(fy) = 0 y esto ocurre si y sélo si 0y = nw
con n € Z; en particular para n = 0 se tiene que 6y = 0. Ahora bien de (3.46) como

0y = 0 entonces

2c0s(0) = ag

es decir

despejando
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asi finalmente se tiene que

de manera similar

1
uo(t, €) = \/1 T 1)6_Et200$(t).
0

Como u(t;€) = up(t; €) + O(€) entonces

u(t,e):\/1+( L eos(t) + Oe). (3.48)

4 _
2 1)e
Ademés la ecuacién (3.48) tiende al ciclo limite:
u(t, €) = 2cos(t) + O(e)

para todo valor inicial si ¢ — oo. En particular encontramos que la solucién (3.48) es

periddica si y sélo si ag = 2.



CAPITULO 4

MATLAB

En este capitulo, utilizando MATLAB, observaremos el comportamiento de la solucién
de la ecuacion de Van der Pol cuando variamos el parametro € a lo largo del tiempo;

para luego analizarlos y compararlos con el estudio hecho en los capitulos previos a este.

Para las siguientes figuras que se mostraran a continuacion se observara:
En la parte (a) el plano fase de la ecuacién de Van der Pol y en (b) el desplazamiento

de la soluciéon a lo largo del tiempo; Para los valores del parametro:
1. e=0

2. € =0,0000000001

3. e=0,1
4. e=1
5. € = 10000

6. € = 1000000000

85
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CICLO LIMITE DE LA ECUACION DE VAN DER POL
T

15

051 1

15 . . . . .
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

(a) Plano fase

SOLUCION DE VAN DER POL CON RESPECTO AL TIEMPO
25 T T T

(b) Solucién con respecto al tiempo

Figura 4.1: Van der Pol con parametro ¢ = 0

Este caso particular, muestra la ecuacién del péndulo, el cual en (a) se observa que el

ciclo limite tiene un comportamiento circular en una misma érbita, este hecho parte de

la estabilidad de la solucién estudiada en el capitulo 2, y en (b) el desplazamiento de la

solucién, que para el caso particular es u(t, €) = 2cos(t).
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15

CICLO LIMITE DE LA ECUACION DE VAN DER POL

051

-15

-15

-1 -0.5 0 0.5 1 15

(a) Plano fase

SOLUCION DE VAN DER POL CON RESPECTO AL TIEMPO

-25
0

Figura 4.2: Van der Pol con parametro e = 0,0000000001

(b) Solucién con respecto al tiempo

Para esta figura, se muestra la ecuaciéon de Van der Pol con una pequena perturbacion;

en (a) estd representado el ciclo limite el cual tiene un comportamiento circular sin

muestra de un cambio significativo con respecto a la figura (4.1). En (b) se representa el

desplazamiento de la solucién, que para este caso en particular es u(t, €) = 2cos(t) + O(e)

con € = 0,0000000001
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CICLO LIMITE DE LA ECUACION DE VAN DER POL
2 T T T T T T T

(a) Plano fase

SOLUCION DE VAN DER POL CON RESPECTO AL TIEMPO

25 T T T

-25 . . .
0 5 10 15 20

(b) Solucién con respecto al tiempo

Figura 4.3: Van der Pol con parametro ¢ = 0,1

La figura anterior muestra el comportamiento de la ecuacion de Van der Pol con una
perturbacién de € = 0,1, se observa que en la parte (a) aparece el desplazamiento circular
de la 6rbita, alejandose a medida que transcurre el tiempo. En la parte (b) se obtiene el
desplazamiento de la solucién u(t, €) = 2cos(t)+O(€) con € = 0,1, sin cambio significativo

con respecto a la figura (4.1).
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CICLO LIMITE DE LA ECUACION DE VAN DER POL

2.5

151 q

-2t 4

25 I I I I I

(a) Plano fase

SOLUCION DE VAN DER POL CON RESPECTO AL TIEMPO

25 T T T

(b) Solucién con respecto al tiempo

Figura 4.4: Van der Pol con parametro e = 1

El plano fase de la figura anterior muestra como el ciclo limite se aproxima a la

ecuacion y = 3 x. La explicacién de este comportamiento se debe a que la érbita es

asintéticamente estable (capitulo 2). El desplazamiento de la solucién que se desarrolla

en la parte (b) se observa como la perturbacién repercute en la ecuacién, obteniendose

un cambio notorio en comparacién con la figura (4.1).
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CICLO LIMITE DE LA ECUACION DE VAN DER POL

2.5

151 q

-2t 4

-25 I I I I .
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

X x 10"

(a) Plano fase

SOLUCION DE VAN DER POL CON RESPECTO AL TIEMPO
25 T T T T T

151 q

-15r /
2t

25 . . . . .
0

(b) Solucién con respecto al tiempo

Figura 4.5: Van der Pol con parametro e = 10000

El comportamiento de la solucién que se muestra en la figura anterior muestra el
3
. ., xz .y
plano fase aproximandose a la ecuacién y = 3 x con una perturbacion de e = 10000,
ademds esta perturbacién también se ve reflejada en el desplazamiento de la solucién con

respecto al tiempo, mostrando singularidades en la misma.
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CICLO LIMITE DE LA ECUACION DE VAN DER POL

15

> -0.5F 1

-25 I I I I I . .
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2

(a) Plano fase

SOLUCION DE VAN DER POL CON RESPECTO AL TIEMPO
25 T T T T T T T T

151 q

051 ]

(b) Solucién con respecto al tiempo

Figura 4.6: Van der Pol con parametro e = 1000000000

Por ltimo observemos que la perturbacion que recae sobre la ecuacién hace que tanto
en el circulo limite como en el desplazamiento con respecto al tiempo tengan un cambio
drastico en un periodo de tiempo corto, es decir; los resultados muestran que los términos
seculares de la ecuacién aumentan sin limite, para los ultimos tres casos el método de

multiple escala no puede ser aplicado por esta razon.



1.

Conclusiones y Recomendaciones

El circulo limite en el oscilador de Van der Pol tiene importantes consecuencias
para la tecnologia; especificamente en la radio comunicacién telefénica, asi como
también en la medicina con un modelo de circuito electrénico del corazén humano
(Marcapasos). Muchas investigaciones han sido dedicadas a los osciladores de re-
lajacion ya sea para describir ciertas propiedades de estos o para aplicarlos en
fenémenos bioldgicos que describen ritmos cardiacos, respiraciéon, comportamien-
to neuronales, en sistemas quimicos, en circuitos electrénicos; para el analisis de
ritmos y compases musicales; y principalmente para estudiar la sincronizacion de

diferentes contextos.

Si una funcién de Lyapunov existe para un sistema de la forma & = f(z),
mediante el Criterio de Dulac o una de las versiones del Teorema de Bendixon-
Poincaré podemos probar que existe un subconjunto cerrado R que no tiene ningin
punto fijo y ademdas contiene una trayectoria que empieza y permanece en ella,
entonces R contiene una trayectoria cerrada. En nuestro estudio, la funcién de

Lyapunov que se utilizaria para demostrar la existencia de la solucién vendria dada

1

por 5

(22 4+ y?), asf tendrfamos otra manera de garantiza la existencia de la solu-
cién periddica de la ecuaciéon de Van der Pol (Resultado que se demuestra en el

Capitulo 2).
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3.

En 1928 el ingeniero francés A. Liénard encontrd soluciones periédicas en un
tipo muy general de osciladores no lineales, en el que se engloba el oscilador de
Van der Pol. Ademds bajo ciertas suposiciones adicionales el teorema de Liénard
garantiza la existencia de un circulo limite orbitalmente asintéticamente estable

para la ecuacién de Van der Pol (prueba equivalente a la hecha en el capitulo 2).

La técnica de Multiple Escala puede probar un método de representacién de ex-
pansiones uniformes como las usadas en este trabajo. Esto es particularmente efec-
tivo para osciladores debilmente no lineales, donde la no linealidad es una pequena
perturbacion. Cuando el pardmetro € > 1 el método de multiple escala no puede ser
usado puesto que los términos seculares no pueden ser eliminados; recomendamos

al lector usar métodos computarizados como Runge-Kutta.
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