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Introduccién

El estudio de funciones expresadas implicitamente ha sido de mucho interés en la his-
toria de la matemédtica desde que Descartes formalizé su idea en 1637. Joseph Lagrange
demostré lo que probablemente sea el primer teorema de funcién implicita, aunque seria mas
acertado decir teorema de funcion inversa. La Formula de Inversion de Lagrange aparecid
por primera vez en Nouvelle méthode pour résoudre les équations littérales par le moyen des
séries publicado en 1770, con el propésito especifico de resolver el problema de Kepler.

Este trabajo se ha realizado con la finalidad de mostrar el largo alcance de la Férmula de
Inversion de Lagrange. Haremos un recorrido en un principio historico para luego adentrarnos
en varias de las distintas ramas de la matematica y examinar con moderado detalle como se
demuestra y se aplica dicho resultado.

Dependiendo del area de matematica en el que trabajemos variaran las hipdtesis del
Teorema de Inversion de Lagrange, pero a modo genérico, podemos introducir la Férmula

de Inversién como la solucién de la ecuacién

a—x+p(x)=0 (P1)

siendo x el valor a determinar y ¢ una funcién de x. Al caso particular o = 0 lo llamare-
mos (P2). Este tipo de ecuaciones aparecen de manera natural tanto en problemas fisicos
como en problemas matematicos, de ahi el propdsito de esta monografia. Si bien existen
varias generalizaciones de la formula de inversion, aqui sélo nos centraremos en la forma
basica estudiada por Lagrange, la cual resultara suficiente para abarcar una gran cantidad
de problemas.

En el Capitulo 1, hablaremos sobre Johannes Kepler y sus famosas leyes de movimiento
planetario, del interés de Lagrange por resolver el problema de Kepler y el primer resultado

obtenido a partir de su formula de inversion.



INTRODUCCION 2

En el Capitulo 2, recordando varios tépicos de Funciones Analiticas, dotaremos a la
funcion ¢ de condiciones necesarias para resolver la ecuacién , y asi formalizar el estudio
realizado por Lagrange.

En el Capitulo 3 nos alejaremos de los aspectos histéricos de este trabajo y estudiaremos
la ecuacion (P2) mediante teoria de series formales, y finalmente daremos dos demostraciones
algebraicas de la formula de inversion.

En el Capitulo 4 usaremos nuevamente las series formales, pero aplicadas esta vez desde
un punto de vista combinatorio. Siguiendo el trabajo realizado por Joyal, usando teoria
de especies daremos la demostracion de la formula de inversién para series generatrices
exponenciales que Labelle publicé en [10].

Demostraciones y otros aspectos de menor envergadura, pero no menos interesantes, los

dejaremos para el Capitulo 5 y, finalmente, mostraremos las aplicaciones en el Capitulo 6.



CAPITULO 1

Desarrollo original y antecedentes histoéricos.

El impacto de Lagrange en las ciencias, especialmente en fisica matematica, aun sigue
vigente. Uno de los resultados mas trascendentales fue su Teorema de Inversion, creado
particularmente para resolver la ecuacion de Kepler, y que mas tarde se usaria en distintas
ramas de la matematica. Como veremos mas adelante en este capitulo, la expresién de la
Formula de Inversion viene dada como una serie de potencia, lo cual resulté sumamente
satisfactorio debido al inmenso interés que existia en el siglo XVIII por la teoria de series,
y hasta en tiempos actuales, resulta mucho mas comodo y conveniente trabajar con estas
expresiones debido a su funcionalidad.

En este capitulo hablaremos de la teoria de Kepler sobre el movimiento de los planetas, la
ecuacion de Kepler, soluciones aproximadas de la ecuacién de Kepler y el interés de Lagrange
en la mecanica celeste. Luego mostraremos los resultados concernientes que Lagrange publico

en [11] y finalmente la solucién de la ecuacién de Kepler.

1. El problema de Kepler.

Después de muchos anos de trabajo Johannes Kepler anuncié sus famosas leyes de

movimiento planetario a comienzos del siglo XVII. Estas leyes establecen:

(1) Los planetas viajan sobre una érbita eliptica con el sol sobre uno de sus focos.

(2) Se mueven con una velocidad tal que las lineas que unen los planetas con el sol
barren igual drea en igual unidades de tiempo.

(3) El cuadrado del periodo de la érbita de cada planeta es proporcional al cubo del

ancho de la elipse que recorre.

Kepler dio a conocer las primeras dos leyes en Astronomia Nova publicado en 1609, y la
tercera ley en Harmonice Mundi publicado en 1619. Estas leyes se basaron en observaciones
detalladas de la érbita de Marte y para los seis planetas que se conocian en ese entonces los
resultados fueron bastante exactos. A continuacién, mostraremos la deduccién para obtener

el Problema de Kepler.
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Supongamos que un planeta P se mueve contrarreloj en una orbita eliptica alrededor
del sol con excentricidad €, 0 < € < 1, semieje mayor a, y periodo 7. Teniendo en cuenta
la Figura la idea es hallar la posicién del planeta P bajo las coordenadas polares (r,v)

relativas al sol S en un tiempo t.

Figura 1.1. Problema de Kepler.

En astronomia, una anomalia es una cantidad angular usada para describir la posicién en
la 6rbita de un cuerpo celeste. El problema de Kepler cuenta con tres anomalias a considerar.
Si queremos calcular las coordenadas (r,v) en el tiempo ¢, esas tres anomalias son: la cantidad
v = /ZPSA llamada anomalia real, la cantidad F = ZQCA llamada anomalia excéntrica, y

por ultimo, la anomalia media M que viene dada por la ecuacién

ot
T

la cual representa el angulo que recorre un planeta ficticio que se mueve uniformemente en
la orbita circular.
Una relacion entre r y v en el tiempo ¢ viene dada por

1 — 2
_el=e) (1.1)
1+ ecosv
Con b = ay/1 — €2, se sabe que
b PR AreaPRA

a QR AreaQRA’

(1.2)

asi que

rsenv = bsen E, (1.3)



1. EL PROBLEMA DE KEPLER. 5

rcosv =CR—CS =acos E — ae (1.4)

r=a(l —ecos E). (1.5)

Ahora,

v sen v rsenv
tan — = =
2 1+ coswv T+ rcosv

bsen &/
a(l —ecosE) +acos E — ae
bsen I/
a(l —¢€)(1+cos E)
V1—€esenFE
(1—¢€)(1+cosE)

y asi

tan —. (1.6)

Es decir, las coordenadas (r,v) pueden ser determinadas por E. Luego, la segunda ley

de Kepler implica que

T

tra®y\/1 — €2
T

1
= §Ma2\/1 —62.

t .
Area PSA = (—) (Area encerrada por la érbita)

También
Area PSA = Area PSR + Area PRA

= %G(COSE —€)(rsenv) + éArea QRA
a

1 b (1 1
= Eab(cosE —€)sen B + " <§a2E - 5(12 sen F cos E’)

1
= §a2\/1 —e2(E —esenFE),
de donde obtenemos la Fcuacion de Kepler

M=FE—esenk. (EK)
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Resumiendo, si conocemos t y M y podemos hallar una soluciéon F de , entonces las
ecuaciones y determinaran la posicién (r,v) del planeta P en el tiempo t. Note
ademas que esta ecuacién es comparable con , siendo FE la variable a determinar y la
funcién ¢(x) = esen(x).

Desde el momento de su publicacién, el interés general por resolver el problema fue
tan desmesurado que podemos encontrar una gran bibliografia dedicada solamente a buscar
su solucion. Para ilustrar la importancia de la Férmula de Inversién de Lagrange, daremos

tres ejemplos (cronolégicamente previos al resultado de Lagrange) de aproximaciones al

problema (EK]).

EJEMPLO 1.1 (Solucién de Kepler). La solucion planteada por el propio Kepler fue de

esta manera: dado € y M, aproximamos una solucién E, de F y calculamos
My = Ey + esen Ej.
Sea Fy = Ey+ (M — M,) y calculamos
My = Ey + €esen Ej.

Luego, calculamos Fy = E1+ (M — M), la cual Kepler determiné que es una mejor apro-
ximacion de E. Para los planetas que se conocian estas cuentas producian valores aceptables
de E en dos pasos, aunque podia ser probleméatico para Mercurio, cuya excentricidad es

mayor que 0.2.

EJEMPLO 1.2 (Aproximacién por series de Taylor). Fijando M, una manera bastante
sencilla de obtener una aproximacion de E es considerando la serie de arcseno y £ — M =
arcsen(sen(E — M)) para escribir

esen E =F — M =sen(E — M) + ésen?’(E— M) + %Osens(E— M)+ ...
Luego,
esen B ~ sen(E — M);

es decir, una aproximacién al problema (EK]) es hallar un valor de E tal que
_sen(E— M)

~

sen B
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EJEMPLO 1.3 (Solucién de Horrocks). En 1638 Jeremiah Horrocks usé un método dife-
rente para resolver (EK]). La proveniencia de la solucién es maés interesante debido a los

argumentos geométricos que se utilizan.

Figura 1.2. Dibujo de Horrocks

Alrededor del foco vacio B se describe un circulo de radio AC. Sobre este circulo se
marca un punto @), tal que la anomalia media satisfaga M = ZQBS. La aproximacién de

Horrocks, Ey, de E es el angulo ZQC'S. Horrocks dedujo que

M 1 M
tan (EH - 7) = <1 i_ Z) tan; (1.7)

y demostré a partir de esta ecuacion que

1
Ey—FE =~ 663SGD3 M.

La deduccién de todos los resultados de Horrocks puede hallarlos en [5].

Estos tres ejemplos no son méas que una pequena muestra de lo realizado antes de la
intervencion de Lagrange, sin embargo, una caracteristica comun de la mayoria de los resul-
tados de publicados entre los siglos XVII y XVIII es que tendian a fallar para distintos
valores de la excentricidad e. Particularmente, los ejemplos mostrados fallan en presicion
para valores altos de €. Por esta razon, la solucion planteada por Lagrange a partir de su

Férmula de Inversion representa el primer resultado destacable de (EK]).

2. Lagrange y su Teorema de Inversion.

A pesar de ser considerado uno de los mas grandes matematicos de la historia, Lagrange

alcanzoé la fama con sus tratados en mecanica celeste y es bien sabido que sus investigaciones
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matematicas siempre tenian un trasfondo fisico. A corta edad se sintié tentado a seguir la
carrera de matematica después de haber leido un articulo de Edmund Halley sobre el uso
del algebra en éptica. Con tan solo 19 anos, recibié ovaciones de Euler por los resultados
obtenidos en su investigaciéon de curvas tautocronas. Ayuddé a fundar la Real Academia
de Ciencias de Turin, cuyo objetivo principal era crear la revista Mélanges de Turin, donde
fueron publicados en los tres primeros voliumenes las investigaciones de Lagrange, que incluia
temas relacionados con calculo de variaciones, probabilidades, energia cinética y propagacion
de sonido. Probablemente las méas grandes contribuciones de Lagrange son las relacionadas
con mecanica del universo, siendo Mécanique Analytique de 1788 su trabajo méas famoso
y controversial por contener ecuaciones generales que solucionaban todos los problemas de
mecanica y ademads por no contar con ningun tipo de diagrama geométrico, que eran de su
completo desagrado. Como ya hemos dicho, fue en 1770 cuando Lagrange dio finalmente la
solucién exacta de (EK]), el cual habia llamado su atencién por ser éste un problema clésico
de mecénica celeste. Como matematico, Lagrange estudié en un principio la ecuacién (P1J),
que generaliza en todos los aspectos a . A continuacion, plantearemos lo que sera la
“primera version” del Teorema de Inversion de Lagrange de este trabajo y mostraremos el
calculo realizado por Lagrange, cuya deduccién se encuentra desplegada entre las secciones

8 y 10 de [11].
TEOREMA 1.4 (Inversién de Lagrange). Consideremos la ecuacion
a—z+¢(z)=0, (P1)

donde ¢ es una funcion cualquiera de . Si p es una raiz de esta ecuacion, entonces

n!

=1 [ drt
p=z+Y { yp go(x)”} : (FIL)
n=1
cambiando x por a después de diferenciar.

En adelante, nos referiremos a la Formula de Inversion de Lagrange simplemente como
. Ahora mostraremos el desarrollo realizado por Lagrange que a pesar de no ser una
prueba propiamente dicha y de resultar poco rigurosa en muchos de sus planteamientos
y en su conclusién, igualmente la delimitaremos en un esquema de demostracién. En el
siguiente desarrollo, veremos que en la deduccién de Lagrange no se trabaja con una funcién

¢ cualquiera, sino con polinomios de la forma p(z) = ag — a1z + asx® — ... + (=1)"z". La
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idea es demostrar que una raiz p; del polinomio p(z) es de la forma (FIL). En los capitulos

siguientes, sustituiremos la palabra “cualquiera” del Teorema por hipotesis mas fuertes.

DEMOSTRACION. Consideremos la ecuacion,
ap — a1 + axr® — ...+ (=1)"2" =0,
donde ag, aq, ..., a,_1 son coeficientes cualesquiera. Si p1,ps,...,p, son las raices, entonces

ap — a1 x + asr® — ...+ (=1)"z" = ag <1—£>-~-(1—£).
p1 Pn

Dividiendo entre —a;x a ambos lados de la expresion obtendremos

1_ﬂ_€: o (1__>(1_£>...(1_£)
a1x a1x P1 b2 Pn
_ Y (1_&><1_£>...(1_£)7

aipi T P2 Pn

agx — ...+ (=1)"z" !
a1

log (1_f_5) log (a‘fpl) +1lo g<1——) Zlog (1——).

Teniendo en cuenta que

1_ﬂ_§:<1_&> 1— éa :
a1 x aL1x 1—a1—0z

en términos de serie de Taylor, la expresion anterior nos queda

k
=1 aokool £ B ai1p1 =1 /pi\F =1/ z\"
Si(m) Si(s) () S (S 6))

Note que el coeficiente de 2! de la parte derecha es p;. Por lo que nos limitaremos a

siendo £ =

. Aplicando logaritmo natural,

calcular el coeficiente de 2! de la parte izquierda. Cada potencia £* vamos a identificarla

de manera general por los polinomios

o
fk = E wk,ixl
i=0

() S0 ()

J

y recordemos que

De esta manera,
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SEE(C )@ o

Asi, cuando j = i + 1 obtendremos todos los términos correspondientes de 2!, Es decir,

de la ecuacion que obtuvimos al expandir por series de Taylor se tiene:
nne i ()= ()
= Z—(l) + g; W (Z—?)Hl + i % f: <z j: ]f) Wi (Z—?)Hl
() B (2)

1

Notemos que para k > 2,

cuando sustituimos 7% por z.

Luego de este andlisis, Lagrange compara la ecuacion (P1]) con

@—xjtxf:O,
ax
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llamando a = ¢¢ y ¢(z) = x{. Si realizamos el cambio ¢(z) = t¢(z) obtendremos que la

raiz p de (P1) es una serie de potencias de ¢, cuando =z = a:

0 m dn—l .
n=1

Notemos ademas que en el Teorema [1.4] no se establecen criterios de convergencia, sin

embargo, la expansiéon de p sugiere que el teorema funciona bajo ciertas condiciones que La-
grange anexo6 en trabajos posteriores. En el Capitulo 2 hablaremos de los aspectos analiticos
de (FILJ).

Lagrange dio ademads una expresién para las potencias de la raiz p. Para ello sélo debid

considerar en la ecuacién ((1.8) los valores j =i+ n, con n > 1, y asi obtuvo que
pr=x + Z EW(I Y (a))", (1.9)

al sustituir x = « después de diferenciar. A partir de esto, Lagrange propuso un teorema

mas general:

TEOREMA 1.5 (Inversién de Lagrange Generalizado). Si p es una raiz de
a—x+to(r) =0 (P1)

y Y es una funcion definida en p entonces

> n dnfl

> EW(W@W(@“)? (FIG)

cambiando x por o después de diferenciar.

Lagrange consider6 la prueba de este teorema bastante sencilla debido a la ecuacién ([1.9)).

En el Capitulo 2 haremos una demostracién formal del Teorema [I.5]

3. Sobre el problema de Kepler.

Lagrange publicé la solucién de (EK]) en [12], trabajo dedicado exclusivamente al pro-
blema de Kepler. Comparando (EK]) con (P1f), obtenemos el caso particular en el que o« = M

y ¢(x) = esen(x). Aplicando (FIL]),

E =M+ ian(M)E", (1.10)

n=1
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donde,
L [at
an(M) = {W sen ([L‘):|

)
n: =M

En lo que sigue, la notacion de la derecha de esta tultima igualdad se usara para resumir
que sustituimos x = M después de diferenciar. La solucién pronto lograria establecer
una modalidad estandar para hallar la solucién de (EK]) como serie. Muchos se interesaron
en hallar férmulas explicitas para los coeficientes a, (M), el mismo Lagrange trabajaria pos-
teriormente para intentar escribir su solucion como una serie de Fourier de senos. Por otro
lado, Laplace en su Mécanique céleste de 1799 hizo calculos para hallar el radio de conver-
gencia de la serie . Los estudios realizados por Laplace dieron pie al aparecimiento
de la teoria de céalculo infinitesimal como lo planteé Cauchy, de la cual extraeremos ciertas

definiciones y resultados para formalizar la demostracién del Teorema [1.5]



CAPITULO 2

Enfoque analitico.

Teniendo en cuenta que en el capitulo anterior nada se dijo sobre la convergencia de
, cualquiera podria preguntarse si la soluciéon del problema de Kepler converge para
valores M y e determinados. Fue Laplace quien en un principio se interesé en esta cuestion,
y establecié ciertas relaciones para garantizar que la solucién en efecto converge. Sus
argumentos fueron publicados en Mécanique céleste, y dedujo que la solucién converge,

siempre que
2y/w(l —w)

<k=
¢ 1—2w

donde w es la solucién de la ecuacion:

1—w_ 2
v OP T o)

Laplace determiné que w = 0.08307 y k =~ 0.66195. Poco conforme con estos resultados,

Cauchy determiné que el valor de k debia ser aproximadamente 0.6627434 . ... Podra leer un
andlisis completo de este hecho en [5]. Otra observacién que el lector puede haber notado, es
que Lagrange afirma que la solucién de la ecuacion viene dada por si esta existe,
. pero sera posible dar condiciones para que esta solucién exista? Mas ain, ;jsera posible que

esa solucién sea unica? Cauchy escribirfa en [3]:

“Atraido por un resultado tan digno de mencién, me pregunté si no
seria posible describir en términos generales las condiciones de con-
vergencia de la expansion de Lagrange... Mis estudios me llevaron
a reconocer que las condiciones siempre pueden ser deducidas para

la solucidén de una ecuacién trascendental”.

Siguiendo el estudio realizado por Cauchy, en adelante trabajaremos con funciones sobre
el cuerpo C, lo cual para (EK]) esto no significara ningtin problema, puesto que en ciertos casos
serd posible pasar los resultados obtenidos a R. Nos limitaremos simplemente a demostrar

el Teorema [L.5], puesto que nada nuevo surge de examinar cada teorema por separado.

13
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También sera necesario recordar definiciones y resultados de Variable Compleja antes de
poder establecer las hipotesis deseadas.

La definicion fundamental de andlisis complejo corresponde a la analiticidad de una
funcién de C en C. Asumiendo que el lector ya estd familiarizado con todos los aspectos
topoldgicos con los que se puede dotar a un espacio con producto interno como C, tenemos
que una funcién compleja es analitica (u holomorfa) en un punto zy si es diferenciable en
todo punto de un entorno de zy. Decimos que una funciéon f es analitica sobre un conjunto
abierto U C C si es analitica en cada punto de U. En analisis complejo, es suficiente pedir
la analiticidad de una funcién para poder obtener su serie de Taylor, lo cual constituye una
ventaja por encima del andlisis real donde se requiere una mayor cantidad de condiciones. De
esta manera, observando cémo se presenta el Teorema[l.5] parece natural exigir simplemente
la analiticidad de las funciones ¢ y v, viendo a ambas como funciones complejas.

Una propiedad importante de funciones holomorfas, y que se presentara de manera

implicita en la demostracién del Teorema [1.5] es:

TEOREMA 2.1 (Cauchy-Goursat). Si f es una funcion holomorfa dentro y sobre un con-

torno cerrado simple C, entonces

}{jf(z)dz =0.

La demostracién planteada por Cauchy depende fuertemente de uno de sus resultados

mas importantes de analisis complejo:

TEOREMA 2.2 (Formula Integral de Cauchy). Supongamos que una funcion f es holo-

morfa sobre un conjunto abierto U C C. Sean o € U y r > 0 tales que D(a,r) C U.

1 (©
O =g f, e 2.1)

Entonces,

para cada z € D(a, ).

La demostracion de este teorema no nos resulta indispensable, sino mas bien lo que el
teorema en s implica, aunque si desea leer una demostracién puede hallarla en [6]. A partir
de la férmula integral se puede demostrar que una funcién holomorfa posee derivada de

cualquier orden y ademads, si tenemos una funcién f bajo las hipétesis del Teorema[2.2] para



2. ENFOQUE ANALITICO. 15

LRSS G
0

[n—1] 2) = 2) =
f ( ) dznilf( ) 2mi D(a,r) (5 - Z)n
Para solucionar las inquietudes que surgieron al comienzo de este capitulo sobre la exis-
tencia y unicidad de la solucién de (P1)), recordaremos uno de los resultados méas importantes

dados en un curso basico de Variable Compleja:

TEOREMA 2.3 (Rouché). Sean f,g : U — C funciones holomorfas sobre un conjunto

abierto U C C. Si D(a,r) C U y para cada z € OD(a,7) se satisface,

£ (2) = 9| < [F ()] + lg(2)], (2:2)
entonces el nimero de ceros de f en D(a,r) es igual al nimero de ceros de g en D(a,r),

contando multiplicidad.

Ahora si estamos en condiciones de enunciar y demostrar formalmente el Teorema [1.5]

Seguiremos el desarrollo planteado por Whittaker en [18]:

TEOREMA 2.4 (Versién analitica de FIG). Sean ¢ y v funciones holomorfas sobre el

disco D(a,7) C C y continuas sobre D(a, 7). Si la magnitud de t es tal que

to(2)| < |z — al (2.3)
para todo z € dD(«, 1), entonces

z—a—tPp(z) =0 (P1)

tiene exactamente una raiz p € D(a, 1) y si consideramos a esa raiz p como dependiente de

t entonces

dzn 1

W +;’f—”,[d” vEem| (FIG)

DEMOSTRACION. Llamemos f(z) =z —ay g(z) = 2 — a — té(z), entonces la condicién
y el resultado de Rouché nos dicen que el Teorema esta bien planteado, es decir,
la ecuacion tiene solucién y ademds es tunica, puesto que f(z) sélo posee una raiz en
D(a, 7). Ahora, si ¢(p) = 0 para algiin p € D(a, ) obtenemos la solucién trivial p = «.. Por

lo que trabajaremos con el caso ¢(z) # 0 en D(a, 7).
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Fijemos t para el cual el problema (P1]) tenga solucién, es decir, que satisfaga la condicién
(2.3)), y asumamos la solucién p = p(t). Definamos

0(2) = 1;;. (2.4)

Tenemos que 6(p) = t.
Notemos que 6(z) es holomorfa en D(a,7) y que 0(z) — 0(p) tiene exactamente un cero
en z = p. Podemos escribir
0(z) = 0(p) + (2 = p)R(2), (2.5)
donde R(z) es una funcién que no se anula en D(a, 7). Usando el Teorema 2.2]y el hecho de

que R(p) = 0'(p), calculamos

b ALAC R v()0'(=) .
2mi OD(ay,r) 9(2’) 6(p>d 2mi éD(a,r) (Z _p)R(z)d
_ (@) (p)
R(p)
=Y (p).

La condicién (2.3) es equivalente a |0(p)| < |0(z)], y asi
'(2)  0(2)0" (p)
= — . 2.6
—00) ~ 2 o 26)
De esta manera obtenemos,

_ W(2)0'(2)
v =5 ng o 82) —00p)"

U(2)0'(2)0" (p)
- Z 2mi f;D (a,r) 6n+1 ) dz
n ¥(2)0'(2)
B Z o 27rz j{ n 0m(2) dz
S ere)
N ;%t 2m \éD(a,r) 9n+1(z) I

| P(2)0'(2)
a) + ;t 5 fi’)D(a,r) —0”+1(z) dz.

La integracion por partes nos da paran > 1

¥(2)0'(2) 1 V'(2)
———dz = — dz
ng(O&,T) 9n+1(z> n f;D(a,r) gn(z)
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y asi,

> 1 V(=)
_ ol dz.
U(p) = ¥(a) + ;t 2nTi ng(a,r) 0 (2)

Sustituyendo (2.4]) en la ecuacién anterior
S YEee),
Uv(p) = Y(a) + " : 7{ dz
( ) ( ) ; 2ni OD(a,r) (Z_ Oé)

— v+ 3 L[ E w0 e)]

n=1

Z=x
|

Al comienzo de este capitulo dijimos que el Teorema sirve para resolver problemas de
variable real de la forma (P1)). Supongamos que tenemos una funcién real f(x) que admite

serie de Taylor centrada en un valor @ € R y con radio de convergencia 0 < r < oo, es decir,

= Z an(x —a)”

donde a,, son los coeficientes que obtenemos por el Teorema de Taylor y x € (v — r,ac + 7).

Recordando las propiedades de las series de Taylor, tenemos que

o0

Z ’aon - a|n < o0,

n=0
para todo x € (a — r,a + ), puesto que las series de Taylor satisfacen la convergencia
absoluta en sus intervalos de convergencia.

Supongamos ademas que para los valores fronteras © = a —r y x = a + r se cumple

£ anlle —al" =t an|r" < |z —a =7, (2.7)
n=0 n=0

para alguna magnitud ¢ € R*. Esta tultima desigualdad implica que la serie de Taylor de
f(z) converge para los valores frontera, por lo que el entorno de convergencia en realidad es
el intervalo cerrado [ov — r, a4 r]. Estamos en condiciones de resolver el problema para
la funcién f(z).

Definamos sobre el entorno complejo D(«, ) la siguiente funcion:

Mx

an(z —a)"

n=0
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Esta funcién estd bien definida, ya que para todo z € D(a, ) existe x € [a —r, a + 7] tal
que |z — | = | — a| y aprovechando el hecho de que f(x) converge absolutamente, entonces
¢(z) converge para todo valor de z en su dominio. Por la manera como esta definida ¢(z)
tenemos que es analitica en D(a, ), continua en D(a,r) y la desigualdad garantizara
que se satisface la condicién del Teorema . De esta manera, obtenemos que el
problema

z—a—tp(z) =0,

tiene exactamente una soluciéon p € D(a,r) de la forma

p=ot > (o)

Dado que todos los términos de esta serie son nuimeros reales, entonces esta solucion p

Z=x

debe estar contenida en el intervalo abierto (o —r, a4+ 1), quedando resuelto asi el problema

en variable real.



CAPITULO 3

Enfoque algebraico.

En este capitulo, debido al interés de querer establecer una estructura de grupo sobre el
conjunto de series de potencias invertibles con coeficientes en C (aunque podriamos trabajar
con cualquier cuerpo de caracteristica 0), estudiaremos exclusivamente el problema (P2) a
través de distintos operadores.

Daremos dos demostraciones de (FIG]), una corta que surge como consecuencia directa
de varios resultados, y otra larga, pero no menos atractiva. Comenzaremos con ciertas
definiciones necesarias para ambas pruebas.

Trabajaremos sobre dos espacios; el de series de potencias formales y el de series de
Laurent formales. Este ultimo contendrd al de series formales, y serd indispensable para
poder hallar los coeficientes de la serie (FIG|) en ambas demostraciones. Respectivamente,
denotaremos cada espacio por C[z] y C(z) (independientemente de la notacién usual usada
para anillos de polinomios), siendo z el término “indefinido”. Los elementos de C[z] son de

la forma
f(Z) = Z aizia
i=0

donde a; € CVi e N={0,1,2,3,...}. Evidentemente, este conjunto es un C-espacio vecto-
rial con la suma término a término y la multiplicacion por un escalar usual. Denotaremos la
operacién suma de dos series f(z) y ¢g(z) como (f + g)(z), y la multiplicacién por un escalar
a € C por af(z). Méas atn, podemos definir C[z] como un dlgebra, siendo el producto de

vectores el llamado producto de Cauchy: si

fe) =2ty g(x) =3 b

son elementos de Clz], entonces su producto es

(f-9)(2) = f(2)9(z) = ) ( > aﬂ)j) 2. (3.1)

k=0 \i+j=k
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Para cada n € N, denotaremos como f"(z) al producto de una serie f(z) consigo mismo n
veces. Otra caracteristica de C[z] es que posee unidad, siendo ésta h(z) = 1. Cuando existe
unidad multiplicativa es normal preguntarse qué elementos poseen inversa multiplicativa (6
reciproco). Sea f(z) como antes, queremos hallar ¢g(z) tal que (f - ¢g)(z) = 1. Del producto
obtenemos que agby = 1, es decir, tanto f(z) como g(z) deben poseer término inde-
pendiente distinto de 0. Ademas, para k > 0 obtenemos la siguiente formula de recurrencia
para los términos by:

b, = L a;bk_;

k @ O;k iOk—is
por lo que podemos concluir que g(z) es unico, ya que sus coeficientes vienen determinados
de manera tnica por la ecuacién anterior. Denotaremos al reciproco de una serie f(z) por
().

Debido a lo molesto que es trabajar con la notaciéon de serie, serda usual a partir de
este punto verificar la férmula coeficiente a coeficiente. Esta manera de trabajar se

formaliza a partir de la siguiente familia de funcionales definidos en C[z]:

DEFINICION 3.1. Para cualquier f € C[z] y n € N, definimos
(2" f(2) = a, (coeficiente n-ésimo de f)
y llamamos a [2"] funcional de coeficiente.

Es facil verificar la linealidad de estos funcionales, més nos interesa lo simple que resulta
trabajar con esta notaciéon. Note que el coeficiente n-ésimo de la serie (FIG|) en términos de

los funcionales de coeficiente viene dado por

()60 (2),

cuando o = 0, lo que hace mucho més atractiva la soluciéon de Lagrange. Para las series de

C[z], sera sumamente relavante la siguiente definicion:
DEFINICION 3.2. Para una serie de potencia f € C[z] definimos
ord f = min{m € N: [2™]f(z) # 0}

como el orden de f. Por convencién, ord 0 = oo.
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El orden satisface la propiedad ord f-g = ord f +ord g. Ademas, es el orden de una serie

de potencia f lo que determina si tiene o no reciproco.

PRrROPOSICION 3.3 (Condicién de reciproco). Una serie de potencia f € Clz| tiene

reciproco si y solo si ord f = 0; en este caso el reciproco es unico.

La demostracion de esta proposicion ya se realizo.

Ya sabemos qué elementos de C[z] tienen reciproco, pero para futuros propdsitos nos
gustarfa extender esto a cada elemento de ese espacio. Sea f(z) € C[z] con ord f = m. Note
que podemos escribir f(z) = 2™e(z), con e(z) € C[z] y orde = 0. Para estos elementos
definamos f~1(z) = z7™e (). Si m > 0, f7'(2) no se encuentra en C[z] por poseer
potencias negativas, pero esta serie es completamente compatible con el producto de Cauchy
considerando a k € Z, por lo que procederemos a expandir el espacio a este tipo de
series. Note también que las nuevas series son compatibles con la definicién de orden, de la
cual podemos obtener que ord f~! = —ord f. Este nuevo C-espacio vectorial lo llamaremos

espacio de Laurent, y lo denotamos por C(z). Ademads, la multiplicacién de una serie de

Laurent f(z) con el reciproco de otra serie g(z) lo llamaremos cociente, y lo denotaremos

por (f/9)(2)-

DEFINICION 3.4. En C(z) definimos el residuo como el funcional de coeficiente
Res = [z71].

DEFINICION 3.5. Sea f(z) =Y, 7 anz" € C(2), definimos el operador D : C(z) — C(z)

Cco1mo

Df(z) = L) =Y mag=
neL
y lo llamamos operador diferencial.

También usaremos la notacion f'(z) para referirnos a Df(z). De ambas definiciones

podemos extraer la siguiente proposicion:
PROPOSICION 3.6. Para cualquier f(z) € C(z), Res Df(z) = Res f'(2) = 0.

La demostracion es imediata de la definicion del operador D.
Ahora presentaremos la composicién de series y, al igual que en la definicion de reciproco,

daremos una condicién de orden para los elementos de C[z] invertibles. Sean f(z),g(z) €
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C[z], para definir (f o g)(z) = f(g(z)), daremos la condicién adicional de ord g > 1, para no

caer en ambigiiedades topoldgicas. De esta manera, si

= Zanzn y g(z) = Z bmzma

n=0 m=1

entonces,

[e's) k

:i<§;bmm> ot (Ya Y beby |
n=0 m=1

k=1 p=1 ni+..4np==~k

En términos de funcionales, la composicién de las series f(z) y g(z) es aquella con los

siguientes coeficientes:
[2°1(f 0 9)(2) = a (3.2)
)(fog)z) =D ap Y by ...by, Yn>0. (3.3)

ni+...4+np=n
La propiedad de orden respecto a la composicién es ord(f o g) = ord f - ord g. Tenemos
ademéds que C[z] con esta operacién posee elemento neutro, el cual es h(z) = z. Introducida
ya la composiciéon como una operacion entre series daremos las propiedades interesantes del

operador diferencial:

PROPOSICION 3.7 (Propiedades de la derivada). Para f(z),g(z) € C(2), se satisface:

L (af +089)'(z) = (af' + Bg')(2), Vo, 5 € C.
2.(f-9) () =(f"-g+ [ 9)).

3. (f7)(2) = =(f'/£)(2).

4.(f/9)(z) =((f'-9—f-9)]9*)(2).

5. (¢")(2) = k(g"" - ¢')(2), Yk €N.

6. (fog)(2)=((f'og) g)(2), Vordg > 1.

Todas estas propiedades son conocidas de calculo, sin embargo, la demostracion de esta
proposicion es un poco mas interesante porque cada item resulta ser consecuencia de las
definiciones dadas, independiente en todo sentido de la nocién de convergencia usada en las
materias de calculo. Haremos solamente la demostracion de las ecuaciones 1 y 2 para ilustrar

este hecho, las propiedades restantes puede hallarlas en [13].



3. ENFOQUE ALGEBRAICO. 23

DEMOSTRACION.

1. Verifiquemos la linealidad del operador D. Sean f(z) y g(z) series de Laurent, y
a,B €C. Siord f =ngyordg = ko, entonces [2"]f(2) =0y [2*]g(z) = 0, para todo
n<ngyk < ky. Llamando a,, y b, a los coeficientes de f(z) y g(z) respectivamente,

para todo m > min{nyg, ko }, tenemos que

2" (af + Bg) (2) = m(aay, + Bb,)
= a(may,) + B(mb,)

= [ Maf'(2) + [ 7189 (2),

lo que concluye la demostracion.
2. Sean f(z)y g(z) series de Laurent tales que ord f = ng y ord g = kg. Entonces, para
todo m > ng + ko, obtenemos a partir de las definiciones del producto de Cauchy y

la derivada que:

(- 9)(2) = ) manby

n+k=m

= Z (n + k)anby

n+k=m

= Y (nan)be+ > an(kby)

n+k=m n+k=m

=" 9)(2) + (S - 9) (=)
_

DEFINICION 3.8. Sean f(z) y g(z) series de potencia, con ord f,ord g > 1. Entonces g(z)
es llamada la inversa de f(z) siy sélo si f(g(z)) = g(f(z)) = z. En tal caso, decimos que
f(2) y g(2) son invertibles, y denotamos g(z) = f(z).

PROPOSICION 3.9 (Condicién de Inversa). Sea f(z) € C[z]. f(z) tiene inversa inica

f(2) si, y sélo si, ord f = 1.

DEMOSTRACION. Sea f(z) una serie de potencias invertible, con inversa f(z). Usando

la propiedad de orden sobre la composicién de f y f tenemos:

1 =ord(fof)=ordf-ordf.
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Como el orden de una serie es un ntimero natural entonces ord f = ord f = 1. Ahora,
suponiendo que ord f = 1, veamos que f(z) existe y es tinica. De la ecuacién (f o f)(2) = z

obtenemos que

_ 1, sin=1
[2"1(f 0 f)(2) = b1n =

0, otro caso.

De la ecuacién (3.3)) v de la hipotesis ord f = 1, obtenemos la siguiente recurrencia:

by = —
3]

-1

bn:_ﬁsz Z Apy - Gy

n
p=1 ni+...4+np=n—1

donde los a; y b; son los coeficientes de f(z) y f(z), respectivamente. Por lo tanto, f(z) existe
pues todos los términos b,, se pueden hallar a partir de la formula de recurrencia obtenida y
ademds, f(z) es tinica pues sus coeficientes vienen dados de manera tinica por la recurrencia.
Obtenemos exactamente lo mismo si trabajamos con (f o f)(z) = z.

Ahora, sean f(z) y g(z) series de potencia invertibles, por la proposicién anterior, ord f =
ord g = 1. Usando la propiedad del orden de la composicién, ord(fog) = ord f-ordg =1, es
decir, la composicién de series invertibles es invertible. Este resultado da pie a la siguiente

proposicion:

PROPOSICION 3.10. El conjunto {f(z) € C|z] : ord f = 1} es un grupo con respecto a la

composicion de series.

Lo tnico que resta demostrar es que la composicién de series es asociativa, lo cual se deja
al lector. En la demostracién de la Proposicién [3.9| vimos como obtener los coeficientes de la
inversa de una serie dada, a partir de una férmula de recurrencia. La pregunta es: jhay un
método mas eficiente? Analicemos lo siguiente: sea f(z) una serie invertible, entonces pode-
mos reescribirla como f(z) = ze(z), donde orde = 0. Sustituyendo f(z) por z nos queda,

z = f(2)e(f(2)). Llamando M(z) = e~'(z), obtenemos finalmente la ecuacién implicita:

fz) = =2M(f(2)). (3-4)
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Note que esta ecuacion es completamente analoga a
T —to(x) = 0, (P2)

cuando ¢(x) posee serie de Taylor alrededor de 0, lo que sugiere que la solucién de ((3.4))
viene dada por (FIL|). Ya estamos en condiciones de presentar el Teorema de Inversién de

Lagrange de este capitulo:

TEOREMA 3.11 (Versién algebraica de FIG). Sea G(z) € C[z| de orden 1, tal que satisface
la ecuacion G(z) = zM(G(z)), donde M(z) es una serie de potencia de orden 0. Entonces,

los coeficientes ¢, = [2"|F(G(z)) vienen dados por

co = [2°]|F(2)
1 (FIG)
Cp = E[z”’l]F’(z)M"(z),

para cualquier F(z) € C[z].

1. Demostracién de FIG usando residuos.

Esta primera demostracion depende fundamentalmente de la siguiente propiedad de

residuo:

PROPOSICION 3.12. Sea g(z) € Clz] con ordg = 1. Entonces el residuo de la serie de
Laurent ¢'(z)g~"(z) es
Res(g' - g7")(2) = O1n,

para cualquier n € 7.

DEMOSTRACION. Para n # 1, tenemos ¢'(2)g7"(2) = (9" "(2))

, cuyo residuo es
igual a 0 por la Proposicion (3.6]
Para n = 1, escribimos ¢g(z) = ze(z), donde ord e = 0. Entonces
/ 1 / /
Res [g (2)} = Res {— + ‘ (2)} =1+ Res [e (z)} .
9(2) z e(2) e(z)

El término que depende de la serie e(z) tiene residuo 0, por ser multiplicacién de series

de potencia, por lo que queda demostrada la proposicion.
[ |

Como resultado directo de esta proposicion tenemos,
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COROLARIO 3.13. Sea h(z) € C(z) y g(z) € C[z], tal que ord g = 1. Entonces,

Res[(ho g) - ¢'](z) = Resh(z).

DEMOSTRACION CON RESIDUOS DEL TEOREMA [B.11l Sean, F(z) y G(z) series de po-
tencia, con ord G = 1. Denotemos a los coeficientes de (FoG)(z) por ¢,, con n € N. Sabemos

que por definicién de composicién de series
co = [°)(F 0 G)(2) =[] F(2),

por lo que sé6lo nos interesaremos en los funcionales [z"] con n > 1. Denotemos por
(FoG) E ne,2"t = H(z).

Sea g(z) = G(z), hallaremos dos expresiones para el valor residuo
Res { (FoG) }
(goG)"

Para el primer célculo, consideraremos la serie H (z)

Para el otro cédlculo, usaremos el Corolario sobre G(z) y la propiedad de los fun-
cionales lineales [2']h(2) = [2**!]2¥h(2) para cualesquiera h(z) € C[z] y k,I € N. Recordemos
que G(z) = zM(G(z)), por lo que
G"(z)  G"(2)

WHED == = gearey
y asi,
L[EoQr(@)] o [(FoGy(@M(G()
5 [<goa>n<z>] i G (2) }
e F’(G(z))M"<G<z>>G'<z>]
G (2)
= Res F’(Z)Z]Y"(z)}
— [ () M(2)
De donde,
60 = L[ ()M (2),
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quedando demostradas las ecuaciones (FIG]) del Teorema [3.11]

2. Demostracion de FIG usando operadores adjuntos.

La demostracion presentada en esta seccion resultara bastante interesante por la riqueza
de resultados algebraicos que obtendremos. Daremos una caracterizacién de los coeficientes
de la serie (F'oG)(z) mediante los autovectores de cierto operador, més especificamente, serd

a través de un operador adjunto. Para esto, primero debemos definir una aplicacion bilineal

sobre C(z).

DEFINICION 3.14. En C(z) definimos la forma bilineal

(flg) = [=")(f - 9)(2), (3:5)
para cualesquiera f(z),g(z) € C(2).
Al par (C(2), (-|-)) no podemos llamarlo espacio con producto interno porque, de hecho, la

forma bilineal (-|-) no es un producto interno, por no ser sesquilineal. Sin embargo, teniendo

una forma bilineal podemos introducir la definicion de adjunto de la manera usual.

DEFINICION 3.15. Sea S un operador sobre C(z). Entonces su adjunto S* es otro ope-

rador sobre C(z) que satisface
(5flg) = (f1579),

para cualesquiera f(z),g(z) € C(z).

A continuacién, daremos dos ejemplos para ilustrar esta definicién, pero ambos seran de

mucha utilidad en las proximas demostraciones:

EJEMPLO 3.16. Para cualquier m(z) € Clz], podemos definir un operador M = M,,

sobre C(z) llamado operador multiplicacion definido por
Ma(z) = m(z)a(z),

para toda serie de Laurent a(z). Dado que el producto en C(z) es conmutativo y asociativo,

tenemos que

(Malb) = [z")((m - ) - b)(2) = ["](a - (m - b))(2) = (a| MD)
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para cualesquiera a(z) y b(z), es decir, M* = M.

EJEMPLO 3.17. Definimos al operador D*® como la aplicacion
D*a(z) = zDa(z) = zd'(2),

al cual llamaremos operador apuntamiento (la razén de este nombre lo explicaremos en el
capitulo siguiente por su interpretacién combinatoria). En algunos casos, serd conveniente

la notacién D*a(z) = a®(z). El apuntamiento satisface la propiedad
(a-b)*(z)=(a®-b+a-b%)(2)
Sabemos ya que el residuo de la derivada de cualquier serie de Laurent es cero, asi que
0 =[="(a-b)*(2) = [z")(a® - b)(2) + ["](a - b%)(2) = (a’[b) + {al*)

de donde,
(a®|b) = (a| = b°)

y por lo tanto, (D*)* = —D*.

Tenemos de igual manera la conocida propiedad
(ST =1T"S",

para operadores S y T cualesquiera de C(z).

Antes de introducir el teorema en el cual se basara la demostraciéon de las ecuaciones
, daremos un resultado con respecto a la base del espacio C[z]. Este espacio posee
la base canénica {1,z,2?%,...}. Si tenemos g(z) € C[z] de orden 1, entonces {g,(z)}nen,
donde g,(z) = ¢"(z), es también una base de C[z]. La demostracién de este hecho es sencilla
considerando que

ordg"(z) =n=ordz", ¥n € N.

Luego, cualquier F(z) € C[z], puede escribirse como combinacién lineal de la base

{gn(2) }nen. Es decir, existen escalares ¢, € C, tales que

o0

F(z) =) cugn(z). (3.6)

n=0
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Por la Proposicion , la derivada de F'(z) satisface,

F'(z) = Z nengn-1(2)9'(2). (3.7)
n=1
Daremos ahora el teorema indispensable de esta seccion.

TEOREMA 3.18. Sean F(z),g(z) € C|z], con ordg = 1. Entonces existe una serie formal
h(z), tal que (ho g)(z) = F(2), y sus coeficientes ¢, pueden hallarse con
co = [2"]F(2)

Cp = ! Res(F'- g7 ")(2).
n

DEMOSTRACION. Como ord g = 1, entonces podemos obtener una expresién de F(z) de
la forma (3.6]). Si definimos

h(z) = i 2"
n=0

entonces, F'(z) = (ho g)(z). Quedando probada asi la existencia de h(z). Consideremos el

operador U sobre C(z), definido por

Para cada elemento base g,(z) tenemos

Ugn(2) = ngn(2),

es decir, Vn € N, A, = n es autovalor de U, con el correspondiente autovector g,(z).
Consideremos el operador multiplicacién M = M, sobre C(z), donde

m(z) = 9(2)

zg'(z)’

tenemos que U = M D*®. De esta manera, usando los ejemplos dados
U= (MD*)" = (D*)*M* = —D*M.

Veamos que el problema —D*Mg,(z) = ng,(z) tiene solucién distinta de la trivial. Esto

es, A, = n, es autovalor de U*. Llamando g, (z) = Mg,(z), tenemos que

—D*Mg,(z) = —D*G.(2) = —z(g,)'(2).
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Por otro lado,

] _nm(z), z:nL n(2) =n
ngn(z) = m(z)gn() m(Z>Mgn()

L)g"n(z),

m(z
de donde obtenemos la siguiente ecuacion diferencial

g'(2)
9(2)°
la cual tiene como solucién g, (z) = g7"(z), y asi, g.(z) = zg7""'(2)g'(z). Obtenido este

resultado, debido a la Proposicién (9m|gn) = Omn. En efecto,

(gn)'(2) = —ngn(2)

<gm|gn> = [ZO] (gm : gn)('z)
= [2")2g™(2)g7" 1 (2)d' ()
= [2°]2g™ " N (2)d' ()

=Res(g' - ¢"")(2)

= Omn-
De esta manera, considerando la ecuacién (3.7)), tenemos que para n > 1
nep = <F,/gl|gn—1>

= ["2(F" - g7")(2)

— Res(F' - g7")(2),

y para n = 0, es inmediato que ¢y = [2°]F(z), quedando demostradas las ecuaciones ({3.8)).
[

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [3.11] Nos pondremos bajo las hipétesis del Teorema
3.18. Note que si G(z), es tal que satisface G(z) = zM(G(z)), entonces su inversa g(z) se

puede representar como
g(z) = 2M~(2).

Ahora, como (G o g)(z) = z, componiendo con F(z) a ambos lados nos queda,

((FoG)og)(z) = F(2).
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Si llamamos h(z) = (F o G)(z), entonces h(z), es la serie de potencia para la cual se
satisface el Teorema [3.18 Por lo tanto, los coeficientes ¢, de h(z) vienen dados por las

ecuaciones (3.8)). Para n = 0 es directo. Sin > 1

en= - Res(F - g7)(2) = - Resfs " F/(2) M (2)] = [ |F/(2) M (2),

n

que es lo que queriamos demostrar. -

Considerando la demostracién por residuos, podemos demostrar que los Teoremas
y son equivalentes, por lo que trabajar con las ecuaciones (FIG|) serd bésicamente lo

mismo que trabajar con las ecuaciones ({3.8]), cosa que sucederd en temas posteriores.



CAPITULO 4

Enfoque combinatorio.

En el capitulo anterior dimos una interpretacién bastante elegante a la ecuacién (P2)) al
verla como una expresion genérica para hallar la inversa compositiva de una serie de po-
tencias con ciertas caracteristicas. Seguiremos trabajando con series de potencias formales,
pero esta vez analizandolas mediante teoria combinatoria. Las series resultan en este capitulo
indispensables para solucionar de manera eficiente problemas combinatorios. Se caracteri-
zaran por poseer coeficientes enteros no negativos, sin embargo, al final de este capitulo
veremos que trabajar con estas series es suficiente para generalizar el resultado a series con
coeficientes en C.

Con respecto a la féormula de inversion, a diferencia de los capitulos anteriores en los
que solo demostramos la formula por generalizar el resultado planteado por Lagrange,
aqui si estudiaremos por separado la ecuacion y la ecuacién del Capitulo 1.

Asimismo daremos una interpretacién combinatoria de la ecuacién (P2)).

1. Teoria de especies combinatorias.

En 1981, André Joyal en [8] mostrd su estudio de series formales a través de teorfa com-
binatoria, o para ser mas especifico, mediante lo que €l llamé especies combinatorias. Lo que
resulta mas interesante del trabajo de Joyal es que da una definiciéon formal de “estructura”
sobre conjuntos finitos, definiéndola simplemente como una aplicaciéon funtorial. De esta
manera, grafos, arboles, 6rdenes lineales, funciones, ciclos, y muchos otros conceptos estruc-
turales que manejamos y que son de mucha ayuda en distintos campos de la matematica,
vienen enmarcados en la categoria utilizada por Joyal. Mas atin, dentro de este marco pode-
mos establecer equivalencias y operaciones entre especies que nos permiten generar nuevas
estructuras, o incluso obtener otras interpretaciones combinatorias de las estructuras que
CONoCcemos.

Antes de poder enfocarnos en la formula de inversion, hace falta dar los conceptos nece-

sarios para poder obtener la ecuacién (P2)).

32
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DEFINICION 4.1. Una categoria es una clase € de objetos (a, b, ¢, ...) junto con:

(1) una clase de conjuntos disjuntos, denotado hom(a, b), para cada par de elementos
a,b de €; a cada elemento f € hom(a,b) lo llamaremos morfismo de a a by
denotamos f : a — b;

(2) para cada tripleta (a, b, ¢) de objetos de €, una funcién
hom(b, ¢) x hom(a, b) — hom(a, c)

(para morfismos f : a — b, g : b — ¢, esta funcién se escribe (g, f) — go fy

go f:a— cesllamado la composicion de f y g); sujeta a las siguientes condiciones:

e Asociatividad. Si f :a— b, g: b — ¢, h:¢c— 0 son morfismos de €, entonces
ho(gof)=(hog)of.

e [dentidad. Para cada objeto b de € existe un morfismo 1, : b — b tal que para

cualesquiera f:a—byg:b—c,

lyof=f y goly=g.

Para ejemplos de categorias puede revisar [7]. En este trabajo sélo estamos interesados
en la categoria €, de conjuntos finitos cuyo morfismos son funciones biyectivas, la cual

evidentemente satisface la Definicion .11

DEFINICION 4.2. Una especie de estructuras es una regla F : €, — €, que genera para
cada conjunto finito U un conjunto finito F[U] y para cada biyeccién (morfismo de @)
o: U — V, una biyeccién Flo|: F[U] — F[V], tal que,

(1) para todas las biyecciones 0 : U — V y7: V — W,
Flroo] = F[r]o Flo], (4.1)

(2) para la funcién identidad Idy : U — U,
PlIdy) = I, (12)
Un elemento s € F[U] se denomina F-estructura sobre U (o estructura de especie F sobre

U), y la funcién F[o] transporte de las F-estructuras a través de 0. En terminos de categorias

F' es una especie de estructura si es un funtor (covariante) de €, en si mismo.
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Serd usual en esta seccién dar interpretaciones gréficas, como la Figural[d.1] de las distintas

especies con las que trabajaremos.

Figura 4.1. Representacion de FEspecies.

A lo largo de este tema estaremos interesados en el problema (combinatorio) de calcular el
cardinal de los conjuntos F'[U], siendo F' una especie y U un conjunto finito. Por comodidad,
en algunos casos trabajaremos con los conjuntos [n] = {1,2,...,n} (y establecemos [0] = (),
debido a que si card(U) = n entonces card(F[U]) = card(F[[n]]), lo cual es consecuencia
de que F[o] es biyectiva. Para méds comodidad, denotaremos F[n] en vez de F[[n]], y a su

cardinal por F;,. Ahora daremos algunos ejemplos de especies.
EJEMPLO 4.3. Para todo k € N={0,1,2,...}, definimos la especie E) como

{U}, sicardU =k
Ew|U] =

0, otro caso.

A la especie Ey se le llama caracteristica de conjuntos de cardinal k. Los casos parti-

culares k = 0 y k = 1 los denotaremos E) =1y E) = X.

EJEMPLO 4.4. La especie uniforme E, definida simplemente por E[U] = {U}. Entonces,
para cada conjunto finito U existe una tnica F-estructura. Esta especie serd bastante rele-

vante en préximos desarrollos.

EJEMPLO 4.5. La especie G, de grafos simples. En términos de conjuntos, un grafo simple

sobre un conjunto finito U (o una G-estructura) es un conjunto v C ol [U], donde

oPU] = {u C U : card(u) = 2}.
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Llamaremos vértices a los elementos de U y aristas a los elementos de ~y. Usaremos
la interpretacién grafica usual de grafos. Por ejemplo, para el conjunto [6] la Figura

representa una estructura de grafo simple.

Figura 4.2. Ejemplo de un grafo sobre [6]

En este caso, el conjunto v posee como elementos a las aristas:

(1,3}, 12,3}, (3,4}, {4,5}, {4,6}, {5,6).

En adelante, s6lo haremos uso de la interpretacion grafica por ser méas clara y completa.

De la definicién de grafos podemos extraer ejemplos particulares, como los que siguen.

EJEMPLO 4.6. La especie a, de drboles (grafos simples conexos sin ciclos).

Figura 4.3. Ejemplo de un drbol sobre [6]

EJEMPLO 4.7. La especie A, de drboles con raiz (drboles con un elemento distinguido).

Figura 4.4. Ejemplo de un drbol con raiz sobre [6]

En la Figura 4.4, el elemento distinguido es 4, segin la manera estandar de representarlo.
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EJEMPLO 4.8. La especie £ de ordenes lineales. Los ordenes lineales sobre un conjunto
U de cardinal n los podemos identificar con funciones biyectivas L : U — [n], donde el orden

a través de L viene dado por
u<pv<e L(u) < L(v), Yu,v € U.

Para este tipo de estructuras daremos la siguiente interpretacién grafica:

L '

a 1 [ X6
T

b 9 0
— ||

c 3 [ X0}
T

d 4 *d

Figura 4.5. Orden lineal sobre [4].

La Figura [4.5] nos dice que sobre el conjunto U = {a, b, c, d}, aquella funcién L define el

siguiente orden lineal:

d<pa<pb<yec

EJEMPLO 4.9. La especie End de endofunciones. El conjunto de End-estructuras sobre
el conjunto U es End[U] = {¢ | ¢ : U — U}. Las endofunciones poseen interpretaciones

graficas como la siguiente:

0, N
by 0 N
NENPSIG

Figura 4.6. Representacion grdfica de una endofuncion sobre [14].

En este ejemplo, las flechas indican el modo como se comporta la funcién cuando los

nodos estan etiquetados.
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EJjEMPLO 4.10. La especie S de permutaciones. Las S-estructuras sobre un conjunto
finito U vienen dadas por S[U] = {¢ € End[U] : ¢ es biyectiva}. La Figura no repre-
senta una permutacion, pero la podemos modificar para dar el ejemplo apropiado de una

S-estructura.

AN
O . ./ \. \
1.0(; 4\./3 ;/:\_/;

Figura 4.7. Representacion grdfica de una permutacion sobre [10].

La Figura [4.7] representa una permutacién de cinco ciclos.

EJEMPLO 4.11. La especie C de permutaciones ciclicas, la cual se compone de todas las

permutaciones de un ciclo.

o/.\o
4\./3

Figura 4.8. Permutacidn ciclica sobre [4].

Todos estos ejemplos (en particular los gréaficos) nos seran de mucha utilidad para de-
mostrar la féormula de inversion de Lagrange. Veremos que todas estas estructuras poseen

relaciones muy interesantes entre si.

Resolver el problema de los cardinales F;, para algunos de los ejemplos dados resulta bas-
tante sencillo. Por ejemplo, para cualquier n > 2, el conjunto p?/[n] posee (Z) elementos, por
la definicién del combinatorio. Ahora, como cualquier G-estructura de [n] es un subconjunto
de pP/[n], entonces

G, =203)
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Por otro lado, para otras estructuras no es tan sencillo resolver este problema, como

sucede con las especies a y A. Cayley demostr6 en 1889 que para todo n > 1

como sucesivo resultado de otros argumentos combinatorios. En nuestro caso, el problema
de los cardinales A, aparecerda como consecuencia de un problema mas general. Para llegar

a esto, debemos empezar por la siguiente definicion.
DEFINICION 4.12. A cada especie de estructura F' le asociamos la serie formal
[e.@] zn
F(z)=)Y Fa=, (4.3)
n=0
la cual llamaremos serie generatriz exponencial de la especie F.

De esta definicién obtenemos que,

) Ew) =% @BE=Y=¢ @) dx=2+> 207

a6 =S @2 =k 86 = Ly et s (L)

La Definicién nos permite establecer una relacién entre especies.

DEFINICION 4.13. Sean F'y G dos especies de estructura. Una equipotencia de F a G es

una familia de biyecciones o = {ay}, donde para cada conjunto finito U,
ay : F[U] — G[U].

Diremos que las especies F'y G son equipotentes, y escribimos F' = (G. En otras palabras,

F = G siy sélo si ambas especies poseen la misma serie generatriz.

El concepto de equipotencia es util cuando sélo interesa contar la cantidad de estructuras
a partir de una especie que, en esencia, es mas sencilla. En otros casos que no es de nuestro
total interés, resulta poco adecuado. Por ejemplo, las especies £ y S son equipotentes, pero
en los ejemplos podemos ver que en realidad no se trata de estructuras con caracteristicas
similares. Sin embargo, podemos establecer condiciones sobre la familia o de biyecciones

para obtener un tipo de igualdad més preciso.
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DEFINICION 4.14. Sean F'y G dos especies de estructuras. Una familia de biyecciones a
es un isomorfismo de F a G si para todo conjunto finito U las biyecciones «y; : F[U] — G[U]
satisfacen la condicion de naturalidad: Para cualquier biyeccion o : U — V el siguiente

diagrama conmuta:

Flo] Glo]

FIV] —— G[V]

ay

En tal caso, diremos que las especies 'y GG son isomorfas y denotamos F ~ G.

La condicién de isomorfismo sobre la familia o garantiza la equipotencia de las especies F
y GG. Si bien esta definicién es beneficiosa para resolver otro tipo de problemas combinatorios
como podrd leer en [1I], nosotros la usaremos solamente para generar nuevas estructuras a
partir de las operaciones que definiremos a continuacion.

Como motivacion para la primera operacion, comparemos las series generatrices de las

especies I 'y I, Es evidente la siguiente igualdad

E(z) =Y Egl2).

Quisiéramos que esta relacién se mantuviera para una operacion entre las especies Ey).
El hecho de que para cada [n] la familia { £ [n]}ren se componga casi en su totalidad por

conjuntos vacios ayuda para establecer la siguiente definicion:

DEFINICION 4.15. Una familia { F}};cy de especies de estructuras se dice sumable si para
cualquier conjunto finito U, F;[U] = (), excepto para una cantidad finita de indices i. La

suma de una familia sumable {F};cn es la especie ). F; definida por la igualdad

(Z F) U= E[U] = JFEU] x {i}, (4.4)

1eN i€EN 1€EN

y cuyos transportes vienen dados por

(Z F) 0)(5.5) = (Fy[o](s).J). (4.5)

1€N

donde 0 : U — V es una biyeccién y s € F;[U].
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La suma de los E( es compatible con esta definicién, y usando la ecuacién (4.5)) podemos
concluir que

E~Y Ey.

keN
Para la suma de un par de especies F' y G, sera usual la interpretaciéon gréfica

F+G F G

Figura 4.9. Suma de Especies.

La suma de especies satisface, via isomorfismo, igualdades usuales tales como conmuta-
tividad y asociatividad. Si declaramos la especie 0[U] = (), para cualquier conjunto finito
U, tenemos entonces un elemento neutro con respecto a la suma. Ademas, la suma de una
especie F' consigo mismo n veces la denotamos por nF'. Un resultado que nos sera relevante
en su debido momento es que si tenemos una especie F' cualquiera, y {Fj }ren la familia de
cardinales de la especie F', entonces

F=Y" FFEu. (4.6)

keN

Para el producto, tomemos otro ejemplo como motivacion. En la Figura note que

podemos separar los puntos fijos de los ciclos de la siguiente manera:

(IS
O g./ \o \
1.02 4\./3 ;/:\/5

Dicho de otro modo, hemos realizado una particién que separa los puntos fijos de los

puntos no fijos. Al tipo de permutaciones que no dejan puntos fijos llamémoslos desarreglos.
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Podemos definir incluso la especie Des de desarreglos. El propdsito ahora es definir una
operacion (-) tal que

S ~ F - Des,

para cualquier particiéon que consideremos. De esta manera surge la siguiente definicion:

DEFINICION 4.16. Sean F' y G dos especies de estructuras. La especie F - G, llamada
producto de F'y G, se define como sigue: Una (F - G)-estructura sobre un conjunto U es un

par ordenado s = (f, g), donde

(1) f es una F-estructura sobre un subconjunto U; C U;
(2) g es una G-estructura sobre un subconjunto Uy C U;

(3) (U1, Us) es una particién de U, es decir, Uy UUy = U y U N Uy = 0.
En otras palabras, para cualquier conjunto U, tenemos
(F-G)U]= ) FlU)] x G[Uh], (4.7)
(U1,U2)
con la suma disjunta definida sobre todas las particiones (Uy,Us) de U. El transporte a

través de una biyeccién o : U — V esta definida por

(F'- G)lo](s) = (Flou](f), Glo2](9)), (4.8)
donde s = (f, g), y 0; es la restriccién de la biyeccién o sobre el subconjunto Uy, con i = 1, 2.

Esta definicién se puede generalizar para el producto de k especies, pero en este caso
debemos considerar una k-particién de U, (Uy,...,Ug). El producto de especies tiene la

interpretacion gréfica:

Figura 4.10. Producto de Especies.
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Esta definicién nos permite formalizar el hecho de que la igualdad (via isomorfismo)
S ~ FE - Des, en efecto se da. Teniendo esto en cuenta, podriamos preguntarnos qué sucede
con la serie generatriz exponencial de un producto, por lo que plantearemos la siguiente

proposicion.
PROPOSICION 4.17. Se tiene que
(F-G)(z) = F(2)G(2) (producto de Cauchy)
con F y G especies de estructuras cualesquiera.

DEMOSTRACION. Sea el conjunto U de cardinal n, y denotemos por (Uy, Us) a las parti-
ciones de U. Por definicién de producto
(F-G), = Z card(F'[Uy]) card(G[Us))
(U17U2)
Llamando, i = card(U;) y j = card(Us), y usando la propiedad de los cardinales que
vimos al comienzo de esta seccién, podemos reescribir la suma anterior como
.- Y (0)re
= 1
1+j=n
siendo este justamente el término que obtenemos al realizar el producto de Cauchy (3.1)) con

las series F'(z) y G(z). =

Como consecuencia de este resultado obtenemos que

Des(z) = T
-z

lo que nos muestra lo practico que puede resultar trabajar problemas combinatorios a partir
de teoria de series formales.

Siguiendo un orden similar al del capitulo anterior, corresponde ahora hablar de la susti-
tucién de especies. Una vez mas, a modo de motivacién, definamos la especie V' de los ver-
tebrados. Un vertebrado es un arbol v donde se ha distinguido un par ordenado de vértices,
digamos (z,y). Llamaremos columna vertebral al tinico camino a través de v que va de la
“cabeza” x a la “cola” y, y a los vértices que estan en la columna vertebral los llamaremos
vértebras. Definamos sobre las vértebras la funcion posicion «, que nos dara la informacién

de la posicién con respecto a la cabeza, por ejemplo, a(z) = 1y a(y) = #{vértebras}. Note
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que la funcién posicién establece un orden sobre las vértebras. Para visualizar este tipo de

estructura observe la Figura [£.11]

S

Figura 4.11. Representacion grdfica de un vertebrado.

Debido a que la funciéon posiciéon a establece un orden sobre las vértebras, en la Figura
podemos prescindir de las aristas que van de z a y (la columna vertebral en otras

palabras) y considerar como equivalente a

RO

Esto es posible para cualquier vertebrado que consideremos. Nos gustaria ahora estable-

~

/

cer una operacion (o) entre las especies £, (érdenes lineales no vacios) y A tal que
Y~ £+ o A.

Por el ejemplo dado, esta operacion parece depender de una particion del conjunto base
que tomemos. Note que el hecho de que Ay = 0 es de mucha ayuda pues para cualquier
conjunto U que consideremos basta con tomar los subconjuntos distintos de vacio para definir
la particién, y asi no caer en posibles problemas en el conteo de los cardinales deseados, lo que
sugiere que al momento de definir la operacion F' o G, para dos especies F'y GG cualesquiera,
se debe pedir la condicion extra de que Gy = 0. Recordemos que al introducir la operacién

composicion en el capitulo anterior se exigia una condicién andloga a esta.
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DEFINICION 4.18. Sean F'y G dos especies de estructuras, tal que G[0] = (). La especie
F o G (también denotada F'(G)), llamada la composicion de F' y G, se define como sigue:

Una F o G-estructura sobre U es una terna s = (m, ¢,7), donde

(1) 7 es una particién sin conjuntos vacios de U, y denotamos w - U,
2 es una F-estructura sobre el conjunto de clases ;
2

(3) v = (7p)per, donde para cada clase p de 7, 7, es una G-estructura sobre p.

En otras palabras,

(F o G)[0] = F[0]
(FoG)U] =Y Flr] x [[Glp, ¥n > 1. (4.9)

El transporte a través de una biyecciéon o : U — V estd definido, para cada (F o G)-

estructura s = (7, ¢, (Vp)per), COMO

(F o G)o](s) = (7.9, (vp)per), (4.10)
donde

(1) 7 es la particién de V obtenida a través de la biyeccién o;

(2) para cada p = o(p) € 7, la estructura 75 se obtiene de la estructura 7, al G-
transportar a través de la biyeccién ol,;

(3) la estructura @ se obtiene de la estructura ¢ al F-transportar a través de la biyeccién

o inducida en 7w por o.

La composicion tiene la interpretacion grafica:

Figura 4.12. Composicion de Especies.
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La propiedad de la serie generatriz exponencial de la composiciéon se comporta de la

manera esperada.

PROPOSICION 4.19. Se tiene
(FoG)(z) = F(G(2))
para especies F' y G cualesquiera, con Gy = 0.

DEMOSTRACION. Sea un conjunto U con cardinal n > 1, entonces

(FoG), anrd [7]) x Hcard(G

U peET

Si 7 y me son dos particiones de U tales que card m; = card w9, sabemos que se satisface
card(F[m]) = card(F|[ms]). Podemos reescribir la igualdad anterior dependiendo de los
cardinales de las particiones 7 - U, que varian de 1 hasta n. Ademads, para cada particiéon 7

con k clases, digamos py, ..., px, se tiene que:

k
Z cardp; = n.
i=1

Denotando n; = card p;, podemos reescribir la ecuacién inicial como sigue
n
R D D R
ni+-+nEg=n
que es justamente el término n-ésimo de la composicién F'(G(z)) definida en (3.3). Para el

conjunto [0] es directo. =

De esta proposicién obtenemos que

V() = L4 (Az) = —2)

1—Az)

Ahora definiremos la derivada de una especie. A diferencia de las operaciones anteriores,
lo haremos de manera constructiva. Es decir, estamos interesados en hallar una especie tal
que su serie generatriz exponencial satisfaga G(z) = F'(z). La pregunta es, ;de qué manera
debemos alterar a la especie F' para obtener otra tal que su serie generatriz sea F’(z)? La
respuesta, de hecho, la obtenemos de la ecuacién de G(z), pues a partir de ahi podemos ver

que los cardinales de la especie GG satisfacen

Gn = I'p+1, Vn € N.
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Por lo tanto, el nimero de G-estructuras sobre un conjunto U es igual al nimero de

F-estructuras sobre el conjunto U al cual le ha sido agregado un “nuevo” elemento.

DEFINICION 4.20. Sea F una especie de estructuras. La especie F’, llamada la derivada
de F, se define como sigue: una F’-estructura sobre U es una F-estructura sobre U W {x}.
El transporte a través de una biyecciéon o : U — V es simplemente asignar para cada F'-
estructura s sobre U, F'[o|(s) = Flo*](s), donde 0T : UW {x} — V W {*} es la extensién
canonica de o:

o(x), sizelU

ot (x) =
*, sl x = *.
La interpretacion grafica de la derivada es:
( 7 ( 7
F’ F
o — @
. J . J

Figura 4.13. Derivada de Especies.

Para ilustrar atin mas esta definicién considere la Figura [4.14]

hES N I .

( BER )

. 8 e 0
1 1

Figura 4.14. Derivada de las permutaciones ciclicas sobre [5].

Entonces,

como era de esperar.
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Veremos ahora que las propiedades comunes de la derivada se satisfacen a partir de las

interpretaciones graficas.

PROPOSICION 4.21. Para especies F' y G cualesquiera se tiene
1. ( F+G)=F+G
2. (F-GY=F-G+F-G&
3. (FoG) =(F'oQ) -G, siGy=0.

DEMOSTRACION.
1. ,
(F+ @) F+@G
N
e
F G
= (6]
N\
e
F G’
= (0]
N\
2. (F-G) F-G

F -G F.-G
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(FoG) FoG

E=

Para finalizar esta parte de conceptos, hablaremos de otro tipo de operacién (o aplicacién)

que nos sera indispensable, la cual ya aparecié en el capitulo anterior y que hemos llamado
apuntamiento. Recordemos que el apuntamiento es una aplicacion que asigna a cada serie de
potencia F'(z) la serie F'*(z) = zF"(z), entonces si F'(z) es una serie generatriz exponencial,

la especie F'* es aquella con coeficientes Fy = nF,.

DEFINICION 4.22. Sea F una especie de estructuras. La especie F'*, llamada apun-
tamiento de F, se define como sigue: Una F*-estructura sobre U es un par s = (u,r),
donde

(1) u € U (elemento distinguido),
(2) r es una F-estructura sobre U.

El par (u,r) es llamado F-estructura apuntada de U. En otras palabras, para cualquier
conjunto U, F*[U] = U x F[U]. El tranporte a través de una biyeccién o : U — V es
simplemente asignar F*[o](s) = (o(k), Flo|(r)), para cualquier F*-estructura s = (k,r)

sobre U.

La identidad
F*~X.F

viene justificada por la Figura 4.15
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F* F

Figura 4.15. Representacion grdfica del apuntamiento.

El ejemplo mas claro del apuntamiento lo puede observar comparando las Figuras y

[4.4] donde obtenemos que a® ~ A. De manera similar, tenemos que A®* ~ V.

PROPOSICION 4.23. Para especies F' y G cualesquiera se tiene
1. (F-G)*=F*-G+F-G".
2. (FoG)*=(FoG)-G".

DEMOSTRACION. Similar al de la Proposicion [4.21]

2. Arboles R-enriquecidos.

El propdsito de esta seccién es la deduccién (combinatoria) de la ecuacién (P2)) y la
demostracién de (FIL) y (FIG|) para series generatrices exponenciales. Serdn de sumo interés

las siguientes especies:

DEFINICION 4.24. Para un conjunto finito V' # (), y una especie de estructuras R, defini-
mos RV como la especie cuyas estructuras son funciones con codominio V', donde cada fibra
estd dotada de una R-estructura. En otras palabras, una RY-estructura sobre un conjunto
U, es un par de la forma (f, {Vm}mev), donde

() f:U—=V;
(2) Ym € R[f1(m)], para cada m € V.

Si card V' = k, entonces una funcién f : U — V define una k-particién sobre U de la

forma (Uy,...,Uy), por lo que la siguiente igualdad (via isomorfismo), en efecto es valida:

RV ~ RF. (4.11)



2. ARBOLES R-ENRIQUECIDOS. 50

DEFINICION 4.25. Una estructura de especie Endp (es decir, una endofuncién R-enriquecida)
sobre un conjunto U estd compuesto de los siguientes datos:
(1) una endofuncién cualquiera f : U — U;

(2) una R-estructura sobre cada fibra de la endofuncién f.

d N
M Q/
[ P4 N
G TN
1 /
ST QIR
o ! § N
¥ v % ,/ , .
‘o) / N . ! X
(® S ’ )
v @ .‘\—’//.
/ //' k\
[ ]
© ® @
N J

Figura 4.16. Endofuncion R-enriquecida.

DEFINICION 4.26. Un 4rbol con raiz R—enriquecido sobre un conjunto U estd compuesto

de los siguientes datos:

(1) una estructura de arbol con raiz arbitrario sobre U, denotado por «;

(2) una R-estructura sobre la fibra de cada vértice u € U en a.

Aqui la fibra de un vértice u se refiere al conjunto (posiblemente vacio) a~!(u) de pre-

decesores inmediatos de u, cuando todas las aristas estan orientadas hacia la raiz.

En la Figura tenemos que

a_1(4) = {37 5, 6}7

a_1(3) = {17 2}’

Figura 4.17. Arbol con raiz R-enriquecido.
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Denotamos a la especie de arboles con raiz R-enriquecidos como Apg. A los vértices con
fibra vacio los llamaremos hojas. En la Figura las hojas son los vértices 1,2,5 y 6.
Note que en las fibras de estos vértices también establecemos una R-estructura. Por lo que
haremos la suposicién Ry # 0, ya que de lo contrario obtendremos la solucién trivial Az = 0.
Teniendo en cuenta todas las operaciones vistas en la seccion anterior, note que la estructura

de la Figura [4.17] es igual a

De donde obtenemos la ecuacién implicita
Ar ~ X - R(Ag). (4.12)
Para el caso particular, R = F, se tiene, Ag ~ Ay
A~ X -E(A), (4.13)

siendo esta tltima ecuacion la que estudiaremos para resolver el famoso problema de Cayley.
Aplicando las propiedades de series generatrices exponenciales a la ecuacion (4.12)) obtenemos

una ecuacion con caracteristicas similares a ((3.4)).
Ar(2) =z - R(Ag(2)). (4.14)

Ya hemos visto que resolver el problema de los cardinales F), para una especie F'
cualquiera, se reduce a hallar su serie generatriz. Lo propio haremos con la especie Ag,
y el método a utilizar para resolver la ecuacion (4.14]) serd, como puede imaginar, mediante

la férmula de inversion de Lagrange.

TEOREMA 4.27 (FIL para series generatrices exponenciales). Sea R una especie tal que
Ry # 0, y Ag la especie de drboles con raiz R-enriquecidos. Llamando A(z) = Ag(z),

tenemos que
A, =R, (4.15)

para todo n > 1.
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La demostracion de este teorema depende de ciertos isomorfismos y equipotencias que

mostraremos a continuacion.

LEMA 4.28. Para una especie R tal que Ry # 0, se tiene la identidad

Endg ~ SoQ, (4.16)

donde Q@ = X - (R o Ag).

DEMOSTRACION. La especie () tiene la interpretacién grafica

lo que demuestra la ecuacion (4.16)). ]

Recordando que & = L se tiene que Endr = L o ). En la seccién anterior vimos una
relacion entre la especie V de vertebrados y la especie A de arboles con raiz. El siguiente

lema da un resultado mas general.

LEMA 4.29. Para una especie R tal que Ry # 0, se tiene la identidad
.A.R ~ (ﬁ o Q) : .AR, (417)

donde @) es como en el Lemal[{.28
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DEMOSTRACION. Se tiene a partir del siguiente grafico y de la Definicién [4.26] que

( 7

A, ‘e

~

Ar
Q) (g RN

(,CoQ ‘o0
A ) )
)| = )
X ? X
NN

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.27] Por los Lemas y se tiene:

;2 ~ (ﬁOQ) '.AR = EndR '.AR.

Definamos la especie auxiliar ¥ = Wg de la siguiente manera: una W-estructura sobre un

conjunto U de cardinal n se compone de
(1) un elemento u € U;
(2) una funcién R-enriquecida cualquiera ¢ : U \ {u} — U.

Como hay n maneras de escoger el elemento u, y la funcién v es cualquier estructura de

RU[U \ {u}], entonces
Y =nR,_, (4.18)

por la identidad (4.11). La interpretacién grafica de una W-estructura es

4 0
(o OO
(: 4 N \N /
~o // N V%
< e e
U © T
A % J . X
TN o
. .
e ® @ e
(o oo Se
& @ .
- J

de donde ¥ ~ Endpg - Ag. De esta manera obtenemos la equipotencia

A% =T (4.19)
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Llamemos A,, a los cardinales de Apg; de la seccién anterior tenemos que AP = nA,, y

asi, por la igualdad (4.18)):
7’L.An - nRg_l,

de donde obtenemos el resultado, ya que n > 1 por la definicién de arbol R-enriquecido.
[ |

Hemos considerado al Teorema como la versiéon combinatoria de (FIL|) ya que a

partir de este resultado es facil ver que

2"AGz) = ~[" Y R(2).

n

Este teorema funciona para resolver cualquier problema de la forma

f(2) = zR(f(2)), (3-4)

siendo R una serie generatriz exponencial con coeficiente independiente no nulo. La de-
duccion realizada para obtener la identidad garantiza este hecho, pues siempre po-
dremos encontrar una especie R cuya serie generatriz sea R(z). Es decir, podemos variar los
coeficientes de R(z) sobre el conjunto N y siempre hallar una solucién de ((3.4]).

Note ademas que la ecuacién (4.15) nos dice que los cardinales A, se escriben como
producto y suma de los n primeros cardinales de la especie R. En otras palabras, podemos

observar a los coeficientes A,, como polinomios que dependen de las variables Ry, Ry, ..., R,.

TEOREMA 4.30 (Principio de extensién de identidades algebraicas). Sea D un dominio
integral. Dado un polinomio P(x1,...,xy) € D[z1,...,x,], denotamos por grad; P el grado
de P con respecto a la variable x;, i = 1,...,m. Sean P(xq,...,2y) y Q(x1,...,2y) dos
polinomios tales que toman los mismos valores en cada punto (si,...,Sy) de un conjunto
S C D™ que satisface la siguientes propiedades: Para cada i = 1,...,m, existe S; C D tal
que:

L [TZ, S C8S.
2. card S; > max(grad; P, grad, Q), Vi =1,...,m.

Entonces, los polinomios P y Q) son idénticos.

Debido a este teorema, tomando D = C y S = N, y considerando los “polinomios”

A, (Ry, ..., R,), obtenemos que las ecuaciones ([FIL)) demostradas en este capitulo, en efecto



2. ARBOLES R-ENRIQUECIDOS. 55

se satisfacen para cualquier serie con coeficientes en C. Para la deduccién de la ecuacién
general (FIG|) usaremos las especies del Ejemplo y luego extenderemos por linealidad.
El propdsito ahora es determinar que para cualquier especie ' = E(;) y una arborescencia

R-enriquecida como antes, se tiene que
(B © A)n = (Egy - B")n-1. (4.20)

Primero analicemos la especie E(;)0.A. Recordemos que la especie E(y) sélo genera estruc-
turas sobre conjuntos de cardinal k, por lo que en la composicién anterior sélo tomaremos
en cuenta a las k-particiones sobre cada conjunto U. En otras palabras, la ecuacién (4.20))

se reduce a demostrar el siguiente teorema

TEOREMA 4.31 (FIG para series generatrices exponenciales). Sea R una especie tal que
Ry # 0, y Ag la especie de drboles con raiz R-enriquecidos. Llamando A(z) = Ag(z)

tenemos que si k € N

Ab = (Ejjy - R )n1, (4.21)

n

para todo n > 1.

DEMOSTRACION. La demostracién de este teorema se basa, de hecho, en un razonamiento
similar al de la demotracién del Teorema [4.27, Trabajaremos solamente con el caso k > 1,
ya que para k = 0 es directo. Definamos la especie auxiliar ¥* = ¥% de la siguiente manera:

una U¥-estructura sobre un conjunto U se compone de

(1) un subconjunto cualquiera A C U de cardinal k;
(2) un elemento x € A;
(3) una funcién R-enriquecida cualquiera ¢ : U\ A — U.
Note que esta especie generaliza a la especie ¥ de la demostracion del Teorema en

el sentido que ¥! ~ . De manera andloga, podemos demostrar que (A%)® = ¥* de donde,

si cardU = n > k, entonces
(A7) = nAj = W,

Por otro lado, por la definicién de ¥, se tiene que para dicho conjunto U hay la siguiente

cantidad de estructuras,
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Entonces, de esta igualdad y de la equipotencia obtenemos que

n—1 n n n
A= (32 )) B = By R0t = (Bl B,

quedando demostrado el teorema. -

Aprovechando la equipotencia (4.6)) y el hecho de que los operadores [2"] y el operador
diferencial D son lineales, obtenemos que el Teorema |4.31|se satisface para cualquier especie

F', es decir, en efecto es valida la ecuacion
(Fod)p=(F'R"), 1

Para finalizar, por el teorema de extension de indentidades algebraicas, podemos asegurar

que la ecuacién (FIG]) se satisface para cualquier serie de potencia F'(z) en el espacio C|z].



CAPITULO 5

Otras demostraciones y resultados.

Ya hemos dado las demostraciones de la férmula de inversion de Lagrange que requerian
de un desarrollo tedrico mas amplio. El propdsito de este capitulo es mostrar otras particu-
laridades de FIL, asi como otros ambitos y problemas interesantes donde aparece la formula
. Debido a lo practico y sencillo que resulté trabajar con los funcionales de coeficientes,
usaremos exclusivamente la notacién propuesta en el Capitulo 3 en cada una de las préximas

secclones.

1. Otra demostracién analitica.

En el Capitulo 2 dimos una demostracién analitica de la formula , la cual dependia
totalmente de la férmula integral de Cauchy (Teorema . Asimismo, en el Capitulo 3,
dimos otra demostracion que resulto ser consecuencia de la definicion de residuo y sus im-
plicaciones, pero establecimos una condicién de orden para poder resolver el problema (P2]).
En esta seccion daremos una demostracion completamente similar a la del residuo pero cam-
biaremos la condiciéon de inversion, que tendra que ver mas con caracteristicas geométricas
que posee una funcion holomorfa.

Para seguir con el mismo orden de los Capitulos 2 y 3, trabajaremos con funciones de
variable compleja que admiten series de Laurent centradas en el polo z = 0. Las condiciones
bajo las cuales una funcién posee una representacion de esta forma se ven en cualquier curso

bésico de Variable Compleja, y viene establecido por el siguiente teorema:

TEOREMA 5.1 (Teorema de Laurent). Sean Cy y Cy dos circulos centrados en z = 0, con
respectivos radios r1 y ra, donde ro < 11 (Figura . Si f es una funcion holomorfa sobre
C1, Cy y el dominio encerrado entre ambas curvas, entonces para cada punto z en dicho

dominio, f(z) estd representada por la expansion:

o0 o0 bn
F(z) =) an"+ — (5.1)
n=0 n=1

57
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donde,

1 ()
L= | 2y —0,1,2,...),
¢ 211 Jo, 8™ ° (n )

1
by = — () s (n=1,2,..),

211 Cs Sin+1

y cada integral de linea se considera contrareloy.

Y

el Bl

-
juP
N A

el

Figura 5.1. Dibujo para el Teorema de Laurent.

La demostracion se ve por igual en Variable Compleja, pero para mayor referencia puede
revisar [4]. Como consecuencia directa de este teorema, es facil ver que si f(z) es una funcién
holomorfa dentro y sobre el contorno C; entonces b, = 0 para todo n > 1, y asi obtenemos
la serie de Taylor (o de Maclaurin en nuestro caso particular) de f(z). Més alld de esto, las
ecuaciones de los coeficientes a,, y b, no nos son completamente indispensables, sin embargo,
ambas expresiones nos dicen que la demostraciéon de Cauchy del Capitulo 2 y la de residuos
del Capitulo 3 son esencialmente las mismas, salvo los argumentos usados para garantizar la
existencia de la solucion del problema . De igual manera, en esta seccion estableceremos
la condiciéon con la cual el problema tendra solucién, y ésta depende fuertemente de la

siguiente caracterizacién geométrica:

DEFINICION 5.2. Una funcién compleja que preserva la magnitud y sentido del dngulo
entre los vectores tangentes de dos curvas suaves cualesquiera en un punto comun se dice

conforme en ese punto.

Para visualizar mejor esta definicién vea la Figura [5.2]
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\% ~a S f(Cy)

7L~,

Figura 5.2. FEjemplo de una funcion conforme.

Las funciones conformes poseen una gran cantidad de propiedades ttiles e interesantes,
entre las que destacaremos (por ser las mds concernientes para nuestros propdsitos) las

siguientes:

TEOREMA 5.3. En cada punto z donde una funcion f es analitica y f'(2) # 0 la funcion

y = f(2) es conforme.

TEOREMA 5.4. Si una funcion y = f(z) es conforme en un punto zo, la funcion f posee

una inversa local analitica en yo = f(zo).

Recordando el operador residuo, de manera similar al Capitulo 3, tenemos la siguiente

propiedad:

LEMA 5.5. Sea H(z) una funcién de variable compleja que admite serie de Laurent. Para
cualquier funcion analitica h(z) tal que h(0) =0 y h'(0) # 0, se tiene
Res[H (h(z2))h'(2)] = Res[H(z)].

La demostracién es anédloga a la del Teorema [3.12]

TEOREMA 5.6 (2* versién analitica de FIG). Sea y = ¢(z) una funcion de variable
compleja, tal que es analitica en un entorno de z = 0, g(0) =0 y ¢’(0) # 0. Entonces g(z)
posee una inversa G(y) analitica en un entorno de y = 0. Ademds, para cualquier funcion

F(2) analitica en z = 0 se tiene que la funcion F(G(y)) posee serie de Taylor:

F(G(y)) = F(0) + Y eay",



1. OTRA DEMOSTRACION ANALITICA. 60

donde los coeficientes ¢, se obtienen a partir de la ecuacion:

o = %[z”_l]F/(z)M”(z). (FIG)

DEMOSTRACION. Dado que la funcién y = g(z) es analitica alrededor de z = 0, y
¢'(0) # 0, por el Teorema 5.3 tenemos que la funcién g(z) es conforme, y por el Teorema
5.4, g(z) posee inversa G(y) = g(y), en un entorno de y = 0. Escribiendo, g(z) = ze(z),

donde e(z) es una serie de Taylor de orden 0, sabemos ya que hallar G(y) es lo mismo que

resolver

donde M(z) = e !(z). Tenemos que G(0) = 0 ya que g(0) = 0. De esta manera, para
cualquier F'(z) analitica en z = 0 tenemos que (F o G)(y), también es analitica en y = 0y
por lo tanto, F'(z) admite una serie de Taylor en la variable y cuando z = G(y).

Supongamos que F'(z) posee la siguiente representacion en potencias de y:

F(z) =F(0)+ ) cny,
n=1
entonces
F/ — - n—l_‘
(2) ; ey
Sea N(y) = >_>7  ne,y™ . Por el Lema , parar =1,2,3,...

Res {M} — Res {?} — Res [N ) @} — Res {N;Z)] — re,.

2" y" odz

Pero por las propiedades de los funcionales de coeficientes:

F'(2)M(2)

ZT‘

Res | | =t ame

y asi
re, = [ (F - M7)(2).
Finalmente,

& = [NF M),

que es lo que desedbamos obtener.
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En esta demostracién, todas las igualdades que involucran a la serie G(y) se cumplen
sobre el entorno de y = 0 que el Teorema [5.4] garantiza que existe. La pregunta natural
seria cémo conocer dicho entorno. Una vez obtenida la serie G(y) podemos hacer uso de los
criterios aprendidos en las materias basicas de calculo para hallar su radio de convergencia.

En el Capitulo 6 daremos algunos ejemplos relacionados con este aspecto.

2. Algoritmo para FIL.

En esta secciéon daremos un método iterativo para hallar los coeficientes de la serie (FILJ),
usando como herramienta fundamental el teorema del punto fijo de Banach. Para ello nece-

sitamos recordar una definiciéon de Anélisis Funcional.

DEFINICION 5.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Una aplicacién T': X — X (no nece-

sariamente lineal) es llamada contraccion si existe un escalar A > 0 tal que

d(T(y1)7T(y2)) S /\d(thUQ)a Vy17y2 S X.

Sera usual llamar a T', A-contraccion, para especificar que A es la constante de contraccion.

TEOREMA 5.8 (Punto fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico completo y T :
X — X wuna A-contraccion, con 0 < A\ < 1. Entonces, T tiene un unico punto fijo. Mds
atun, para cualquier xy € X, la sucesion {x, }nen, definida recursivamente por x,v1 = T(x,,),

converge al punto fijo de T'.

Puede hallar una demostracién de este teorema en [9]. El espacio vectorial sobre el
que trabajaremos serd X = C|[z], definido en el Capitulo 3. Debemos establecer ahora una

métrica apropiada sobre este espacio para aplicar el Teorema [5.8]

TEOREMA 5.9. La aplicacion d : C[z] x C[z] — R, definida por

d(f(2),9(2)) = ﬁ

es una métrica sobre el espacio C[z], entendiéndose que 2%0 = 0.

DEMOSTRACION. Sélo probaremos la desigualdad triangular, ya que las deméds propiedades
se satisfacen directamente de la definicién de la aplicacién d y de la definicion de orden. Sean

f(2), g(z) y h(z) series de potencias cualesquiera. Veamos que

d(f(2), h(z)) < d(f(2),9(2)) + d(g(2), h(2))-
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Tenemos que ord(F' + G) > min{ord F, ord G}, para cualesquiera series de potencia F'(z)
y G(z), entonces

ord(f — h) > min{ord f — g,ordg — h} = m.

Llamando M = max{ord f — g,ord g — h}, obtenemos que

1ot _ 1 1
Sord(fh) = om = om T gar

lo que demuestra lo deseado.

Con esta métrica, (C[z], d) es un espacio completo. Este resultado es basicamente conse-

cuencia de la siguiente proposicion:

PROPOSICION 5.10. Denotemos Tj,(F) como el polinomio de Taylor de orden k de una

serie F'(z). Tenemos que,

1
W96 < gy & Tl =Tilo)
para dos series de potencia f(z) y g(z) cualesquiera.

Consideremos el espacio zC|z] de todas las series con término independiente nulo, y la

aplicacién T : 2C[z] — zC|z] definida por:

T(y) = zM(y),

siendo M (z) una serie de potencias tal que ord M = 0.
Esta aplicacién es %—contractiva ya que
d(T T = L = ! <
(T(2), T(Y2)) = oz —3i) = Gord(itn M =

d(yh 92)'

| —

El dominio zC|z] es la bola cerrada en (C[z],d), cuyo centro es f = 0 y el radio es 3.
Consecuentemente, nuestro dominio es también un espacio métrico completo con respecto
a la métrica relativa. Ademads, si definimos la serie g(z) = ze(z), donde e(z) = M~1(2),
entonces el tnico punto fijo de la aplicacién T es la serie G(z) = g(z). Note que estamos
bajo las condiciones del Teorema 5.8, Supongamos que los coeficientes de la serie M (z) son
M, con n € N. Comencemos el proceso de iteracién en fy(z) = 0. Entonces, fi(z) = Myz.

Como T tiene coeficiente de contracciéon %, entonces

d(G(2), f1(2)) = d(T(G(2)),T(0)) <
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Por la Proposicién [5.10] obtenemos que
TI(G> = M()Z.
Repetimos el proceso; fo(z) = T(f1(2)) = 2M (Myz) = Moz + MgM,z* + - --. Como

UG, f1(2)) < o5,

N | —

d(G(2), f2(2)) <

obtenemos que

TQ(G) = M()Z + M0M122.
De manera similar, para n = 3:
T3(G) = T3(f3) = Moz + MM, 2* + (MoM3 + M3 Ms)z>.

En general, si queremos obtener los coeficientes de G(z) hasta el grado m, basta conocer

su polinomio de Taylor de orden m que obtenemos a partir del algoritmo:

m veces

Ya que conocemos un algoritmo para hallar estos polinomios, si 1 < n < m, entonces

211G(=) =~ [ M"(2) = [T (G(2)) 5.2

Por ultimo, daremos un ejemplo sencillo para ilustrar el proceso iterativo: sea M(z) =
z 4+ 1y la aplicacién T'(y) = zM (y). Entonces el polinomio de Taylor de orden 5 del punto
fijo de T lo obtenemos de la siguiente manera:
T(0) = z,
T(T(0)) = 2(z + 1) = 2° + z,
T(T(T(0) = 2(2* + 2+ 1) = 2* + 2> + z,
T(T(T(T(0))) = 2(z* + 22 + 2+ 1) = 2" + 2 + 22 + 2,

T(T(T(T(TON) =2(* + 22+ 22+ 24+ 1) =2 + 22+ 22+ 22 + 2.
El polinomio de Taylor de orden 5 del punto fijo G(z) es:

T5(G) = 2" + 24+ 22+ 22 + 2.
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De hecho, G(z) es la serie geométrica sin término independiente:

lo cual podemos verificar por induccion.

3. Arreglos de Riordan.

Shapiro introdujo el concepto de arreglos de Riordan en 1991, con el proposito de definir
una clase de arreglos (o matrices) triangulares inferiores de orden infinito que tuviesen
propiedades similares a las del triangulo de Pascal. Por los momentos, sélo nos centraremos
en definir estos objetos y no tardaremos en encontrar la estrecha relacién que existe con la
Férmula de Inversién de Lagrange. A lo largo del trabajo hemos usado la variable z como
el argumento de las funciones holomorfas, o como el indefinido de las series formales, sin
embargo, para adecuarnos con el formato usual de la literatura de los arreglos de Riordan
usaremos en esta seccién el término t (y en algunos casos y 6 w), y trabajaremos con series

formales sobre C[t].

DEFINICION 5.11. Sean d(t) y h(t) dos series formales en C[t]. Un arreglo de Riordan es

una matriz (dn,k),, ren, cuyas entradas estan definidas por:
1 = [t"]d(t) (th(t))". (5.3)

Denotaremos este arreglo por (d(t),h(t)). Si ordd # 0y ordh # 0, llamaremos a
(d(t), h(t)) un arreglo de Riordan propio.

Frecuentemente usaremos la notacién (d(t), h(t)), pero cada arreglo matricial (dnx),, ven
también podemos identificarlos con la funcién generatriz bivariada

d(t)

T 1—wth(t)’ (5.4)

d(t,w)

puesto que para cada n,k € N, d,,x = [t"][w*]d(t, w).

Es facil verificar que los arreglos de Riordan cumplen con las caracteristicas que nom-
bramos al comienzo de esta seccion; en efecto se trata de matrices triangulares inferiores. La
propiedad algebraica més importante de los arreglos de Riordan yace en el hecho de que es

cerrado con respecto al producto usual de matrices:
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PROPOSICION 5.12. El producto usual fila por columna de dos arreglos de Riordan es un

arreglo de Riordan.

DEMOSTRACION. Sean (d(t), h(t)) = (dnk)ppen ¥ (f(1),0(t)) = (fak)pren dos arreglos

de Riordan. La entrada n, k del producto de ambos arreglos es:

o
> dnifin-
=0

Note que estas entradas estan bien definidas pues se tratan de sumas finitas. De la

Definicion obtenemos que:

> dogfin =Y [t R [ f () (yb(y))*
= [t"]d(t) > (1] £ (W) (wb(y)*) (th(t))’

= [t"]d(t) f (th(£)) (th(t)b(th(t)))".

Es decir, la matriz producto tiene representacién (d(t) f(th(t)), h(t)b(th(t))), lo que con-

cluye la demostracion.

Con respecto a este producto, el arreglo I = (1,1) representa la matriz identidad. En
algebra lineal es bien conocida la propiedad de la inversa de matrices triangulares; solo
poseen inversa aquellas cuyas entradas de la diagonal sean todas distintas de 0. En nuestro
caso sucedera algo similar, por lo que solo consideraremos los arreglos de Riordan propios,
por ser quienes satisfacen la condicion de la diagonal. Si definimos formalmente el producto

de arreglos de Riordan como:

(d(t), h(t)) = (F(2),b(2)) = (d(2)f(th(D)), h()b(th(1))) (5:5)

entonces, para hallar la inversa de un arreglo de Riordan propio (d(t), h(t)) debemos resolver:

(d(t), h(8)) * (f (1), b(2)) = (d(2) [ (th(1)), h(£)b(th(1))) = (1,1). (5.6)

De donde obtenemos que
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cuando t = yh~'(t). Note que hallar a ¢ en funcién de y es lo mismo que resolver el pro-
blema (P2)), por lo que hemos obtenido la primera relacién fundamental entre los arreglos de
Riordan y la Formula de Inversién de Lagrange. Ademaés, recordando la teoria del Capitulo

3, aseguramos la unicidad de esta inversa. Usaremos la notacién estandar:

Denotaremos a la inversa de un arreglo de Riordan propio (d(t), h(t)) = (dn),, ren POT
(d(t),h(t)) = (C_in,k)n,keN- Para ser méds precisos en cuanto al uso de la férmula de inversién

en este tema, demostraremos el siguiente teorema:

TEOREMA 5.13. Sea (d(t),h(t)) cualquier arreglo de Riordan propio. Entonces las en-

h
h(t)) vienen dadas por la férmula:

= 1w, yd(y) 1
d“‘[y]@ d@)ﬂWﬂw (5)

tradas d,, . de la inversa (d(t),

DEMOSTRACION. Por la identidad (5.4 tenemos que:

o = 00— = g [ = .

1 — wth(t) 1 —wy
Como h(y)h(yh(y)) = 1y h(t)h(th(t)) = 1, obtenemos que y = th(t) si y sélosit = yh(y).

Luego,

o = [w][t"] {ﬂ \tz yh(y)} = [w][t"] [ i 1

= T = | :t“y)} '

Estamos en condiciones de aplicar (FIG]) a ésta ultima expresién, y asi obtenemos que:

> k 1 n—1 9 1 -n
dp i = [W']=[y" ] (a—ym) h™"(y)

_ nl(Zwr—‘rlr +1) ;/2 )_

=l ](k d(y) ) d(y)h"(y)’
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Ahora veremos que los arreglos de Riordan poseen toda la informacién del problema
(3.4)), incluida aquella que obtenemos a partir de la ecuacién (|1.9) del Capitulo 1. Sea g(t)
una serie formal invertible; como ordg = 1 entonces (1,¢(t)/t) es un arreglo de Riordan

propio. Por definiciéon, las entradas de este arreglo son de la forma
ke = [tn]gk(t)'

Es decir, la columna k-ésima de este arreglo viene dada por los coeficientes de la potencia
g*(t). Si G(t) es la inversa de g(t), considerando el producto , es facil verificar que la
inversa del arreglo (1,9(t)/t) es (1,G(t)/t). Por el Teorema [5.13] se tiene que las entradas
de este ultimo arreglo son:

= 71640 = S ()

9(y)

S

Por las propiedades de los funcionales de coeficientes usadas a lo largo del Capitulo
3, podemos verificar que la ecuacion anterior es equivalente a cuando F(y) = y"C y
M(y) = y/9(y)-

En particular, los arreglos de Riordan con series generatrices d(t) y h(t) de coeficientes
enteros, se usan para resolver una gran cantidad de problemas combinatorios. Como se dijo
al comienzo de esta seccion, los arreglos de Riordan generalizan en cierto modo al tridangulo

de Pascal. De hecho, por las propiedades del combinatorio generalizado:

ny ) 1 t\"
k) S 1—t\1-t) "’
y por lo tanto, el tridngulo de Pascal tiene representaciéon
1 1
1—t'1—t)

Una propiedad sumamente relevante de los arreglos de Riordan que suele usarse para

trabajar en el ambito combinatorio es el siguiente:

PROPOSICION 5.14. Si (d(t),h(t)) es un arreglo de Riordan y f(t) es una serie formal

con coeficientes (fi)ren, entonces

Y dugefi = [£11d(8) f(th(D)). (5-8)
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DEMOSTRACION. La prueba consiste en un cédlculo sencillo mediante los funcionales de

coeficientes:
D dnifi =) _[Nd@)(Eh(0)* fr = [E71d(8) Y fr(th(t)F = [")d(2) f(th(2)).

En términos de matrices, los coeficientes (g, )nen de la serie generatriz d(t) f (th(t)) vienen

dados por el producto:

do,o 0 0 0o - Jo go
dio dip 0O 0 fi g1
d2,0 d2,1 d2,2 0o - fa = g2
d3,0 d3,1 d3,2 d3,3 te f3 gs

Cuando el arreglo de Riordan (d(t), h(t)) es propio, podemos invertir la relacién anterior,
es decir, podemos encontrar una expresién similar para los coeficientes f,, dependiendo de

los coeficientes g,,:

fn = Z C_in,kgk
k=0

Lo interesante de estas relaciones es que aparecen practicamente en cualquier aplicacion
dentro del campo de la combinatoria, y es por ello que un extenso estudio se ha dedicado
a estas ecuaciones. Puede revisar [14] y [16] para varios ejemplos. En materia de cdlculo,
los arreglos de Riordan propios son relativamente practicos, pero en general, el calculo de la
inversa puede resultar sumamente complicado. Para finalizar esta parte, veremos que
puede generar de manera eficiente arreglos de Riordan propios asi como de sus inversas.

Usaremos especificamente el Teorema [3.18] el cual ya sabemos es equivalente al Teorema

3.11} Usando las Proposiciones y podemos reescribir la ecuacién (3.8]) como:
1
—Res F'(t)g "(t) = Res F(t)g'(t)g " *(t). (5.9)
n

De esta manera podemos demostrar el siguiente teorema:
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TEOREMA 5.15 (Construccién de pares de inversas). Sea f(t) una serie de potencia de

orden 0, y a(t),b(t) dos series de orden 1. Entonces,
Qg = Res f(0)V/ ()b~ (t)a(t)
Bok = Res f7H(t)d (t)a "1 (t)b"(t)

forman un par de arreglos mutuamente invertibles.

DEMOSTRACION. Usando las propiedades de orden podemos verificar que en efecto los
arreglos (an,k)n,keN y (ﬁn:k)n,keN son invertibles. Verifiquemos que (an,k)n,keN = (ﬂn,k)n,keN'

Dado que ordg = 1 y ord h = 1 podemos aplicar el Teorema y por lo tanto, la formula
(5.9) nos dice que:
F)a () =Y ansb™(t),
n=0

cuando tomamos F(t) = f(t)a*(t) y g(t) = b(t), y
FHO0E) =Y Bura(t),

cuando tomamos F(t) = f~1(t)b*(t) v g(t) = a(t). En la primera de estas ecuaciones

multipliquemos por (3 ,, y sumando sobre k € N obtenemos:

Por otro lado,

n=0

Como podemos escribir:
o™ (t) = Z Gpmb" (¢),
n=0

obtenemos que en efecto el arreglo (3,),, xen € la inversa (a derecha) de (i), en- Para
obtener el calculo a izquierda sélo debemos realizar el mismo andlisis para la expresién en
serie de f1(t)b"(t).

|

En el Capitulo 6 mostraremos una aplicacion de este teorema.



CAPITULO 6

Aplicaciones

Ha llegado el momento de dar varios ejemplos para mostrar la efectividad de la Formula
de Inversién de Lagrange. En su mayoria seran ejemplos combinatorios donde obtendremos
distintas interpretaciones para la ecuacién , pero veremos que varios de estos problemas
tendran por igual una interpretacion analitica o algebraica.

Ya en el Capitulo 1 mostramos cémo Lagrange utilizé para dar la solucién del
problema de Kepler (ecuacién (1.10])). Podré recordar que en el contexto histérico con el
que nos referimos a dicha solucion resulté para la época sumamente interesante por establecer
un método distinto para trabajar con la teoria de Kepler, pero en realidad, la ecuacién
resulté poco eficiente debido a la dificultad de calcular los coeficientes requeridos. De por
si, las funciones trigonométricas parecen ser bastante resistentes cuando se trata de aplicar
en una ecuacion donde estén involucradas. Sin embargo, en las aplicaciones que
mostraremos a continuacién veremos que la funcion exponencial y las funciones binomiales
se ajustan bastante bien para resolver una gran cantidad de problemas involucrados con la

ecuacién (P2)) y son especialmente llevaderas con la Férmula de Inversién de Lagrange.

APLICACION 6.1 (Una inversa simple). Consideremos la funcién compleja g(z) = ze™ %,

con a € C. Es fécil verificar que esta funcién satisface las hipotesis del desarrollo analitico
del Capitulo 5, por lo que podemos hallar su inversa G(y) en un entorno de 0. Ademsés,
G(y) = yM(G(y)), donde M (z) = e**. Por la ecuacién (FIG]), tomando F(z) = z, obtenemos
que para n > 0,

16() = Sl () = L = GO

Es decir,
o (an)" '
Gly) =) — "
n=1 ’

y usando las herramientas vistas en las materias de cédlculo, tenemos que el entorno de 0

para el cual esto se satisface es el abierto |y| < 1/|ale, si a # 0.

70
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APLICACION 6.2 (Raiz de un polinomio). Una de las tareas mds dificiles y usuales a las
que se enfrenta un estudiante de matematica es hallar las raices de un polinomio, y a veces,
hallar tan solo una raiz resulta imposible con los pocos métodos que se conocen. En reducidos
casos podemos utilizar procedimientos o algoritmos sencillos para resolver este problema,
como el método de Ruffini o las soluciones algebraicas que se conocen para polinomios de
grado 2,3 y 4. Pero casi siempre estos métodos se tornan engorrosos e ineficientes. Soélo para
polinomios de grado 2 conocemos una férmula que en todo momento es accesible, y esta
es conocida como la resolvente: si tenemos una ecuacién cuadrética ax? + bx + ¢ = 0 con

coeficientes reales, sus raices vienen dadas por

 —b= Vb?% — 4dac

2a

T

Para polinomios de grado 3 se utiliza la Formula de Cardano: si tenemos una ecuacion
cibica x® + pr? 4+ qv + r = 0 con coeficientes reales, realicemos el cambio z = y — £, para

obtener la forma normal

Y +ay+b=0,
donde
1
= —(3q — p?
a 3(q P,

Lo 3
b= 2—7(2p — 9pq + 27r).

Gerolamo Cardano publicé una de las tres soluciones de la forma normal en 1545:

_3 b+ 62+a3+3 b b2+a3
o=\"97V7y o7 2 V71 ot

Dado que en aquella época, la teoria de ntimeros complejos atin no se desarrollaba,

Cardano solamente considero el caso

¥ ad

42 >0,
4+27_0

Sin embargo, no importa qué peculiaridad se considere sobre los coeficientes de alguna
ecuacion cubica, la féormula de Cardano no deja de ser complicada. Las ecuaciones de grado 4
se pueden resolver con un método similar al propuesto por Cardano pero la solucién no sera
més atractiva como podra ver en [15]. Para polinomios de mayor grado, Niels Abel publicé

en 1824 una demostracién donde se asegura que no se puede hallar una solucién de las raices
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de ningtin polinomio de grado mayor o igual que 5 mediante una expresién cerrada. Para
este tipo de problemas se utilizan otros recursos, en su mayoria procesos iterativos, como el
Método de Newton. Nosotros usaremos la ecuacién (FIG]) para hallar una solucién de ciertos

polinomios: consideremos la ecuacién
2™ 4 ax — =0,

o lo que es igual
c=x(z™+ a),
con m un entero par positivo, a y ¢ reales y a # 0. Llamemos y = g(z) = z(2™ +a) y

consideremos su inversa G(y), entonces

G(y) = yM(G(y)),

donde M(z) = (z™ + a)~'. Como g(z) satisface las hipStesis de la demostraciéon analitica
del Capitulo 5, tenemos que [y°|G(y) = 0 y para n > 0:
1 1 1
are! —— n—an — _[on—1 )
071G = £l M) = L s
Para poder escribir M"(y) como una expansién binomial debemos dar la condicién extra
ly|™ < |a|. De esta manera obtenemos que

[¥"1G(y) = i (TJF”_ 1) ( i’m>

r=0

Sin # mk+1, con k > 0, entonces [y"|G(y) = 0. Sin=mk+ 1, con k > 0, entonces

ly JG(y) = ( L ) (mk + 1) ghtmk+1

Ahora, cualquier ecuacion ™! + ax — ¢ = 0, con |¢[™ < |a|, tiene raiz:

. f: k+mk\ (=1)F cmktl .
k (mk + 1) ghrmh+1

k=0

Si tomamos m = 2, obtenemos la forma normal estudiada por Cardano. Nuestra solucion

OO 3k (_1>k C2k+1
T = (k)?k:—l—la%“' (6.1)
k=0

No es nuestro propédsito establecer criterios de convergencia mas alla del que se propuso

en este caso viene dada por:

para el término ¢, pero para valores ¢ < 1 y a > 1 se deben obtener muy buenos resultados.
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Por ejemplo, para el caso (a,c,m) = (2, %,2), y considerando solamente los primeros 10
términos de la serie (6.1) nos queda x ~ 0.2428397323, la cual podra ver que resulta ser una
muy buena aproximacién si gusta verificarlo. El hecho de tomar m como un nimero par en
nada afecta los célculos realizados, podemos obtener lo mismo si lo consideramos impar. La
razon de tomarlo de esa manera es simplemente para garantizar que el valor ¢ que escojamos

siempre serd imagen de la funcién g(z).

APLICACION 6.3 (Identidad de Abel). Siguiendo el desarrollo algebraico del Capitulo 3,
consideremos en el Teorema los casos particulares F'(z) = €™ y M(z) = e**. Si G(z) es

la serie tal que G(z) = zM(G(z)), entonces los coeficientes de (F o G)(z) son: para m > 0

Cm

[ HF () M™ (2)

m—l]xexzeamz

[z

[Zm—l] e(:c+am)z

Sl 3|s3[~3|~

mo1 N (€ +am)”

ey )

r=0
-1

m

~—~

x(x + am)

m!
Para el caso m = 0 note que:

0 z(x 4 a0)’?
co = [z ]F(z)zlzT.

Si llamamos ¢(z) = ze~**, por el Teorema tenemos que

m—1

m)! '

m=0
Multipliquemos a ambos lados de la ecuaciéon anterior por e¥?, y asi, por el producto de
Cauchy definido en el Capitulo 3 obtenemos que:

e N @ dam)™ - [(xe 2 ak) T (y —ak) R
=3 D D D Dh ¥ n—k! )°"

m=0 n=0 \k=0

Expandiendo f(z) = e@*%)* como serie de Taylor obtenemos finalmente que:

n

Gty _ 3 (Z) (& + ak)* " (y — ak)" ",

T
k=0



6. APLICACIONES 74

la cual es la bien conocida identidad de Abel, y que fue demostrada originalmente en 1826 por
Niels Hendrik Abel. En [17] podra encontrar una gran variedad de problemas combinatorios

relacionados con esta ecuacién.

APLICACION 6.4 (Serie formal del Logaritmo). En el Capitulo 4 dimos la serie generatriz

exponencial de la especie de permutaciones ciclicas C:

C(z)zlog(liz).

Esta relacion la obtenemos al recordar la serie de Taylor de la funcién logaritmo que

usamos en las materias de calculo. Sin embargo, al hablar de la serie formal del logaritmo
debemos tener en cuenta ciertas consideraciones. Niven en [13] define el logaritmo formal
sobre el conjunto P; C C[z], que se compone de series f(z) tales que [2°]f(z) = 1. De esta

manera, definimos el logaritmo de la serie f(z) como:

n+1

l08 £ (2) = log(1 + h(2)) = h(z) = SH2(2) + 213(2) = 2hi(2) 4o = 30 E )

n=1

donde h(z) es una serie formal tal que [2°]h(z) = 0y f(z) = 1+ h(z). Las propiedades

bésicas del logaritmo se satisfacen, incluyendo la conocida relacién con la derivada:

Dlog f(z) = f~'(2)Df(2).

El logaritmo se comporta muy bien cuando componemos de cierta manera con la solucién
del problema (P2)). Supongamos que g(z) es una serie invertible tal que [z']g(z) = 1. En-

tonces, por la definicién de logaritmo podemos definir la serie

F(z) = log (ﬁ) .

Sea G(z) = g(z), veremos que los coeficientes de la serie F'(G(z)) los podemos hallar
facilmente mediante la formula de inversion. Note que esta composicion esta bien definida
ya que por la Proposicién tenemos que [z!]G(z) = 1. Sea la serie M(z) de orden 0 tal
que G(z) = zM(G(z)), por las ecuaciones los coeficientes de la serie F/(G(z)) son:

co = [2"]F(2) = 0,
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y paran > 1

Haremos una réapida verificacién de este resultado. En la secciéon 2 del Capitulo 5, ob-
tuvimos a partir de un método iterativo que la solucién del problema G(z) = zM(G(z))

cuando M(z) = 1+ z es la serie G(z) = z(1 — 2)~!. Entonces, para n > 1, tenemos que

iog (1) = 20+ 2 = 1 = P2

—z n n n!

siendo justamente (n — 1)! los cardinales de la especie C, por lo que su serie generatriz
exponencial en efecto es la mostrada.

Veremos nuevamente a la serie formal del logaritmo en las proximas aplicaciones. No
seran completamente necesarias las ecuaciones obtenidas de los términos ¢, por lo simple
que resultard trabajar con las series escogidas, pero los ejemplos siguientes podrian verificarse

nuevamente con esta aplicacion.

APLICACION 6.5 (Expansién Binomial). Aprovecharemos la férmula de inversiéon para
hallar una expresion mas sencilla de los nimeros s,,, definidos como la suma de los n primeros

términos de la expansién binomial

AT —~1/(r+n-1
2 = r '
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Para ello consideremos las series de

M(z) = (1 _ %z) C Pl)—(—o

Por el producto de Cauchy obtenemos que

(F'- M™)(z) = i (i%(r%—z—l)) o

m=0 \r=0

de donde s, = [z"!|(F'-M")(z). Como ord M = 0, entonces podemos definir una serie G/(z)

tal que G(z) = zM(G(z)). Podemos verificar facilmente que en este caso G(z) satisface

- —% (G(z)— 17— 1).

la cual tiene como solucién G(z) = 1 — /1 —2z. Ademsds, F(z) = —log(l — z). Por las
ecuaciones (FIG|) del Teorema tenemos que:

sn = n[2"](F 0 G)(2)
= n[z"](—log(V1 —22))
= —g[zn] log(1 — 2z)

__on—1
=9 ,
la cual es una expresién mucho mas atractiva.

APLICACION 6.6 (Otra expresién sencilla). Para este ejemplo consideremos las series
formales de F(z) = log(1+ z) y M(z) = (1 + 2)*(2 + 2z)~'. Dado que ord M = 0 podemos

hallar una serie G(z) tal que G(z) = zM(G(z)), y podemos verificar facilmente que
G(z)=(1—2)""2 1.
Tenemos que para n > 1:
M F(G(:) = 1 log(l — 2) = ¢
va que el coeficiente n-ésimo de log(1 — z) es —n~!. Ademads, por el Teorema [3.11],

n[2"|F(G(2)) = [" F'(2)M"(2) = 2" (1 + 2)** 12+ 2) ™"
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Considerando las expanciones binomiales de ambas series y el producto de Cauchy, lle-

11 ”Zl (1) f2n — 1\ [2(n— 1) —i
e i n—1 )
Reescribiendo la ecuacién anterior y realizando la sustitucién n+ 1 por n obtenemos que:

o zn:(—l)”—i? (271;{— 1) <2nn— z) 6.2)

=0

gamos a que

cuando n > 0. Podemos dotar a la ecuacién ((6.2)) de una interpretacién combinatoria usando
los Principios de Adicién, Multiplicacién, y de Inclusién-Exclusiéon, por lo que lo dirigimos

al libro [2].

APLICACION 6.7 (Conteo de drboles - Resultado de Cayley). En el Capitulo 4 ya hablamos
del problema del conteo de arboles que Cayley resolvié. Daremos una demostracion de dicho
problema mediante especies combinatorias. Recordemos que para una especie R, con Ry # 0,

la especie AR de arboles con raiz R-enriquecidos, satisface el isomorfismo
Ar ~ X - R(ARg).

Para la especie uniforme R = U, obtenemos una relacion para los arboles con raiz,
correspondiente al Ejemplo [4.7. Para n > 1, los cardinales A,, se calculan de la siguiente
manera:

A, =U" | = (n— D" U"(2).

Sabemos ademés que U(z) = e*, de donde la solucién es exactamente la misma que en

la Aplicacién [6.1}
A, =n""1
Este resultado nos permite obtener los cardinales a,. La aplicacién apuntamiento nos

dice que a® ~ A. De esta relacion, para n > 1 se cumple
al =na, = A, =n""",
de donde obtenemos el famoso resultado a, = n"~2, debido a Cayley.

APLICACION 6.8 (Numeros de Cataldn). Para hallar los nimeros de Cataldn podemos
escoger de entre una gran variedad de problemas combinatorios, aparentemente distintos,

donde esta sucesién de niimeros aparece. Nosotros escogemos el problema de contar caminos
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crecientes por debajo de la diagonal principal. Aqui, dado n € N, un camino de (0,0) (punto
de partida) a (n,n) (punto de llegada) se compone de “pasos” de tamano 1 hacia la derecha

y hacia arriba. Por ejemplo, sobre [5], el siguiente gréfico representa un camino creciente:

Llamaremos diagonal principal al segmento que una a (0,0) y (n,n), y denotamos por
¢, la cantidad de caminos crecientes que no pasan la diagonal. Por convencién, cg = 1. Es
facil ver que ¢; = 1y ¢o = 2. Para n = 3, tenemos que todos los caminos crecientes de (0, 0)

a (3,3) que no pasan la diagonal principal son:

a b c d €
Es decir, ¢c3 = 5. Es bien sabido que los pocos términos que siguen son: 14, 42, 132,
429,... Hallaremos una relacion de recurrencia para estos numeros. Consideremos los caminos
obtenidos paran = 3. Note que podemos hallar todos los caminos necesarios mediante alguno

de los siguientes casos:

(1) (2) (3)

Es decir, hallar un camino para n = 3 es lo mismo que hallar un camino que no pase la
diagonal para los cuadrados mas pequenos de la figura anterior y completar con lo de afuera
de la Unica manera posible, o en otras palabras, podemos obtener los caminos a y b con la
figura (1), los caminos ¢y d con la figura (2) y, por ultimo, obtener el camino e con la figura
(3). Note ademds que estos tres casos son disjuntos y generan todos los caminos deseados
para n = 3 y por el Principio de Multiplicacién (vea [2]) tenemos que cada uno de estos
casos vienen identificados por los términos cyca, cacy ¥ €1¢1, respectivamente. Ahora, por el
Principio de Adicion:

C3 = C2Cg + C1C1 + CoCa.
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De manera muy similar, podemos ver que para n = 4 los casos a estudiar vienen dados

por:

Es decir, ¢y = ¢3¢0+ coc1 + c1co + cocz. Para cualquier n > 1 se realiza un anélisis similar,

y asi obtenemos la recurrencia

Cp = chcn,l,k. (6.3)

Consideremos la serie C'(z) cuyos coeficientes vienen dados por la sucesién de términos

¢,. Por la recurrencia (6.3)) y recordando la definicién de producto de series, tenemos que

paran > 1:

n—1

[2"]C(2) = ¢, = chcn,l,k = [2"N(C - O)(2) = [£"2C*(2).

k=0

Es decir, esta serie satisface la ecuacién implicita

C(2) =1+ 2C%(2). (6.4)

Si resolvemos la ecuacién cuadratica anterior, nos queda:

Clz) = 1o Vizdz F

Para trabajar con lo desarrollado en los Capitulos 3 y 4, realicemos el cambio C(z) =

G(z) + 1, donde ord G = 1. Entonces, la ecuacion ([6.4) se reduce a resolver:
G(z) = 2M(G(2)),
donde M (z) = (2 + 1)2. Por el Teorema [3.11], considerando la serie F(z) = z, tenemos que
1 1 1/ 2n
e —— n—an — _[,n—1 12n:_ )
16() = TIM ) = e = (P

Es decir, la solucion del problema de los caminos por debajo de la diagonal es:



6. APLICACIONES 80

Estos cardinales ¢,,, son mejor conocidos como los niumeros de Cataldn. Esta aplicacién
resulta interesante porque el resultado obtenido a partir de la férmula de inversion genera

una mayor cantidad de informacién que la solucién mediante la ecuaciéon cuadratica.

APLICACION 6.9 (Arboles con orden). Los ntimeros de Cataldn aparecen nuevamente en
el conteo de drboles con orden. Recordando la Definicién E.26] introducimos estas estructuras
como los arboles con raiz donde cada fibra posee una estructura de orden lineal, y usamos la

notacién establecida para estas especies: A,. La Figura [6.1] ilustra este tipo de estructuras.

'd N
9
/*
4 11 /
° ° ol
y y
\ |
; !
; o5
7 e 10 6
\ °
, y
// I’
° ° 3
3 2
N J

Figura 6.1. Estructura de drbol con orden sobre [11].

Estamos interesados en el conteo de estas estructuras para cada conjunto [n], con n > 1.

Llamando A(z) la serie generatriz de la especie A., tenemos nuevamente que para resolver

este problema combinatorio basta examinar la ecuacién implicita:

z

A(z) = 2L(A(2)) = = A

Luego, por el Teorema [4.27} para todo n > 1:
A, =L" | = (n—1D![z""1L(2).

Aparece nuevamente la expansion binomial de (1 —2z)~". De esta manera obtenemos que:

4 (2@ =1

=n!
(n—1r

siendo ¢, los nimeros de Catalan definidos en la aplicacién anterior.
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APLICACION 6.10 (Inversién binomial). A continuacién, mostraremos una aplicacién
clasica del Teorema y obtendremos una propiedad conocida del combinatorio. Nos
gustaria encontrar la inversa de un arreglo con entradas a,; = (ZIZ), donde p € N es un
parametro adicional. Por un simple célculo podemos ver que las siguientes igualdades en

efecto son vélidas:

Upj = (Z:::i) = (Z fi) = Res(1 + 2)" Py 1,

Tomando las funciones, a(z) = z, b(z) = (1+2)" 'z y f(2) = (1 + 2)P*!, por la igualdad
anterior tenemos que los coeficientes «, j, tienen la forma:

e = Res FOF (05" (£)ak (¢),

y por lo tanto, el Teorema [5.15/ nos dice que podemos construir la inversa de este arreglo y

sus entradas (3, ; son de la forma:

Buk = Res f7H(t)ad' ()a " ()b (1).

De esta manera,

—n+k—1

(1 + Z)P+k+1

= Res Z(—l)r (r L k> gkl

r=0 r

()

e (31)

Cuando tomamos el caso particular p = 0 obtenemos la conocida propiedad:

S (2) ()

m=0

Bn. = Res

que es probablemente una de las relaciones de inversa mas famosas.
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