Universidad Central de Venezuela
Facultad de Ciencias

Escuela de Matemaética

Modelos de Medicion de Riesgo

de Crédito en Portafolios.

Trabajo Especial de Grado presentado ante la
Tlustre Universidad Central de Venezuela por
el Br. Armando José Niiiez Castillo, para op-
tar al Titulo de Licenciado en Matematica.

TuToR: Dra. Mercedes Arriojas.

Caracas - Venezuela

Enero de 2010



Nosotros, los abajo firmantes, designados por la Universidad Central de Venezuela como inte-
grantes del Jurado Examinador del Trabajo Especial de Grado titulado “Modelos de Medicién de
Riesgo de Crédito en Portafolios”, presentado por el Br. Armando Nunez, titular de la Cédula
de Identidad 13.943.298, certificamos que este trabajo cumple con los requisitos exigidos por nuestra

Magna Casa de Estudios para optar al titulo de Licenciado en Matematica.

Dra. Mercedes Arriojas

Tutor

Dr. Henryk Gzyl

Jurado

Dra. Glaysar Castro

Jurado



Dedicatoria

A mi “TATA” Angelina.



Agradecimientos

Quiero agradecer a todo el cuerpo docente de la Escuela de Mateméatica de la Universidad
Central de Venezuela, que contribuyeron con mi formacién académica, en especial a la Dra.
Mercedes Arriojas por su constante e incondicional apoyo.

Ademaés, quisiera expresar un profundo agradecimiento a mis amigos, Lida Nifio, Julio Daza,
Francisco Tovar, Bernardo Gonzalez, José Antonio Rojas (El Flako), Leobardo Valera (su
oportuna orientacién en la implementacién computacional de los modelos) y a todos los
profesores de la Escuela de Matematica de la Universidad Metropolitana.

También, doy gracias a mis maestras de la Escuela Ballet-Arte, por su paciencia y compren-

s16n.



Contenido

1 Preliminares. 10
1.1 Espacio de Probabilidad. . . . . . . . . . . . . ... 10
1.2 Probabilidad Condicional e Independencia. . . . . ... ... ... ... .. ...... 12
1.3 Variables Aleatorias. . . . . . . . . . L 13
1.4 Funcién de Distribucion de Algunas Variables Aleatorias Discretas. . . . . . .. .. .. 14
1.5 Funcién de Distribucién de Algunas Variables Aleatorias Continuas. . . . . . .. . .. 18
1.6 Esperanza y Varianza de Variables Aleatorias. . . ... ... ... ... ... ..... 19
1.7 Distribucién Condicional. . . . . . . . . . . . 20
1.8 Momentos y Funciones Generadoras de Momentos. . . . . . . .. .. ... ...... 22
1.9 Convolucién y Sumas Aleatorias de Variables Aleatorias. . . . . . . . . . ... ... .. 27
1.10 Teoremas Limite. . . . . . . . . . . L 29

2 Mediciéon del Riesgo de Crédito. 31
2.1 Introduccidn. . . . . . . . . 31
2.2 Modelo Individual. . . . . . . . . 33
2.3 Modelo Individual (Créditos). . . . . . . . . . . .. 37

2.3.1 Riesgo de Crédito de un Portafolio de Individuos. . . . . . . ... ... ... .. 38
2.3.2 Valor en Riesgo, Concentraciéon y el Limite Individual. . . . . . . . .. .. ... 40
2.4 Modelo Colectivo. . . . . . . . . 54
2.4.1 Foérmulade Panjer. . . . . . . ... 58
2.4.2 Modelo Poisson Compuesto. . . . . . . . . ... ... 64

2.4.3 Modelo Poisson Compuesto Mixto. . . . . . .. . . .. ... ... ... ..... 66



2.4.4 Modelo Binomial Negativo Compuesto o Proceso Pélya Compuesto. . . . . . . 70

2.5 Modelo Colectivo (Créditos). . . . . . . . . ... 72
2.5.1 Modelo Poisson Compuesto. . . . . . . . . . ... 72

2.5.2 Volatilidad de las Probabilidades de Incumplimiento. . . . . . . . ... ... .. 73

2.5.3 Volatilidad de la Tasa de Incumplimiento. . . . . . . . ... ... ... ... .. 75

2.5.4 El Tema de la Diversificacion. . . . . . . . . . .. .. o 81

2.5.5 CreditRisk™. . . . . . . .. 82

3 Aplicacion Empirica de los Modelos. 89
3.1 Introduccidon. . . . . . . . L 89
3.2 Modelo Poisson Compuesto. . . . . . . . . . .. 92
3.3 Modelo Pélya Compuesto. . . . . . . . . . .. 94
3.4 Modelo CreditRisk™. . . . . . . . . . . . . 96

4 Conclusion. 104
A Resultados Basicos. 106
B Programas. 112
B.1 Introduccidn. . . . . . . . . 112
B.2 Programa Correspondiente al Modelo Poisson Compuesto. . . . . . . . ... ... ... 113
B.3 Programa Correspondiente al Modelo Pélya Compuesto. . . . . . .. ... . ... ... 115
B.4 Programa Correspondiente al Modelo CreditRisk™ con h=0,5yh=1. . .. ... .. 117

Bibliografia 124



Introduccion

Actualmente podemos sefialar que existen dos tipos de riesgo de crédito: el riesgo de incumpli-
miento, que se refiere a la pérdida potencial derivada de que la contraparte no pueda cumplir con sus
obligaciones financieras en las condiciones definidas contractualmente; y el riesgo de mercado, que
se define como la pérdida potencial que podria sufrir un tenedor de un portafolio de préstamos, ins-
trumentos financieros o derivados, como consecuencia de que el valor de mercado de éstos disminuya.

El objetivo de este trabajo es analizar algunas de las metodologias utilizadas para identificar y
medir el riesgo de crédito derivado del incumplimiento, el cual puede definirse como la incertidumbre
asociada a la pérdida potencial, causada por la incapacidad de la contraparte de cumplir con sus
obligaciones. En este sentido, el anéalisis que llevan a cabo las instituciones debe contemplar el riesgo
de crédito inherente tanto a las transacciones o créditos individuales como al analisis de riesgo a nivel
de portafolio.

A finales de los aflos 60, el trabajo de pioneros, como FEdward Altman [1] y Robert Merton
[15], permiti6 el desarrollo de modelos para la estimacién de lo que actualmente se denomina pérdidas
esperadas de las contrapartes crediticias. A través de estos modelos, se logra por primera vez cuantificar
la relaciéon entre la exposicién al riesgo de crédito y las caracteristicas generales especificas de la
contraparte.

Cuando se lleva a cabo el anélisis de riesgo de crédito de una institucién financiera, se espera
obtener como resultado el nivel de pérdidas de capital que dicha institucién puede llegar a tener
como resultado del incumplimiento de sus acreditados. El incumplimiento a su vez estd asociado al
deterioro gradual que puede observarse en la calidad de los activos de la institucién, lo cual se traduce
en lo que se conoce como la pérdida esperada. En este sentido es necesario aclarar que en modelos de

riesgo de crédito, un préstamo se considera en incumplimiento, una vez que su situacién se trasforma



a un “estado critico predefinido”. Sin embargo, la definicién de “estado critico” no es precisa, y puede
presentar variaciones entre diferentes instituciones financieras, afectando asi las medidas relativas de
incumplimiento y la estimacién de las pérdidas y de su distribucién de probabilidad.

El objetivo de la medicién del riesgo de crédito es la estimacién de esta distribucién, ya que, se
pueden determinar las pérdidas esperadas y las pérdidas no esperadas en el portafolio crediticio de
una institucién financiera.

La pérdida esperada (PE) de un portafolio de activos crediticios representa el monto de capital
que podria perder en promedio una institucién como resultado de la exposicién al riesgo de crédito,
para un horizonte de tiempo dado. La pérdida esperada representa, en realidad, el costo de partici-

paciéon en el negocio del crédito y para su calculo resultan indispensables los siguientes elementos:

Monto expuesto (ME). Es la cantidad que el acreditado adeudard al momento de caer en
incumplimiento. Sus siglas en inglés son EAD (“exposure at default”).

Severidad de la pérdida (T). Es la cantidad porcentual T del monto expuesto, que la institucién
financiera perderia en caso de que la contraparte cayera en incumplimiento; sus siglas en inglés son
LGD (“loss given default”). A su complemento respecto a la unidad (1 — T) se le conoce como “tasa
de recuperacién del crédito”.

Probabilidad de incumplimiento (p). Representa la probabilidad de que el deudor no cumpla
con sus obligaciones contractuales.

Supongamos que X es una variable aleatoria que representa la pérdida de una inversién en un

cierto periodo de tiempo, por ejemplo un mes, entonces

(ME)T, si el deudor incumple
0, si no.

La pérdida esperada de la inversién puede calcularse como:

(1) PE =E[X] = (ME)(T)p

La calidad de un portafolio de créditos presenta variaciones en el tiempo, por lo que las pérdidas

esperadas también varian. La pérdida resultante de cambios en la calidad del portafolio de créditos



se denomina cominmente pérdida no esperada (PNE).

La pérdida no esperada se mide tomando en cuenta la variabilidad de la distribucién de pérdidas,
y puede calcularse como la diferencia entre la pérdida esperada y algiin cuantil de la distribucién
de pérdidas, el cual se elige de acuerdo al nivel de confiabilidad deseado (ver [7], paginas 49-50).
Cominmente, el cuantil que define el nivel de pérdidas no esperadas es el Valor en Riesgo denotado
por VaR. Las pérdidas no esperadas pueden considerarse como una medida de la volatilidad de las
pérdidas.

En el primer capitulo se exponen los elementos matematicos necesarios para el anéalisis de los
modelos de riesgo de crédito tratados en este trabajo; en el segundo capitulo se dan a conocer los
principales modelos de incumplimiento a través del enfoque actuarial; en el tercer capitulo se presenta
una aplicacién préctica de los modelos expuestos en el segundo capitulo, y por dltimo se presenta un
apéndice que contiene algunos resultados bésicos de la teoria de probabilidades, y los programas que
permiten obtener la distribuciéon de probabilidad del riesgo de un portafolio de créditos, en algunos

modelos colectivos aplicados en el tercer capitulo.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1 Espacio de Probabilidad.

1.1.1 Definicién. Un experimento aleatorio es aquel cuyo resultado no puede predecirse

de antemano con certeza, aunque se repita bajo las mismas condiciones.

1.1.2 Definicion. Dado un experimento aleatorio, definimos espacto muestral () como
el conjunto cuyos elementos son los posibles resultados a que puede dar lugar el experimento
aleatorio.

Sea A C Q). Decimos que A ocurre al realizar el experimento aleatorio, st el resultado w

obtenido es tal que w € A.

1.1.3 Definicion. Un evento es todo subconjunto del espacio muestral () del cual se tenga
interés en conocer, luego de efectuar el erperimento aleatorio, su ocurrencia. En particular,

cuando Q) es finito, todo subconjunto de () es un evento.

1.1.4 Definicion. Sea X un conjunto no vacto. Una clase @ no vacia de subconjuntos de X

es una oc—adlgebra de X, st verifica las condiciones siguientes:
1. X€ .
2. S1 A € @, entonces A€ € o.

o0
3. SitAn€ @, paran=1,2 ..., entonces UAnE ©.

n=1
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Observacion.

Dado un experimento aleatorio, sea () su espacio muestral y ¥ la clase formada por los eventos de

Q. Veremos que los elementos de ¥ cumplen naturalmente las propiedades de los eventos aleatorios:

1. O € V¥, pues, la realizacién del experimento aleatorio produce siempre un resultado. A Q lo

llamaremos evento seguro, ya que este evento siempre ocurre.

2. Sea A € V¥, entonces A€ € VW, pues, luego de efectuar el experimento aleatorio tenemos dos

posibilidades: el evento A ocurre o A€ ocurre.

o0
3. Aph € V¥, paran=1,2,..., entonces U An € V. Al realizar el experimento aleatorio, la unién

n=1
de eventos ocurre si el resultado pertenece a alguno de los eventos que integran la unién.

1.1.1 Proposicién. Sea V¥ una o—dlgebra de subconjuntos Q), entonces se verifican:

1. pev.

n
2. St Aq,...,An €Y, entonces UAiG‘P.

i=1

o0
3. SitAn€eVY paran=1,2,..., entonces ﬂAnG‘l’.

n=I1
1.1.5 Definicion. Sean () un espacio muestral y ¥ una o—dlgebra de subconjuntos de ().

Una medida de probabilidad o probabilidad sobre Q, es una funcion P definida sobre ¥ que

verifica los siguientes ariomas:
1. P(A) >0, para todo A € V.

2. SiAneV¥, paran=12 ... yAiNA;=0, parai+#j, entonces

p (G An> = i P(An).
n=1 n=1
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1.1.6 Definicion. La terna (Q,Y¥Y,P), donde Q) representa el espacio muestral asociado al
experimento aleatorio, ¥ una o—dlgebra asociada a (O y P una medida de probabilidad sobre (),

se denomina espacio de probabilidad.

1.2 Probabilidad Condicional e Independencia.

1.2.1 Definicion. Sean (Q,¥,P) un espacto de probabilidad y B € V¥ tal que P(B) > 0.

Definimos la probabilidad condicional dado B, denotada P(- | B), mediante

P(ANB)
P(A|B)=———
(A1B) = =5,
para todo A € V.
1.2.1 Proposicion. Sean (Q,¥,P) un espacio de probabilidad y {An}%_; C ¥ una particion
o
del espacio Q, es decir, O = U An y AiNA; =0 para i # j, entonces para todo B € ¥ se
n=1
cumple:
o
=) P(An)P(BIAL).
n=I1
DEMOSTRACION:

Tenemos que
[ee) (o)
B=BNQ=BnN (U An) = J(AnnB),
n=I1 n=I1

donde los elementos de {A,, N B}°_; son mutuamente excluyentes,

luego,

P(B)P(GA mB) iPAnt iP P(B | An).
n=1

1.2.2 Proposicion. Sean (Q,¥,P) un espacio de probabilidad y {An}_; C ¥ una particion

del espacio Q y B € ¥, donde P(B) > 0, entonces para cada n se cumple:
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P(AL)P(B|A

b, | B) = PAPBIAY

> P(AR)P(B | An)

n=1
DEMOSTRACION:

P(ALNB P(AR)P(B|A
P(An)P(B | An)
n=1
|

1.2.2 Definicién. Los eventos A, B son independientes st P(A |B) =P(A), es decir,

P(ANB)

P(A|B) = ——— =P(A).
(A1B) = 0 = P(A)
Ndtese que lo anterior es equivalente a P(A NB) = P(A)P(B).
1.2.3 Definicion. Una famailia arbitraria de eventos C = {A;: 1 € I} se dice independiente,
st para cualquier coleccion finita de eventos {Aij}}‘:1 C C, se cumple:
n n
PLAs | =] [P(Ay).
j=1 j=1

1.3 Variables Aleatorias.
1.3.1 Definicion. Sea (Q,¥,P) un espacio de probabilidad. Una wvariable aleatoria X es

una funcion X: Q — R, tal que para todo intervalo I C R, el conjunto X '(I) € V. Es decir, la

funcion X es una variable aleatoria si la preimagen de cualquier intervalo es un evento.

1.3.1 Proposicion. Si X e Y son variables aleatorias, entonces X +Y, kX, X—=Y, XY y X/Y,

cuando Y #0 y k € R, son variables aleatorias.

1.3.2 Definicion. Dos variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo si para con-

juntos de Borel cualesquiera A CR y B C R se cumple que:

P(Xe A,Ye B)=P(X e A)P(Y € B).
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1.3.3 Definicion. Una variable aleatoria es discreta si su rango es un conjunto discreto.

1.3.4 Definicion. Sean (Q,¥,P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria discreta
Y {(xn)3 4 su rango. La funcion p : {xnJ%_; — [0,1], tal que py, = P(X = xn), se denomina

funcion de probabilidad o funcion de masa de probabilidad de la variable aleatoria X.

1.3.5 Definicién. La funcion de distribucion de una variable aleatoria X, se define como

la funcion Fx: R — [0, 1] tal que para cada x € R,

Fx(x) =P{w € Q: X(w) <x}) =P(X <x).

1.4 Funcién de Distribucién de Algunas Variables Aleatorias Discre-

tas.

1. Variable aleatoria de Bernoullz.

Consideremos un experimento aleatorio en el cual s6lo hay dos resultados que podemos llamar,
muy generalmente, “éxito” y “fracaso”. Por ejemplo, el lanzamiento de una moneda en donde
podemos llamar éxito a la aparicién de una cara y fracaso a la aparicién de un sello. Un

experimento aleatorio con estas caracteristicas se denomina ensayo de Bernoulli.
Ahora, podemos definir sobre QO = { éxito, fracaso } una variable aleatoria X : QO — R, tal que
1, siw = éxito

X(w) = ,
0, si w = fracaso,

esta variable se denomina wvariable aleatoria de Bernoulls.

Si la probabilidad asignada a un éxito es p, entonces la funcién de probabilidad de la variable

aleatoria X es
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es decir, P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1 — p. En este caso decimos que X tiene distribucion

binaria o de Bernoulli con pardmetro p.

. Variable aleatoria binomzial.

Consideremos n ensayos de Bernoulls independientes (por ejemplo, lanzar una moneda n

veces), siendo p la probabilidad de éxito en cada ensayo.

Sea X = # total de éxitos en los n ensayos. Hsta variable se denomina wvariable aleatoria

binomial con pardmetros n, p. Ahora vamos a calcular P(X =1) parai=20,1,...,n.

Tenemos que el espacio muestral de este experimento aleatorio consta de 2™ puntos, pues en

cada prueba hay dos posibilidades.

En virtud de que las pruebas son independientes, la probabilidad asociada con un punto que

incluye i éxitos y n — 1 fracasos sera:

i—veces (n—i)—veces

pp- - Pp(1—p)(1—p)---(1—p)=p"(T—p)" .

Ahora, entre los 2™ puntos habré tantos con i éxitos como maneras posibles de disponer i éxitos

entre las n pruebas, es decir,

) n . .
P(X=1) = pH (T —p)" T,
i
parai=1,2,... ,nyse denomina distribucion binomial con pardmetros n, p. Para indicar

que X tiene distribucién binomial con parametros n, p se escribe X ~ bin(n, p).

. Variable aleatoria geométrica.

Suponga que se realizan ensayos de Bernoull: independientes y con probabilidad p € (0,1) de
éxito, hasta que se obtiene un éxito. La variable aleatoria X = # de fracasos antes del primer

éxito, se denomina variable aleatoria geométrica. El conjunto de valores de X es {0,1,2,...}

y
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parai=0,1,2,... se denomina distribucion geométrica con pardmetro 1 — p.

. Variable aleatoria binomial negativa.

Consideremos una sucesién infinita de ensayos de Bernoull: independientes, ademés, supon-
gamos que la probabilidad de éxito en cualquier ensayo es p y la probabilidad de fracaso es
qg=1-—np.

Sea X = # total de fracasos antes de obtener el k—ésimo éxito. Esta variable se denomina

variable aleatoria binomial negativa y su conjunto de valores es {0, 1,...}.

Paran =k, k+1,..., definimos A, como el evento de que el nimero total de ensayos requeridos
para obtener k éxitos es n. Luego, A, ocurre si ocurren exactamente k— 1 éxitos entre los n—1

ensayos y el k—ésimo éxito se obtiene en el n—ésimo ensayo.
Puesto que todos los ensayos son independientes, entonces,
n—1 n—1

P(A,) = ok T q==(k=1) 5 okqm k.
k—1 k—1

Seaie{0,1,...}. El evento de obtener exactamente i fracasos antes de obtener el k—ésimo éxito
es equivalente al evento de que el numero total de pruebas requeridas para obtener k éxitos es

(k+1). Asi,

P(X =1) = P(Api) = p*q",

parai=20,1,... y se denomina distribucion binomszial negativa con pardmetros k, p. Para

indicar que X tiene distribucién binomial negativa con parametros k, p se usa X ~ binneg(k, p).

. Variable aleatoria de Potsson.

Sea X una variable aleatoria cuyo conjunto de valores es {0, 1,...}. Se dice que X es una variable
aleatoria de Poisson con pardmetro A\, A € (0,00), si la funcién de probabilidad de X esta

dada por
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i
PX=1) = e
il

parai=20,1,.... Para indicar que X tiene distribucién de Poisson con pardmetro A se escribe

X ~ Poisson(A).

La distribucién de Poisson se utiliza, entre otras cosas para modelar situaciones donde hay

eventos que ocurren cierto nimero de veces en intervalos dados (usualmente de tiempo).

1.4.1 Ejemplo. Suponga que un banco tiene un portafolio de un numero “grande” de
créditos vdlidos por un periodo de tiempo [0, T], donde cada crédito tiene probabilidad de
imcumplimiento p “muy pequenia” . Esto se justifica, pues los bancos suelen otorgar créditos

a personas o instituciones solventes.

Sea N = # de wncumplimientos ocurridos en [0,T]. St el portafolio tiene n créditos,
entonces N ~ bin(n, p), pues, hay n ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad

de éxito p. Ahora, st n es un valor “grande” y A = pn, entonces,

= ()6 (Y
i n n iUlln—1)!\n n

(ni+nmi+m”4nnn<M>U—&D“
il ' '

nl

(ni+1nni+2y.4n1h1<w>(1—g
' A

n n n

1
Mm—i+m—i+2) (n—1) <m>(1—gfL
tomando el limite cuando n tiende a infinito, resulta,

Ai —A Ai
PIN=1)=1...1(2)E — el
il 1 il

es decir, para n “sufictentemente grande” la distribucion binomial con pardmetros n, p

puede ser aprozximada por una distribucion de Poisson con pardmetro A = pmn.
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1.4.1 Definicion. Una funcion f: R — R es una funcion de densidad sobre R , st satisface

las condiciones siguientes:

1. f(x) > 0, para todo x € R.

o0
2. J f(t)dt =1.
—o0
1.4.2 Definicion. Una variable aleatoria X es continua o absolutamente continua, s existe

una funcion de densidad f, tal que

Fx(x) =P(X<x) = J f(t)dt,

—00

para todo x € R. Decimos que F es la funcion de distribucion de X.

1.5 Funcién de Distribucién de Algunas Variables Aleatorias Conti-

nuas.

1. Variable aleatoria normal.

Una variable aleatoria X se dice que esta normalmente distribuida con pardmetros |, o2,

denotado X ~ N (p,, 0'2>, si tiene funcién de densidad de probabilidad

1 Cx-w)?
e 202

ovV2m ’

para todo x € R. En este caso la funcién de distribucién es

f(x) =

xX
7(t—ulz
Fx(x) = e 202 dt,
—00

oV2m

para todo x € R. Sipu =07y o2 =1, se dice que X tiene distribucion normal estindar o

unitaria y se utiliza la notacién
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donde ¢, © representan la funcién de densidad y la funcién de distribucién de X respectivamente.

1.5.1 Proposicion. St X es una varitable aleatoria normalmente distribuida con pard-
metros |, 02. Entonces Y = aX+b es una variable aleatoria normalmente distribuida con

pardmetros (ap+b) y a’o?.

X —
En particular, st X ~ N <u, 0'2), entonces Z = <0H> ~N(0,1).

1.5.2 Proposicion. Para la distribucion normal estdndar se cumple que
O(—x) =1—D0(x),
es decir, O(x) + d(—x) = 1.

. Variable aleatoria Gamma.

Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucion Gamma con pardmetros k, (3, donde

k, 3 > 0, si su funcién de densidad es

kakf1ef(5x
f(x) = rk)y °’
0, six <0,

six>0

donde, I'(k) = J e Yy dy.
0

1.6 Esperanza y Varianza de Variables Aleatorias.

1.6.1 Definicion. Sea X una wvariable aleatoria discreta tal que su conjunto de wvalores es

{Xnln_1 ¥ su funcion de probabilidad {pnin_;, donde pn = P(X =xn). La esperanza matemdtica

o valor esperado de X, es el numero denotado por E[X] y definido como:

EX] = Z xnP(X =xn) = Z XnPn,
n=1 n=1
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stempre y cuando la serie anterior sea convergente.
Por otro lado, la varianza de X, es el nimero denotado por 0> = VAR[X] y definido como:
VAR[X] = E[X?] — (E[X])%
1.6.1 Proposicion. Sea X una variable aleatoria y « € R, entonces se cumple:
1. VAR[X + o] = VAR[X],

2. VAR[aX] = o?VARIX].

1.6.2 Proposicion. Sean X e Y variables aleatorias discretas e independientes, con funcion
de probabilidad f, g respectivamente y h la funcion de probabilidad conjunta de X e Y, entonces

se cumplen:
1. E[XY] = EIX]E[Y],
2. VAR[X + Y] = VAR[X] + VARIY],

3. COV(X,Y) = 0.

1.7 Distribuciéon Condicional.

1.7.1 Definicion. Sean X e Y variables aleatorias discretas con funcion de probabilidad px,
py respectivamente. Se define la funcion de probabilidad condicional de X dado que Y =y

como:

P(X=x,Y=1y)
pxy(x [y) =P(X=x]Y =y) PY=1u
stempre que P(Y =y) > 0.
1.7.2 Definicion. Sean X e Y variables aleatorias discretas con funcion de probabilidad px

Yy py respectivamente. Se define la funcion de distribucion de probabilidad condicional de X

dado que Y =y como:
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Fxv(x|y) = PX<x[Y=y)=) pxyls|y)
s<x
B P(X=s,Y=vy)
4 Ply=y)

siempre que P(Y =y) > 0.
Definimos la esperanza condicional de X dado que Y =y como la esperanza de X con respecto

a pxv(x | ), es decir,

EX|Y=y] ZXPX|YX|1J
Esta definicién tiene sentido solamente si la serie converge absolutamente.

1.7.1 Proposicion. Sean X e Y wvariables aleatorias discretas, con funcion de probabilidad

px(xn) = P(X =xn), py(yn) = P(Y = yn) respectivamente, entonces,
E[X] = E[E[X] Y],
siempre que la serie E[X|Y] =} xpxyy(x|y) converja absolutamente.
xX

DEMOSTRACION:

Sabemos que E[X | Y] = Z xpx(y(x [ y) es una funcién de los valores de Y, luego,
X

EX|Y=yal = > EX|Y=ynlpy(yn)
n>1
= Z Z meXIY(Xm | yn) | py(un)
n>1 \m>1
X )
= Z Z Xm— m, Un) Py(yn) = Z Z XmP (Xm, Yn)
n>1 \m>1 PY(yn) n>1m>1

= Z xm | Y Plemun) | = Y xmpx(xm) = EIXI.

n>1 m>1
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Noétese que se pudo intercambiar las series pues E[X | Y = y,] = Z XmPxjy(Xm | Yn) converge
m>1
absolutamente por hipoétesis.

1.8 Momentos y Funciones Generadoras de Momentos.

Sabemos que los pardmetros 1 y o son medidas numeéricas descriptivas importantes que localizan el
centro y describen la dispersiéon relacionada con los valores de una variable aleatoria X. Sin embargo, no
proporcionan una caracterizacién tnica de la distribucién de probabilidad de X. Varias distribuciones
distintas poseen las mismas medias y desviaciones estandar. A continuacién analizaremos un conjunto
de medidas numeéricas descriptivas que determinan de forma 1inica la distribucién de probabilidad de

X.

1.8.1 Definicioén. Dada una variable aleatoria X y un entero k > 0, la esperanza E [Xk}
se denomina momento de orden k de X y se denota mediante (. Asimismo la esperanza

E[(X—EIX])] se denomina momento centrado de orden k de X.

1.8.2 Definicion. Sea X una wvariable aleatoria con valores reales; se define la funcion

generadora de momentos de X como

Z e™P(X =x), siX es discreta
{x:P(X=x)>0}
Mx(t) = E [etx] -
o0
J e™f(x)dx, s1 X es continua con funcion de densidad f.
—00

Decimos que existe Mx(t) para X, st hay b > 0 tal que Mx(t) < co para |t| < b.

Nétese que Mx(t) se denomina funcién generadora de momentos de X, ya que al efectuar el
desarrollo en serie de potencias de e™ obtenemos la serie convergente ( Teorema de Bernstein para
series de Taylor [21]):

()2 (1)

2!+3!

e =1+1tx+ 4o



luego, si suponemos que py = E [X¥] es finita para k =1,2,...

r 2 3
= > 1+tx—|—(t;!) +(t;) —l—---]P(X:x)

= Z P(X=x)+1t Z xP(X:x)+—,

{x:P(X=x)>0}

2

— Z Z [(t;)]}P(X— )—1+tu1+;uz+

=0 {x:P(X=x)>0}

tx )
Noétese que { ( )T)

de la convergencia mondtona se pudo intercambiar las series.

T [x:P(X=x)>0}

23

y X discreta, obtenemos:

o
} es una sucesién de funciones medibles no negativas, luego, por el teorema
j=0

De igual manera se obtiene el mismo resultado si X es una variable aleatoria continua.

En resumen si existe Mx(t), se puede determinar cualquiera de los momentos de X.

1.8.1 Proposicion.
dk
[dtk(Mx(t))] =M(0) = .
t

DEMOSTRACION:

Sabemos que

t2 t3
Mx(t) :E[ } =Tt et g
luego,
1 2t 3t2
M () =y + PTLCRI T SR

IR

St existe Mx(t), entonces, para cualquier entero positivo k
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2 2t 3t2
M&)(t) = uz+5u3+ju4+--~ )
" 2t 3t2
M;)(t) = Kk + 77 et + ?HkJrZ‘f’"' ,

tomando t = 0 en cada una de las derivadas anteriores, obtenemos:

1
MY (0) = i,
2
M (0) = s,
Kk
M (0) = e
|
1.8.1 Ejemplo. Sea X una variable aleatoria de Poisson con pardmetro A. Entonces la

funcion generadora de momentos de X es igual a

Mx(t) = E[e| = i e"P(X = i)
i=0

o0

[ A e (AeY)t -
_ ti A Y A _ A (et=1)
= E e <e i!) =e E T e .
1= —

0

Por otro lado,

ML (0) = w1 = A,

M (0) = o = A2+ A,

luego, E[X] = A y VARIX] = E [Xz} —E2[X] = A.
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1.8.2 Ejemplo. Sea X una variable aleatoria geométrica con pardmetro 1 — p, entonces la

funcion generadora de momentos de X es igual a

_ s t1 1t Y
Por otro lado,
1—
M0) =y = 120
p
2(1—p)2 1—
M2 (0) = = (1—p) (=p)

luego, E[X] =

, ¥y VAR[X] =

(1—-p)
P

A continuacién se mencionan dos proposiciones que a efectos de este trabajo sélo toman en cuenta

variables aleatorias con valores enteros no negativos.

1.8.2 Proposicion. La funcion de probabilidad de una variable aleatoria con valores enteros

no negatiwos estd univocamente determinada por su funcion generadora de momentos.

DEMOSTRACION:
Sea a; = P(X =j), para j > 0 la funcién de probabilidad de X. Entonces, la funcién generadora

de momentos de X estd dada por

Mx(t) = Z ajetj,
j=0

My (0)
i
Supongamos ahora que Y es una variable aleatoria con valores enteros no negativos y con funcién de

ademas, la funcién de probabilidad de X se puede escribir como a; = P(X =j) = para j > 0.

probabilidad dada por b; = P(Y =j), paraj > 0. Si Y tiene la misma funcién generadora de momentos

que X entonces,
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00 00 00
:Zajetj :ijetj :My( ) Z b —(l) =0.
j=0 j=0

j=0
Por lo tanto, MU)(t) = 0, en particular MU)(0) = jl(b; — a;j) = 0; es decir, a; = bj, para todo

j > 0, por lo que X e Y estan idénticamente distribuidas.

|
1.8.3 Proposicion. Sean X1,...,Xn variables aleatorias independientes con valores enteros
no negatwos y sean My, , ... ,Mx, sus funciones generadoras de momentos. Entonces la funcion

generadora de momentos de la suma S = X1+ --+X;, es el producto de las funciones generadoras

de momentos Ms = My, ... Mx,, .

T

DEMOSTRACION:
Ms(t) =E [e5] = E[etX1 T TX)] = E [eP 0] = E [eX1] . E[ePn] = My, (t)... Mx, (1),
donde My; es la funcién generadora de momentos de X;.

1.8.3 Ejemplo. Sea N una variable aleatoria binomeal negativa con parametros k, p, es decir,
N = # total de fracasos antes de obtener el k—ésimo éxito, siendo p la probabilidad de éxito en
cada ensayo. Entonces, N = Nj + ---+ Ny donde Nj = # de fracasos después del ézito j — 1,

y antes de obtener el j—ésimo €ézito. Las variables N; son independientes y tienen distribucion

p

geométrica con pardmetro 1 —p y funcion generadora de momentos M (t) = W,’ por

lo que la funcion generadora de momentos de N es igual a

k
Mn(t) = [MNj(t)]k = []_(]p_p)et] .

Por otro lado,

k(1 —
ML) =y = 2
p
2 2k%p + k2p2 +k —kp
M (0) = 2 = =
1- _
nego, EIN] = X0 =P) 1 varmgy = KU —p)
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1.9 Convoluciéon y Sumas Aleatorias de Variables Aleatorias.

Sean Xj, X; variables aleatorias independientes con valores enteros no negativos. Sean {ai}{°,y {bj}g’io,

donde para cada i > 0, a; = P(X; =1) y para cada j > 0, bj = P(X2 =j). Si S = Xj + X;, entonces

k
PS=k) = PXi+Xa=k)=) PX;=iXa=k—1)
i=0
k
= Y PXi=iPXa=k—1) Zalbk_l—ck
i=0

La sucesion {cy}°, se denomina convolucion (discreta) de {ai}{°, y {bj}?io» y se denota por
{ero = {aif2y * {bj}52,.
Ademaés, si Mx,, Mx, son las funciones generadoras de momentos de Xj, X, respectivamente,

entonces la funcién generadora de momentos de la suma S = X; + X5 es

Ms(t) =) P(S=Kkle™ =) cre™
k=0 k=0

My, (t)Mx, (t <Z aie ) i bjel | = i i <aieﬂbjetj) ,
=0 '

donde los elementos aieﬂbjetj pueden ir dispuestos en cualquier orden. En particular se puede elegir

el orden

apbg + (apbs —|—a1b0)e + (agby + aiby + agpbz)e che

k
siendo ¢y = Z aibyx_4, es decir, Mg = Mx, M, , donde los coeficientes cy para k > 0 son los términos
i=0
de la sucesion {c )P = {aif{, * {bj};?io.

El resultado anterior se puede generalizar en caso de que se tengan Xj,... , Xy, n variables aleato-

rias independientes con valores enteros no negativos; se procede por induccién sobre n.



Preliminares.

28
A continuacién se introduce la idea de sumas de un nimero aleatorio de variables aleatorias, cuya

nocién como se verd en el segundo capitulo, es de suma importancia en la construccién del modelo

colectivo de riesgo.

Sea {X{}$2; una sucesién de variables aleatorias independientes con valores enteros no negativos y
sea g(x) = P(X; = x), para x > 0 la funcién de probabilidad de X; para todoi=1,2.... Entonces, la
o

funcién generadora de momentos de X; es Mx, (t) = Z g(x)e™, paratodoi=1,2,....
x=0
Sea N una variable aleatoria con valores enteros no negativos, independiente de las X; y sea

pn = P(N =mn), para n > 0 su funcién de probabilidad. La variable aleatoria S = X; + --- + Xy, se

denomina suma de un numero aleatorio de variables aleatorias.

Ahora, vamos a obtener la funcién de probabilidad f de S.
Sea Ay ={N =n}paracadan=0,1,..., sabemos que U An=Q, donde A;N Ay = (), siempre
n=0
que j # k. Ahora,
[S=x} = Qn{S=x}= (U An> n{s=x
n=0
= JuN=nnis=x),
n=0

donde (A; N{S =x}) N (AxN{S = x}) = 0, siempre que j # k. Luego,

S=x)=P (U({N :n}ﬂ{S:x}))

n=0
o0

PIN=n,S=x)=) P(S=x|N=n)P(N=n)

o0
n=0

donde g*™(x), son los términos de la n—ésima convolucién de g, pues para n fija, la funcién de

probabilidad de X+ - -+X;, estd dada por la n—ésima convolucién de g; ademaés, la funcién generadora

de momentos de S es
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o0
Ms(t) =) f(x)e™
t=0
Asimismo, podemos escribir la funcién generadora de momentos de S como:

Ms(t) = > flx)e™=>_ ( g (x)P(N = n)) et
t=0 0

t=0 \n=

= ) ( g*“(x)e"‘) P(N=m)=) (Mx(t)"P(N=n),
=0

n=0 \t n=0
o
Noétese que se pudo intercambiar las series, pues Z g™ (x)P(N = n)e'™, converge absolutamente.
n=0
1.9.1 Ejemplo. Supongamos que N es una variable aleatoria de Poisson de pardmetro A,
entonces
o0 o0
Ms(t) = > flx)e™ =) (Mx(t)"P(N=n)
t=0 n=
o o
AN (Mx, (t)A) -
= Z (Mx, (t))"e }\H = )‘Z o — MMx; (0-1)
n=0 n=0

La funcién de probabilidad correspondiente a esta funcién generadora de momentos se denomina

distribucion de Poisson compuesta .

1.10 Teoremas Limite.

1.10.1 Teorema. (Teorema central del limite.) Sea X1,...,Xn,... una suceston de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media u y varianza o2. Entonces, la
Xi+-+Xq—np

oy/n

aleatoria normal unitaria cuando n — oco. KEs decir,

sucesion de variables aleatorias Y = converge en distribucion a una variable

12
Jm PV <y) =0 = o= | e Fan

—00

Por 1ltimo, enunciamos una versién més general del teorema central del limite.
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1.10.2 Teorema. Sea X1,...,Xn,... una sucesion de variables aleatorias independientes con

medias W = E[X;] y varianzas 0']-2 =VAR[Xj],j>1. 81

(a) Las varwables Xj, j > 1 estdn uniformemente acotadas, es decir, si existe K > 0 tal que

P(IX;] <K) =1, para todo j > 1.

(o0]
(b) Se cumple que Z 0']-2 = 00, entonces,
=1

n
2 (X5 —w)
im Pl x| = o).
n—:amo
o

I

1

)

La demostracién del teorema anterior puede consultarse en [8], paginas 261 — 262.



Capitulo 2

Medicién del Riesgo de Crédito.

2.1 Introduccion.

El tema de la medicién del riesgo de crédito juega un papel importante en las instituciones financieras,
pues, un conocimiento cabal del riesgo de crédito propicia la creacién, entre otras cosas, de sistemas
financieros sanos y capaces de mantenerse a la altura de los requerimientos exigidos por una realidad
cada vez més compleja.

En las compaifiias de seguros es de suma importancia el analisis de ciertos factores cuyo compor-
tamiento es impredecible, pues éstas tienen que realizar erogaciones por concepto de accidentes u otros
eventos asegurados. En el caso de instituciones bancarias, éstas tienen que crear reservas preventivas
para hacer frente a pérdidas originadas tanto por la calidad crediticia de sus acreditados, como por
los cambios en los factores de mercado que afectan sus portafolios.

El analisis de las variaciones de factores cuyo comportamiento es impredecible puede ser realizado
por medio de diversas herramientas estadisticas, que en el caso particular de las compaiiias de seguros,
ha dado lugar a la teoria del riesgo en seguros [17]. El desarrollo de la teoria de riesgo ha permitido
a las compaiias de seguros conocer mejor la exposicién de sus portafolios y establecer las pérdidas
a las cuales se exponen. Solo recientemente es que se ha explotado esta herramienta en el ambito

bancario debido a la analogia existente con el riesgo de crédito.

Al estimar las pérdidas por riesgo de crédito de un portafolio, podemos decir que presenta ciertas

similitudes con las estimaciones hechas en portafolios de asegurados. El incumplimiento de un crédito
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es un evento incierto al igual que el siniestro de un asegurado, y en ningtn caso se puede determinar el
tiempo exacto de ocurrencia; existe un monto asegurado asi como un monto total de crédito otorgado.
En seguros se prevé un porcentaje de siniestralidad esperado para el cual pueden construirse reservas,

de la misma forma que deben construirse reservas preventivas para el riesgo crediticio.

En conclusién, ambas situaciones pueden ser modeladas por una distribucién de pérdidas que
lleve a cuantificar el fenémeno, para lo cual, la teoria de riesgo ha resultado una herramienta de gran

utilidad en el &mbito de los seguros.

Una distribucion de pérdidas proveniente del andlisis de un portafolio describe el compor-
tamiento de las posibles pérdidas en un periodo determinado y permite tomar en cuenta diversas
caracteristicas colectivas del grupo de individuos que conforman el portafolio, tales como efectos de
concentracién (ocurre, por ejemplo, cuando una gran cantidad del monto total del portafolio esta agru-
pado en pocos créditos) y diversificacién (ocurre, por ejemplo, cuando el monto total del portafolio

esta distribuido adecuadamente entre un gran ntmero de acreditados).

Recientemente, la teoria del riesgo en seguros ha sido aplicada en el &mbito bancario para deter-

minar la distribucién de pérdidas de portafolios crediticios.

En la actualidad son aceptados principalmente dos tipos de enfoques para la medicién del riesgo
de crédito. Uno es el Modelo de Impago, MI (Default Model) y €l otro es el Modelo de Marcar
a Mercado, MMM (Mark to Market). Ambos, requieren una estimacién de las probabilidades
de incumplimiento o quiebra y de la pérdida en caso de impago para determinar la distribucién
probabilistica de las pérdidas. Estos datos son suministrados por los sistemas de calificacién (son
aquellos que permiten cuantificar la probabilidad de incumplimiento de los acreditados y la severidad
de las pérdidas en caso de incumplimiento). La metodologia representativa del enfoque MI es el

CreditRisk" [4] y la del MMM es el CreditMetrics™ [11].

El CreditRisk" es una metodologia desarrollada por la Credit Suisse Financial Products(CSFP),
publicada en 1997, que desde entonces ha despertado curiosidad entre académicos, analistas de riesgos
de crédito y la comunidad regulatoria. Para este modelo es fundamental el conjunto de probabilidades
individuales de incumplimiento de los créditos en el portafolio, y el supuesto de que las probabilidades
de incumplimiento son pequeiias, en este sentido se observara que el niimero de incumplimientos en el

portafolio esta representado por una variable aleatoria binomial que posteriormente se podra aproximar
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por una distribucién de probabilidad Pozsson. En su versiéon més general, donde las probabilidades
de incumplimiento pueden cambiar en el tiempo, se supone ademas que estas probabilidades estan
dadas por una suma ponderada de K—factores de riesgo independientes cada uno de ellos distribuido
de acuerdo a una distribucién Gamma; asi, el portafolio queda dividido en K sectores independientes,
donde cada sector cuenta con un niimero de incumplimientos y una funcién generadora de momentos
de la pérdida. Una vez obtenida la distribucién del ntimero de incumplimientos en el portafolio, y
siguiendo el patrén de los modelos en la teoria de riesgo en seguros, se obtiene la funcién generadora
de momentos de las pérdidas en el portafolio como el producto de la funcién generadora de momentos
de la pérdida de cada sector. Finalmente, se recurre a un procedimiento numérico de recursién para

obtener la distribuciéon de probabilidad de las pérdidas.

2.2 Modelo Individual.

Supongamos que se tiene un portafolio con n pélizas individuales de seguros validas por un periodo
de tiempo [0, T].

Se considera que cada péliza de seguro en el portafolio tiene dos estados posibles:

1. Presentd exactamente una reclamacioén.

2. No presentd ninguna reclamacién.

Sea Dj: () — R la variable aleatoria que representa el estado de reclamacién de la j—ésima péliza

en el portafolio:

D 1, si hay reclamacién en la péliza j
j =
0, sino.
Sea pj = P(Dj = 1) la probabilidad de que la j—ésima poéliza presente reclamacién en [0, T], para
cadaj=1,...,n.
Definimos la variable aleatoria m; : (0 — R que representard el monto en reclamacién de

la j—ésima poliza en el portafolio durante [0,T] y Gj; la funcién de distribucién de m; para cada
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i=1,...,n (frecuentemente se utiliza la distribucion empirica ). Asumimos que m; es in-
dependiente de D; para cada j = 1,...,n. El monto por reclamacién de la j—ésima péliza en el

portafolio estd dado por el producto:

m;, siDj=1

Djm; =
0, siD;=0,
paracada j =1,... ,n. En este sentido tenemos que los datos del modelo individual son los vectores
aleatorios (D7, mq),...,(Dn, mn), los cuales podemos considerar independientes entre si. Ahora, cal-
culemos la funcién de distribucién F; de Dym;, paracadaj =1,...,n.

Para cualquier nimero entero no negativo x, {Dym; < x} = ({Dym; < x,D; =0} U{Dymy < x,D;j = 1}),

entonces,

Fj(X) = P(Djmj S X)
P(Djm]- <x | Dj = O)P(Dj = O) + P(Djmj <x | Dj = 1)P(Dj = ])
= P(Djm]-§x|D]~:0)(1—pj)+P(Djmj§x|Dj:1)pj.

1, six>0
Noétese que P(Dym; < x| D; =0) =

0, six<O,

es decir, P(Dym; < x| Dj = 0) = 1} o0)(x). Asi,

Fj(X) = P(Djmj S X | D)' = O)(] — pj) + P(Djm]' S X ‘ Dj = 1)p]
= 10,00)(X)(T = p;) + P(m; < x)pj
= Tio.00)(X)(T—pj) + Gj(x)p;.

Sea S la variable aleatoria que representa el monto acumulado por las reclamaciones ocurridas en

[0, T, es decir,

n
(2.1) S = Z Djm]’.
j=1
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Esta variable S se denomina riesgo y es el monto que afronta una compailia aseguradora por con-
cepto de reclamaciones durante el periodo de vigencia [0, T] de las poélizas en el portafolio. La ecuacién
(2.1) representa el modelo individual de riesgo para un portafolio con n poélizas individuales.

La funcién de distribucién Fg del riesgo S en el modelo individual de riesgo es

Fs(x) =P(S <x) =P(m1Dy + -+ XpyDn < x) = (Fy % -+ - x Fr) (%),

donde (Fq * - --* F,1)(x) para x > 0, son los términos de la convolucién.

n

2.2.1 Proposicion. Sea S = Z Djm;j, el modelo individual de riesgo para un portafolio con
j=1

n pdlizas indiwiduales vigentes en un pertodo [0, T], entonces se cumple:

L. Moy, (£) = 1+ pj(My (1) — 1).

2. Ms(t) = [T [1+pj(Mu, (1) — 1]
j=1

SI=) pEmyl.
j=1

3

4 VARSI =) (p)VAR my] + p;(1 — p-)Ez[mj]).
j=1

DEMOSTRACION:

Paracadaj=1,...,n,

Mp,m;(t) = E [etDimi} = [E [etDimj \ D]-H
- [etDimi | D; :o} P(D; =0) +E [etDimi |D; = 1} P(D; = 1)

= (1— pj) +E [etmj] pj = 1+ pj(Mmj (t)—1).
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2. Sabemos que (D, m1),...,(Dnx, my) son independientes entre si.

Ms(t) = E[efS] = E [etPrmitetDumal]

j=1

3. E[S]=E

n
Z Djm)'] = Z E[D;]E[m;], por independencia.
=1 j

j=1

E[S] =) EDEMm]l =) psElmyl.
j=1

n
= Z VAR[D;m;], por independencia.

n
4. VAR[S] = VAR !Z Djm
j=1

=1

VARDjmj] = E|Dfmf| — E2Djmy] = E [E [Dfm}| D;|| — E2Djmy]

— E[Dfm}|D;j=0| P(D; =0) +E [DIm? | D; = 1] P(D;

1) — (E[D;]E[m;])?

— E|m}| pj— pfE2my] = (E |m| o — E2Imjlp; ) + E*Imylp; — pfE[m;

= VAR[mylp; + pj(1 — Pj)Ez[mj]-

Entonces,
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n n
VARIS] = ) VARID;mj] = >~ (o VARIm] + pj(1 — pj) E2my ) .
j=1 j=1

2.3 Modelo Individual (Créditos).

En términos generales, el estado de un crédito otorgado puede manifestarse de dos formas:

1. La contraparte se declara insolvente y no paga la totalidad del préstamo otorgado.

2. La contraparte cancela el monto pactado originalmente.

Supongamos conocida la probabilidad de incumplimiento p de un crédito. Sea D la variable

aleatoria que modela el estado de incumplimiento de un crédito:

- 1, siel acreditado incumple
0, sino,

y m la variable aleatoria que representa el monto de la pérdida en el crédito. La pérdida que un
banco o cualquier institucién crediticia puede sufrir por el otorgamiento de un crédito viene dado por

el producto

m, siD=1

0, siD=0.

Dm =

Ademas, el valor esperado y la varianza de la pérdida asociada a un crédito se pueden calcular

directamente:

= E[Dm|D=1P(D=1)4+EDm|D =0]P(D =0)
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VARDm] = Eb%ﬁ]—ﬁmmkﬂﬂEp%ﬁ|ﬁ}—¥mmj

::Eb%ﬂD:@Pm:n+EP%ﬂD:qu:mfﬁmm

= E :mz} p— E2[mlp? = (E [mz} p— Ez[“ﬂp) + E*[mlp — E*[mlp?

= PVAR[m] + (1 — p)pE2[m].

2.3.1 Riesgo de Crédito de un Portafolio de Individuos.

A continuacién se analizara el comportamiento de un portafolio de créditos, con la finalidad de estudiar

el riesgo al que se expone una institucién prestadora de créditos.
n

Sea S = ZDjmj la variable aleatoria que representa la pérdida por riesgo de crédito de un
j=1
portafolio, donde n es una constante que indica el nimero de créditos que conforman el portafolio. m;

es una constante que indica el monto de la pérdida del j—ésimo crédito en el portafolio (m; es constante,
pues se considera un sélo periodo de tiempo) y Dj, Djym; son variables aleatorias que representan el
estado y la pérdida por incumplimiento del j—ésimo crédito en el portafolio, respectivamente.

Suponemos que las pérdidas individuales por incumplimiento de cada crédito son mutuamente
independientes, es decir, si un acreditado incumple, esto no necesariamente implica que otro hara lo
mismo. Asimismo, en este modelo se considera imposible la alteracién del ntimero de créditos en el
portafolio durante el periodo analizado. Esto impide la integracién de més créditos al portafolio asi
como la salida de los mismos.

Ahora, abordaremos el problema de encontrar la distribuciéon de pérdida de un portafolio de
créditos.

En el modelo individual de riesgo para un portafolio con n pélizas de seguros, se presentaron
dos alternativas para la obtencién de la funcién de distribucién del riesgo: la primera consistia en
calcular la convolucién de la funcién de distribucién de los montos por reclamaciones y la segunda en

obtener la funcién generadora de momentos del riesgo. Sin embargo, en la mayoria de los casos, ambas
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alternativas requieren de mucho esfuerzo computacional. Por esta razén y bajo ciertas condiciones, la
distribucién de la pérdida de un portafolio de créditos suele aproximarse por una distribucién normal.

Para aproximar la distribuciéon de la pérdida de un portafolio de créditos por una distribucién
normal, se requiere que los créditos que componen el portafolio tengan probabilidad de incumplimiento
comin y el nimero de créditos en el portafolio sea “suficientemente grande”. Asi, las variables de cada

crédito quedan definidas de la siguiente manera:

m;, con probabilidad P(D;=1) =p
Djm]' =
0, con probabilidad P(D; =0) =1 —p.
Bajo el supuesto de que las pérdidas por incumplimiento individuales de cada crédito son mu-
tuamente independientes se tiene que el valor esperado y la varianza de la pérdida en el portafolio

son:

n

(2.2) E[S|=E|> Dymj| =) EDyml=p) my,
j=1 j=1

j=1

n
donde, Z m; es el monto total de la pérdida en el portafolio.
j=1

n n
VAR[S] = VAR |) Djmj| =) VAR[D;my
j=1 j=1

(2.3) = p(1—p)) mj.

j=1
Finalmente para n “suficientemente grande”, tenemos Dym;,... ,Dmy,... una sucesién de va-
riables aleatorias independientes no idénticamente distribuidas, donde E[Djm;] = pm; y VAR[Dym;] =

p(1— p)mjz, para cada j =1,.... Ademas, si K =max{m;:j=1,...} resulta:
F(K) = P(Dymy < K) = 1j050)(K)(T—p) + G;(K)p

= T (K)(1T=p)+P(m; <K)p=1(1-p)+Tp =1,
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para todo j = 1,..., es decir, con probabilidad 1, las variables D;m; estdn uniformemente acotadas
o
para todo j = 1,.... También se cumple que ZVAR[Djm)-] = o0, por ser m; constante. Luego, por

j=1
el teorema (1.10.2)

lim P(S <z)=Fz(z),

n—oo

donde

(2.4) S~N pij,pU—p)ij2

Al contar con una distribucién de pérdidas por riesgo de crédito, cualquier banco o institucion
financiera podra conocer la cantidad monetaria que pone en riesgo por la posesiéon de un portafolio de
crédito. Asimismo, como se verd a continuacién, podra conocer la cantidad monetaria necesaria para
afrontar las pérdidas del portafolio con un nivel de confianza «, comunmente bajo (generalmente

suele ser 0,01%, 0,5%, 1% o 5%) y, por tanto, representando un escenario grave y poco probable.

2.3.2 Valor en Riesgo, Concentracién y el Limite Individual.

2.3.1 Definicién.
Supongamos que Y es una variable aleatoria y sea x € [0,1]. Decimos que el numero z es un

x—percentil si se cumple:

P(Y<z)<a<P(Y<z).

El mayor a—percentil es:

zo(Y) =infly : P(Y <y) > «}.

2.3.2 Definicién.
Supongamos que Y es una variable aleatoria y sea « € [0,1]. Definimos el valor en riesgo de

Y a un nwel de confianza « por:



41

VaRy(Y) = —z4(Y).

En el caso en que Y representa el rendimiento de un portafolio, el VaRy(Y) es el cuantil de la
distribuciéon de Y que indica la pérdida méaxima del portafolio, en un periodo dado a un nivel de
confianza « fijado por el analista. Por ejemplo, si un banco tiene un portafolio de créditos con monto
total de $5.000.000 y el valor en riesgo mensual del portafolio a un nivel de confianza & = 5% es de
$200.000, entonces, la probabilidad de que el banco presente en el mes una pérdida mayor o igual a

$200.000 es de 0, 05.

A continuacién se presentan algunas propiedades de VaR.

2.3.1 Proposicién. Sea Y una variable aleatoria y t € R, luego VaR cumple con los siguientes

enunciados:

1. Y > 0 entonces VaR4(Y) < 0.

2. VaR4(tY) = tVaR4(Y), para todo t > 0.

3. VaR4(Y +t) = VaR4(Y) —t.

Notese que si Y representa el rendimiento de un portafolio, podemos interpretar las propiedades

anteriores de la siguiente manera:

1. SiY > 0, entonces, el margen de riesgo del rendimiento en el portafolio VaRy(Y) < 0, es decir,
el inversionista no tiene que crear reservas de capital para afrontar el riesgo por pérdidas en el

portafolio.
2. Sit >0, para la variable tY, VaRy(tY) resultard directamente proporcional a Y.

3. Si al rendimiento Y de un portafolio se le suma una cantidad t en efectivo, el riesgo resultante
disminuye en esa cantidad, puesto que al ser t libre de riesgo, se considera como parte del margen

de riesgo. Un efecto andlogo, aunque opuesto, ocurre cuando t < 0.
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Ahora, pasaremos a calcular el VaR de una variable aleatoria Y, a través de un método analitico de
uso frecuente en mercados en equilibrio (sin turbulencia econémica) y durante lapsos cortos de tiempo.
A grandes rasgos este método depende de la existencia de tablas de percentiles para la distribucién
normal.

Y —
Supongamos que Y ~ N (u, 02) yZ= 7”, luego
o

P(Y < —VaRy(Y)) = P (z < JWWW) o

(o

Utilizando las definiciones (2.3.1), (2.3.2) y la proposicién (2.3.1) obtenemos:

“2alZ) = VaRa(Z) = SVaRa(Y —p) = SVaRa(Y + ()

1
VaRa(Y) +

! VaRa(Y) = (—p)] = =

=
o

es decir,

(2.5) —VaRa(Y) = (za (Z) 0+ 1),

donde z, es el mayor o—percentil de la variable aleatoria Z ~ N(0, 1).

Nota.

En el capitulo 3, pasaremos a calcular el VaR de una variable aleatoria cuya funcién de distribucion

no es necesariamente normal y los lapsos de tiempo son mas extensos.

A continuacién daremos un ejemplo que nos permitiré ilustrar como funciona el modelo individual.
Para esto es necesario expresar el concepto de pérdida no esperada en términos de la pérdida esperada y
el valor en riesgo de la variable aleatoria que representa la pérdida en el portafolio para un determinado

periodo de tiempo.
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2.3.3 Definicion.
Sea Y una variable aleatoria que representa la pérdida de un portafolio en un cierto periodo
de tiempo. S1 Y ~ N (u, 02), definimos la pérdida no esperada (PNE) en el portafolio para un

determinado periodo de tiempo como:

PNE = —VaRg(Y) — PE.

Veremos a continuacién que podemos escribir la pérdida no esperada como un multiplo de la
desviacién estandar de la distribucién de la pérdida:

por la definicién (2.3.3) obtenemos:

PNE = —VaR.(Y)—PE
= zx(Z)o+p—p
= (z«lZ)) 0,

donde, Y ~ N (u, 02) representa la pérdida en el portafolio para un determinado periodo de tiempo y

Z= (Y_”> ~N(0,1).

o

2.3.1 Ejemplo. La informacion de los portafolios que se utiliza estd dividida en dos partes:
la correspondiente a las probabilidades de incumplimiento y, por otro lado, la de los montos.
Para la primera parte se utiliza informacion mensual de enero de dos mil a marzo de dos
mal uno de portafolios de crédito del ambito hipotecario mezicano. En este ejemplo, para todos
los portafolios se tiene la misma probabilidad de incumplimiento p a un ano. Para cada mes la

probabilidad de incumplimiento a un ano estd dada en la siguiente tabla:
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Tabla 1.
Probabilidades de incumplimiento
Fecha Serie 1
Ene-00 18,87%
Feb-00 10,73%
Mar-00 8,50%
Abr-00 8,33%
May-00 7,71%
Jun-00 7,18%
Jul-00 7,85%
Ago-00 6,79%
Sep-00 7,26%
Oct-00 7,47%
Nowv-00 6,99%
Dic-00 6,78%
Ene-01 5,68%
Feb-01 5,83%
Mar-01 5,37%
Promedio 8,046%

Nota.

De la tabla anterior tenemos que entre el mes de enero de dos mil y enero de dos mil uno, 18,87%
representa el porcentaje del total de acreditados que estardn en estado de incumplimiento, en
cualquier portafolio del admbito hipotecario mezxicano.

Por otro lado, la informacion acerca de los montos es totalmente hipotética y construida
con el objeto de tlustrar como se diferencia el comportamiento de dos portafolios en los cuales
el monto total se reparte de maneras diferentes. Para esto se construyeron dos portafolios, los
cuales tienen el mismo numero de créditos asi como el mismo monto total, pero repartido de

manera distinta.
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Tabla 2.
Portafolio 1 Portafolio 2
Montos # Acreditados Montos # Acreditados
$ 400 15 $ 8.200 499
$ 1.200 10 $ 540.400 1
$ 1.600 15
$§ 2.000 24
$ 2.400 30
$ 2.800 38
$ 8.200 30
$ 4.800 90
$ 5.200 120
$ 5.600 128
$ 2.137.200 500 $ 2.137.200 500

Sea S; la variable aleatoria que representa la pérdida por riesgo de crédito del i—ésimo portafolio,
donde i=1,2.

Sabemos de la seccién (2.3.1) que para aproximar la distribucién de S; por una distribucién normal,
se requiere que los créditos que componen cada portafolio tengan probabilidad de incumplimiento
comun y el niimero de créditos en el portafolio sea “suficientemente grande”.

La probabilidad de incumplimiento p para todos los créditos, se calculé como el promedio de la
serie 1, es decir, p = 8,046%. Ademaés, cada portafolio cuenta con 500 acreditados y un monto total
de $2.137.200. Noétese que la probabilidad de incumplimiento p, no considera las diferentes maneras
en que se reparte el monto total de cada portafolio.

Para Portafolio 1 obtenemos de la ecuacién (2.2) seccién (2.3.1), que la pérdida esperada es:

E[S1] = (0,08046)(2.137.200) = 171.959
y para el Portafolio 2
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Medicién del Riesgo de Crédito.

E[S2] = (0,08046)(2.137.200) = 171.959.

Asimismo, para Portafolio 1 obtenemos de la ecuacién (2.3) seccién (2.3.1), que la desviacién es-

tandar de la pérdida es:

o1 = v/ VAR[S1] = V/759.216.671 = 27.554

y para el Portafolio 2

02 = /VARI[S,] = v/21.984.398.075 = 148.271.

Por la ecuacién (2.5) seccién (2.3.2) tenemos que:

para Portafolio 1

—VaR(0,995) = [(2,58)(27.554) 4+ 171.959] = 242.933

y para el Portafolio 2

—VaR(0,995) = [(2,58)(148.271) + 171.959] = 553.879,

donde 2,58 es el valor del percentil al 99,5% de la variable aleatoria Z = w ~N(0,1).
Los resultados se muestran en la siguiente tabla: '
Tabla 3. Modelo Individual.
Portafolio i || Probabilidad de incumplimiento=Promedio || Pérdida esperada=E[S;] || -VaR(0,995) | -VaR(0,995)%
Portafolio 1 0,08046 $ 171.959 $ 242.933 11,36%
Portafolio 2 0,08046 $ 171.959 $ 553.879 25,91%

Ahora, podemos calcular las pérdidas no esperadas, es decir, la pérdida por encima de la esperada,

en que puede incurir el acreedor, por incumplimiento de sus deudores.

Estas pérdidas indican al

acreedor cuanto capital econémico debe tener en reserva por la tenencia de un portafolio. Luego, por

definicién (2.3.3) la pérdida no esperada en Portafolio 1, es:
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PNE = 242.933 —171.959 = 70.974
y para el Portafolio 2
PNE = 553.879 — 171.959 = 381.920.

Concentracion.

Como se vera a continuacién, es pertinente hablar del tema de la concentraciéon, pues a grandes rasgos,
la concentracién es una caracteristica del portafolio, que se determina considerando el monto total
del portafolio y el total de créditos, ademas, es una fuente importante de riesgo. Nétese del ejemplo
anterior que el Portafolio 2 presenta una porcién importante del monto total en un sélo crédito, esto
generd en cierta medida un aumento considerable del valor en riesgo, por tanto, para el andlisis y
medicioén del riesgo resulta razonable contar con una medida de concentracion.

El nivel de concentracién de un portafolio est4 dado por la forma en que se reparte el monto total
que se invierte: entre los acreditados, entre diferentes sectores de la economia o incluso entre diferentes
regiones geogréficas.

Un portafolio de créditos presenta un nivel alto de concentracién si una porcién importante del
monto total se asigna a un grupo pequeiio de acreditados o a un mismo sector de la economia. Por
ejemplo, la concentraciéon puede ocurrir en el sector textil, automotriz, servicios, etc; o como en el
ejemplo (2.3.1), cuando se otorga una porcién considerable del monto total a un solo acreditado.

Tradicionalmente, las instituciones financieras atienden el riesgo de concentracién fijando un limite
a la cantidad maxima que puede prestarse a un sélo deudor (limite individual), a lo largo de las
diferentes dimensiones donde puede ocurrir concentracién; esto es, por industria, regién geografica,
productos, paises, etc. En lo que sigue, se supone que la concentracién ocurre en una sola dimensién,
la probabilidad de incumplimiento p de cualquier crédito es la misma para todos los créditos y cada
uno es independiente de los demés. Frecuentemente, el limite individual se expresa como una porcién
b del capital econémico K (capital que una institucién financiera estima necesario para hacer frente a
los riesgos del negocio bancario). Sin embargo, cuando se menciona el tema de la concentracién del
crédito, en general se refiere a la porcién del crédito total que estd concentrada en un sélo individuo

o pequeilo grupo de deudores. Asi, cualesquiera que sean las virtudes de establecer limites como
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porcentaje del capital econémico, ello no da mucha informacién sobre la concentracion del crédito de

un portafolio.

En particular, observamos que la concentracién no siempre es evidente, si se establece como limite
de crédito una porcién del capital total de la institucién financiera. Por ejemplo, si un banco estima
un capital econémico K = $10 millones, por la tenencia de un portafolio de créditos de monto total
V = $20 millones, y los créditos estan limitados a no exceder el 12% de K, entonces, un crédito por un
monto de $1.200.000 seria suficiente para que el portafolio presentard un nivel alto de concentracion.
Por esta razén, es necesario pensar en la concentracién en términos de proporciones del valor total
del portafolio de crédito, y cambiar el concepto de los limites. Asi para propésitos de concentracion

crediticia, se fijaré el limite individual como una porcién 0 del monto total V del portafolio.

Veamos que 0 y 0 estdn relacionadas linealmente a través de la razén de capitalizacién de la
institucién financiera (porcién del monto total del portafolio que representa el capital econémico),

K
definida como 1\ = v

Sea Djm; el monto de la pérdida por incumplimiento del j—ésimo crédito en el portafolio, donde

j=1,...,r. Ahora,

K
Dym; < 5K = 5V = 5V = V.

Asi, el limite sobre el tamaino de los créditos se puede representar mediante la restriccion

Djm]- < 9\/,

conj=1,...,r. Por ejemplo, supongamos un banco con un portafolio de créditos de monto total
V = $100 millones, capital K = $25 millones y & = 50%, luego, b = 0,25 y 0 = 6 = 12,5%. Notese
que & = 50% de K, representa un 0 = 12,5% de V.

Si la concentracion ocurre por adjudicar una porcién importante de los créditos a un ntmero
pequeno de deudores, entonces la maxima concentracién que se tiene, respetando el limite, se da
cuando se concentra todo el capital en un minimo ntimero de créditos n, donde n es el maximo valor

tal que se cumple Dym; < 0V, paraj=1,... ,n. Es decir,
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- 0V, paraj=1,...,n
jm; =
0, paraj=n+1I,n+2,...,r

n
y Z Djm; = V. Entonces,
j=1

n
> Dym; =n(6V),
j=1

es decir, V=n0V. Asi, no =1.

La situacién anterior podemos describirla considerando n ensayos de Bernoull: independientes
con probabilidad de éxito (incumplimiento) p = P(Dj =1) paraj =1,... ,n. Si definimos la variable
aleatoria N : Q — R, tal que N = # de incumplimientos en los n ensayos, entonces N ~ bin(n,p) y

la probabilidad de que m de los n acreditados incumplan estd dada por

n
PIN=m) = P (1 —p)
m

Sabemos que, para n grande, la distribucién binomial se puede aproximar por una distribucién

normal, donde: p=npy o= +/np(l—p).

—p

Si definimos Z = , @ un nivel de confianza « y usando la definicién de VaR, resulta que el

numero de créditos incumplidos es:

—VaR(N) =np +ng(Z)/np(1 — p),

donde ny(Z) es el cuantil de Z ~ N(0, 1), que corresponde al nivel de conflanza . Ahora, si Dym; = 0V
paraj = 1,...,n, entonces el valor en riesgo de la pérdida por riesgo de crédito S, de un portafolio

que posee este patrén de concentracién con nivel de confianza « es:

—VaR«(S) = —VaR4(N)oV.
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Si se quiere que la pérdida con nivel de confianza «, no exceda el capital K, es decir, si queremos

que se cumpla la condicién de suficiencia de capital econémico, entonces:

[np + n(xm} oV < K,

como no = 1, entonces,

(n0)p + na(Z)y/np(1—p)0 < %
p(1-p)0 < (wp)zn%j(z),
es decir,
(2.6) o< W—p)?

ni(Z)p(1—p)’

donde \ = é es la razén de capitalizacién de la institucién financiera.

Noétese que la desigualdad (2.6) relaciona un indicador de concentracién 6, con la razén de capi-
talizacién 1\ de una institucién, el riesgo de incumplimiento de los créditos individuales a través de la
probabilidad de imcumplimiento p, y el monto en riesgo a través de ny(Z). El limite individual de los
créditos OV se asocia con el minimo niimero de deudores donde se concentra todo el crédito n = %,
que es también un indicador de concentracién, por lo que la cota obtenida también se puede tomar
como un limite para la concentracién del portafolio.

En los términos anteriores, la suficiencia de capital existe si se satisface la desigualdad siguiente:

(2.7) P = % > _V%“(S) = p+nalZ)y/p(1—p)0.

La desigualdad (2.7) representa la relacién de suficiencia de capital en términos del riesgo de crédito

del portafolio, que explicitamente incluye una medida 6 de la concentracién del portafolio.
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El patrén de concentracion descrito, en donde el portafolio de crédito contiene exactamente n
créditos en el tope permitido, no es muy realista. Ahora, vamos a obtener un indicador de concen-
tracién, que tenga sentido en términos del monto en riesgo, y que al mismo tiempo sea mas flexible

en la conformacién de un portafolio de crédito de una institucién financiera.

De la expresion (2.4) resulta que para n grande el riesgo

n

n
S~N{p) mjp(l—p)) m

j=1 j=1

Ahora, bajo un nivel de confianza « tenemos:

.M ;
2,

—
—_

—VaR4(S) = pij +nul(Z), | p(1—p)
i—1

—VaRy(S)

Como se quiere que v

< — =V, obtenemos

K
%
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p+mal2) ol —p) g < =¥
(B
> m

na(2) |p(1—p)—= < Wp

T (¥ —p)?
T N2 " nZZp(l—p)
(-;m")

=

Notese que esta cota superior es la misma que se obtuvo en el caso anterior, cuando se supuso
que el portafolio consistia de n créditos del mismo monto 8V. La diferencia es, que en lugar de usar
el limite de crédito otorgable a un deudor como medida de concentracién, ahora la concentraciéon del

crédito esta medida por:

2
m;

o8

I
4

(2.8) H(S) = —

n =
i)
j=1

La medida dada por la ecuacién (2.8) se conoce como el indice Herfindahl-Hirschman. Este
indice toma valores entre el reciproco del niumero de créditos (n) de un portafolio, y uno. Asi, para
un portafolio totalmente diversificado en donde todos los créditos tienen el mismo monto, H(S) = %,
mientras que si H(S) = 1, necesariamente se tiene monto total del portafolio se encuentra totalmente

concentrado en un sélo crédito.
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Para el ejemplo (2.3.1) obtenemos:

Tabla 4.

Portafolio H(S)

1 0,00224659

2 0,06505394

El portafolio 2 presenta mayor concentracién que el portafolio 1, pues, H(S7) < H(S»). Es decir, el
portafolio 2 presenta mayor riesgo de perder el monto total, ya que sélo es necesario el incumplimiento
del crédito de mayor monto.

Ante la posibilidad de concentracién en el portafolio, es posible estimar las correlaciones entre
los acreditados. Con éstas y por medio de una distribucién normal se puede obtener una relacién
explicita, similar a la anterior, entre el valor en riesgo y la concentracién del portafolio. Sin embargo,
la estimacién por esta via presenta dos problemas:

Primero, el uso de la distribucién normal supone que la distribucién de pérdidas es simétrica,
cuando empiricamente ha mostrado que existen créditos con montos superiores al promedio, que
provocan eventuales pérdidas superiores a la esperada.

Segundo, la estimacién de correlaciones entre acreditados requiere de mucha informacién detallada
de los acreditados (la informacion de los acreditados, normalmente no estd disponible o no es
confiable).

De esta manera, la teoria de riesgo individual es una herramienta 1til para modelar el riesgo de
crédito, pero, esto se consigue a costa de varios supuestos; mientras que existen otras herramientas de
la teoria de riesgo que permiten atacar el problema de forma alternativa. En particular quedan por

responder las siguientes preguntas:

1. ;Como obtener una distribucién de pérdidas con créditos no independientes?

2. jCoémo estimar una distribucién de pérdidas consistente con la observacién en la realidad?

En la siguiente seccién se expondrd un modelo que permite considerar, més eficazmente, las co-

rrelaciones entre los créditos de un portafolio.
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2.4 Modelo Colectivo.

Una nueva fase en el desarrollo de la teoria de riesgo en seguros se dio con los estudios de Filip
Lundberg (1909,1919) que dieron origen a lo que se conoce como teoria de riesgo colectivo. Contrario
a la teoria de riesgo individual, donde se consideran los montos de todas las pélizas de seguros del
portafolio para un periodo dado, la teoria de riesgo colectivo considera sblo aquellos montos de las
polizas de seguros en estado de reclamacioén, es decir, el nimero de reclamaciones en el modelo colectivo
es una variable aleatoria. A esta teoria se le llama colectiva, porque su principal objetivo es estudiar
la colectividad total y no a los individuos que componen esta colectividad, en otras palabras, lo que
interesa es el monto total de las reclamaciones que produce la colectividad y no el monto de reclamacién

de cada individuo.

La teoria de riesgo colectivo, a grandes rasgos consta de una serie de modelos que involucran dos
procesos aleatorios: el proceso del nimero de reclamaciones y el proceso del monto acumulado

por reclamaciones. Este tipo de modelos se llaman procesos compuestos.

A continuacién se da la estructura de un modelo colectivo de riesgo en seguros, para propiciar una
mejor comprensién del tépico y luego se expone una serie de modelos colectivos, empezando por el
Proceso Poisson Compuesto. Posteriormente, introducimos una generalizacién del mismo, el Proceso
Poisson Mixto, llegando al Proceso Pélya Compuesto y finalmente se procederé a la aplicacién de los

modelos mencionados anteriormente a portafolios de créditos.

Supongamos que se tiene un portafolio con un niimero n =0, 1,..., de pdlizas de seguros validas
por un periodo de tiempo [0, T]. Sea N : QO — R la variable aleatoria que representa el numero de
reclamaciones ocurridas en [0, T], y sean Yj : O — R, con j = 1,... N las variables aleatorias que

representan los montos por reclamacién de las poélizas.

Se considera que Y7,...,Yn son independientes entre si y comparten la misma distribucién de
probabilidad. Asimismo, el nimero de reclamaciones N y los montos de éstas, Y7,..., Yx son variables

aleatorias mutuamente independientes.

Sea S: QO — R la variable aleatoria que representa el monto acumulado por reclamacién durante

el periodo de vigencia [0, T] de las pélizas, es decir,
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(2.9) S=) V.

La variable S se denomina riesgo, y la ecuacién (2.9) representa el modelo colectivo para un
portafolio con un nimero n =0, 1,..., de pélizas de seguros validas por un periodo de tiempo [0, T].

A continuacién se presentaran algunas caracteristicas probabilisticas fundamentales de S.

2.4.1 Proposicion. La funcion de distribucion del riesgo S en el modelo colectivo es
o
Fs(x) =P(S<x) =) G™(x)P(N=n),
n=0

donde G, representa la funcion de distribucion comin de los montos por reclamacion de las

polizas.
DEMOSTRACION:
o0
Sea A, ={N =n} paracadan=0,1,..., sabemos que U An =0, donde AjNAL =0,

n=0

siempre que j # k.

SéﬁzﬂﬂBéﬂz(UAQﬂ6§ﬁ=UHN=M05§m,

n=0 n=0

donde (A; N{S < x}) N (AxN{S < x}) =0, siempre que j # k.

Fs(x) = P(S<x)=P (G({N =njN{S SXH)

n=0

= iP(N:n,ng):iP(ng\N:n)P(N:n)

n=0 n=0

= > G™xP(N=n).
n=0
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Pues para n fija, la funcién de probabilidad de Y1+ - - -+ Y,, estd4 dada por la n—ésima convolucién

de G.

|
N

2.4.2 Proposicion. Sea S = ZYj el modelo colectivo de riesgo para un portafolio con un
j=1

nimero n = 0,1,..., de pdlizas de sequros vdlidas por un pertodo de tiempo [0, T], entonces se

cumple:

2. E [52] — E[NJE [YZ] CEIN(N — 1)]E2[Y].

3. VAR[S] = VARIN]EZ[Y] + VARIYIE[N].

4. Ms(t) = My (In(My(t))).
DEMOSTRACION:

1. Como los montos por reclamacién son variables aleatorias independientes y estan idénticamente

distribuidas, para un k fijo tenemos:

k
> Y| =kEV]
j=1

Ademaés, como el ntimero de reclamaciones N y los montos de éstas son variables aleatorias

mutuamente independientes, tenemos:

E[S] = E[E[S|N]] :iE[S|N =nJP(N =n)
n=0
= iE ZY\N_nP iE ZY P(N

n=0

= Y mEYIP(N=n)=E[Y]) nP(N=n)=E[EN]



[’

VARS] = E [52] —E2[8]
— (EINJE |[Y2] + EIN(N = 1)JE*Y]) — (EINJELY])?
N (E [Yl} - EZ[Y]) +E2[Y] (E [NZ} - EZ[N])
= E[NJVAR[Y] + E2[Y]VAR[N].
Ms(t) = E [ets} —E [E [ets | NH

— i E [t W) N —n| P(N =n) = i E [t )] PN =)
n=0

57
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Notese al igual que en el modelo individual de riesgo, la funcién de distribucién del riesgo S en el
modelo colectivo de riesgo involucra la convolucién de la funcién de distribucién de los montos por
reclamaciones, la cual no siempre se puede obtener de manera sencilla. Sin embargo, existen férmulas
recursivas que facilitan su calculo y son faciles de implementar computacionalmente. A continuacién,

se expone la férmula de Panjer.

2.4.1 Foérmula de Panjer.

Bajo las hipoétesis del modelo colectivo de riesgo Yi,... , YN son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, ademas, el nimero de reclamaciones N y los montos de éstas Yq,...,Yn
son mutuamente independientes. La férmula de Panjer proporciona una expresiéon exacta, aunque
recursiva, de la distribucién de probabilidad del riesgo en el modelo colectivo, y es valida cuando la

distribucién del ntimero de reclamaciones N y los montos cumplen con ciertas condiciones.

2.4.3 Proposicion. Sea N una variable aleatoria discreta a valores enteros mo-negativos y

px = P(N =k), para todo k =0,1,... su funcién de probabilidad, entonces

—(a+ D)
Pk = K Pkr—1

se cumple cuando:

1. N~ bin(n,p) con a:—<p> b:w.
T—p (1—0p)

2. N~ Poisson(A) cona=0yb=A.
3. N~ binneg(a,p) cona=1—p yb=(x—1)(1—p).
DEMOSTRACION:

1. Tenemos que N ~ bin(n, p), es decir,

n
pk=P(N =k) = . pX(1 — )k



P (n+Tp
donde k=0,1,... ,n. Sea, a=— —— b=—"—.
(1 —p) )

Parak =0, pp=P(N=0)=(1—p)™

P (n+T)p n n 1 e
Parak =1,01 = |— + (1—p)" = p (T—p)" .

(T=p)  (T—0p) 1
Para k > 1,
_ P Ty kp+mnp+p n
T—p) — k—1 n—k+1
Pk = |— + Pk—1 { ] P (1—0p)
b (1—p) = X |7F k(1—p) K1
= k(1 —p) ¥
k
)\k
. Tenemos que N ~ Poisson(A), es decir, px = P(N =k) = e*}‘g

parak=0,1,.... Sea, a=0y b=A.
Parak =0, po=P(N=0)=e .

A Al
Parak =1, p1 = <O—|— ]) e = e*AT.

A A\, AR AAK
Para k > 1, px = <O—|—k> Pr_1 = (k) e k— 1) =e o = Px.

. Tenemos que N ~ binneg(«, p), es decir,

parak=0,1,.... Sea,a=T1—pyb=(ax—1)(1—0p).

59
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Parak =1 p; = [(1—p)+

Para k > 1

(1—p)kp* [(ax+k—2)(x+k—T1)
Kl (—1)!

P = [(1p)+

Nota.

Otras distribuciones conocidas también satisfacen la condicién de recurrencia anterior, sin embargo,
a efectos de este trabajo nos limitaremos a considerar solamente los tres casos anteriores.

Ahora, supongamos que el monto Y; de las reclamaciones son tales que
P(Y; e N) =1.

En los céalculos que siguen usaremos la siguiente notacién:

fr=P(Y=1),0:=P(S=1)y fi*=P(YV1+ Y2+ -+ Y =1).

r—1
En particular f:(kﬂ) = (f*k * f) = Z L
T

i=1

QrZP(SZT)ZZP(S=T|N=k)P(N :k)ZZfikpk, parar > 1,
k=1 k=1
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2.4.1 Lema. Sean Y1,Y,, ..., Yy variables aleatorias discretas a valores enteros no-negativos,
fr = P(Y = 1), su funcion de probabilidad comin y f:* = P(Y7 + Y, +--- + Yy = 1) la k—ésima
convolucion de f,, para todor =0,1,.... Sea N una variable aleatoria discreta a valores enteros
no-negativos cuya funcion de probabilidad pyx satisface la condicion de recurrencia. Entonces

se cumplen las siguientes propiedades:

1. E[Y1|ZY_T

=—, para k> 1.

b
2. pifi* = pr Z <Cl+ 1) frkl ”fi, para k > 2.

DEMOSTRACION:

k 00 k 00 k
E [Y1 IZYi:r] - th <Y1 :tIZYi:T> :thkP <Y1 :tIZYi:r>
i=1 t=1 i=1 k t=1 i=1

= ;i [P<Y1—t|ZY—r> +P<Yk thi:r>]

o]

Kk
Notese que la serie Z t Z P ( =t| Z Y = r) , se pudo separar en la suma de series
t=1 | j=1

00 k 00 k
> tP <Y1 :tIZYi:r> +oot ) P (Yk:tIZYi:r>,
t=1 i=1 t=1 i=1

0 k o0 k
pues, las series Z tP <Y1 =1| Z Y, = r) yeen ,Z tP (Yk =t] Z Y = r) son convergentes.
t=1

t=1 i=1 i=1
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k k

k k
asi, P ZYj:t\ZYi:r =0.
j=1 i=1

k 3 3
Sir =1, entonces, P ZYj:t,ZYi:T :P<ZY12T>,
i=1

j=1 i=1

k k
asi, P ZYj:t\ZYi:r =1.
j=1 i=1

. 1 — K K 1 T
Finalmente, EZtP ZYj:t|ZYi:r :E(T)] =
t=1 j=1 i=1
2. Parak > 2

r—1 . T .
bi\ L(k— bi . .
K1) <a+ r) £ = o > (a+ T) P(Ya+ - 4+ Ye=r—1P(Y1 =1)
il

d bi _ .
= Py <a+r> PYi=4, Yo+ +Yie=r—1).
i

r—1
Sabemos que, (Y1 +---+ Y =1) = U[(Yl =U)NYa+-+Ye=r—1),

i=1
ademas, (Yi=1)N Yo+ - +Ye=71—1)=(Y7=1)Nn (Y7 +---+ Y =1), entonces

k
PV =1Y 4+ Ve=r—1) =PV =i,V1+-+Ve=1)=P | V1 =1 Yj=r
j=1
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Pr— 1Z<a+ >PY1_1 Yo+ 4+ Ye=r—1) =

k

K
— pk1Z<a—|—br> Y1=i|ZYj=T P ZYJ':T
j=1 j=1

k
bY
= px_E <a+1)ZY] | fik

=1

—.

k
b b
= _ at+ —E|Y Y: =r Fk—o5 - [a f*k_ f*k
Pr-1 | @t 1|]§_1; T pk1<+> Pk
|
A continuacién se da a conocer una version de la féormula de recursion de Panjer, ampliamente

utilizada en el ambito de la teoria de riesgo en seguros.

2.4.1 Teorema. (Férmula de recursion de Panjer). Supongamos que se tiene un portafolio
de seguros con un numero n =0,1,..., de pdlizas de seguros vdlidas por un periodo de tiempo
[0,T]. Ademds, sea N la vartable aleatoria que representa el numero de reclamaciones ocur-
ridas en [0,T] y tal que la funcidn probabilidad p de N, satisface la condicion de recurrencia.
Sean Y;, con j =1,... ,N variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, que
representan los montos de estas reclamaciones.

Sea S la variable aleatoria gque representa el monto acumulado de todas las reclamaciones
N

efectuadas durante el periodo de vigencia [0,T] de las pdlizas, es decir, S = ZY)-, entonces, la
j=1
probabilidad g = P(S =) estd dada por

T

go =P(S =0) =P(N =0) = po.

DEMOSTRACION:
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Parar > 1
gr = P(S=1)=) P(S=1|N=kPN=K
k=1
= Zf*k k—frp1+Zf*’<pk
k=2
oo 11
:(a+brm+§:Z:&H— )m_fj1%
k=2 i=1

= (a+b) rpo+Z<a+ >f > i

i=1 k=2

r—1
bi
= (a+b) rpO+Z<a+ >figri

i=1

br ! bi r bi
= <a + r) frgo + Z <a + r) figri = Z (a + r> figr—i.
i=1 i=1

r—1

o0
bi o (k— .
Noétese que la serie Z (a + ) Pk—1fr$ ”fi, se pudo separar en la suma de series
k=2 i=1

i=
r—1 bi %) (=T)
*(k—
E1 (Cl—|- T> fi E -1ty
i= k=2

b(r—1)
pues, las series <a + > 1 Z Pk— 1f , ( + r) 1 Z Pk— 1f ) son convergentes.

2.4.2 Modelo Poisson Compuesto.

Bajo las hipétesis y condiciones de las secciones anteriores, si el nimero de reclamaciones N en el
modelo colectivo de riesgo tiene una distribucién Poisson de parametro A, se dice que el riesgo S

tiene una distribucién Poisson compuesta, y se tienen los siguientes resultados.

N

2.4.4 Proposicion. Sea S = ) Yj el modelo colectivo de riesgo para un portafolio con un
j=1

numeron =0,1,..., de pdlizas de sequros vdlidas por un periodo de tiempo [0,T]. St el riesgo

S tiene una distribucion Poisson compuesta, entonces
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1. E[S] = AE[YI.
2. VAR[S] = AE[Y?].

3. Ms(t) = MMvI-T),

DEMOSTRACION:

Por simplicidad utilizaremos la notacién dada en la definicién (1.8.2) para los momentos de una
variable aleatoria. Es decir, para un entero k > 0 denotaremos E [Yk} = W, €l k—ésimo momento de

Y.

De la proposicién (2.4.2) tenemos,

1. Como E[N] = A y E[Y] = u, entonces, E[S] = E[N]JE[Y] = Apn.
2. Como VAR[N] =A y VAR[Y] =E [Yz} — E?[Y] = W — uz, entonces,
VAR[S] = VAR[NJE2[Y] + VAR[Y]E[N]
= AP+ (uz — u2> A=A

3. Del ejemplo (1.9.1),

Ms(t) = Ma(ia(My (1)) = M)

Por otro lado, aplicando el teorema (2.4.1) a la distribucién Poisson compuesta con montos em-

piricos del portafolio de seguros, se tiene que la probabilidad de sufrir una pérdida de tamafo r es:

T

N
gr=P(S=1)=Y “P(Y=1)g, i parar>1,
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2.4.3 Modelo Poisson Compuesto Mixto.

Bajo las hipétesis y condiciones de las secciones anteriores, si el nimero de reclamaciones N en el
modelo colectivo de riesgo tiene una distribucién Poisson cuyo parametro /A es una variable aleatoria,

se dice que el riesgo S tiene una distribucién Poisson compuesta mixta. Se cumple paran =0,1,...,

—A\n
e A
PN=n|A=A)= .
n!
N
2.4.1 Definicion. Sea S = ) Y;j el modelo colectivo de riesgo para un portafolio con un
=
numeron =0,1,..., de pdlizas de sequros vdlidas por un periodo de tiempo [0, T]. Si el riesgo S

tiene una distribucion Poisson compuesta mizta con pardmetro A y /A es continua con funcion

de densidad fA. Definimos:

n!
N
2.4.5 Proposicion. Sea S = ) Yj el modelo colectivo de riesgo para un portafolio con un
j=1
numeron =0,1,..., de pdlizas de sequros vdlidas por un periodo de tiempo [0, T]. Si el riesgo S

tiene una distribucion Poisson compuesta mixta y fao es la funcion de densidad de A, entonces

2. E [52] — E[AJE [YZ} YE [/\2} E2[Y].
3. Ms(t) = MA(My(t) —1).
4. VARI[S] = VARIAJE2[Y] + E[AJE [YZ] .

DEMOSTRACION:

Aplicaremos los resultados de la proposicién (2.4.2).
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1. Sabemos que E[S] = E[N]E[Y].

Ahora,

o0 T oA
EN = Y anen? fA(?\)dA]
0

Luego, E[S] = E[AJE[Y].

—A\ T o0
. e A . : . .
Noétese que {n ' f /\(7\)} es una sucesién de funciones medibles no negativas, luego, por
n!
n=0
el teorema de la convergencia moncdtona se pudo intercambiar la serie por la integral.

2. Sabemos que E [SZ} — E[NJE [Yz} +E [NZ} E2[Y] — E[NJE[Y].

Calculemos la funcién generadora de momentos de N,

Mn(t) = E[e™] =3 emP(N=n)
n=0
0 e e M\ e e etmAn
— Y e J FA(VA = J MY FAM)dA
n! n!
n=0 0 0 n=0
tHn <
— |e? (Z e ) fA(NdA = Je—*eM‘fA(A)dA
o n!
- 0
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e e]

tn,—A\n
ete A ., . . .
f/\()\)} es una sucesién de funciones medibles no negativas, luego,

Noétese que '
n n=0

por el teorema de la convergencia mondtona se pudo intercambiar la serie por la integral.
Ahora, como Mg)(t) =et J AeMe TDf (M) dA, resulta
0
M(0) = EIN] = J AfA(A)dA = E[A].
0
M (1) = et J AeME A (A AN + et J A2eMe A (M) dA, ast
0 0
M2 (0) = [NZ} - J AFAA)dA + J A2fA(\)dA = EJA] 4+ E [AZ}, luego,
0 0

E [sz] — EIAJE [YZ} + (E[/\] +E [/\ZD E2[Y] — E[AJEZ[Y] = EIAJE [YZ} +E [/\2} E2[Y].

0 )\(et —1) 0

el fA(A } il
ot e AT 5
funciones de A, luego, por el teorema de derivacion bajo el signo integral se pudo intercambiar

Nétese que para todo t € (0, 00) [ex(et_])f/\(?\)} son integrables como

la derivada por la integral.

Ms(t) = Mn(In(My(1))) = j MY ()
0
_ JeNMY“)”fA(A)dA = E [eMDA] — MA(My(0) 1),
0
VAR[S] = VAR[NJE?[Y] + VAR[Y]E[N]

— (EIA] + VARIA]) E2IY] + EIAJE [YZ} — EIAJEAY]
—  VARJAJEZ[Y] + E[AJE [YZ} .
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St el mesgo S tiene una distribucion Poisson compuesta mixta de pardmetro

A\, entonces VAR[A] = VAR[N] — E[N].

DEMOSTRACION:

Sabemos de la proposicién (2.4.5) que:

2.4.1 Ejemplo.

EIN] = E[A] y E[N?] = E[A] + E[A?], luego,

VAR[A] = E[A?4 —E?[A]

Supongamos que A\ tiene distribucion Gamma de pardmetros k,3 > 0.

Entonces
ef?\An ef?\}\n BkAkf1 ef[S?\
P(N=n) = J ' fAA)dA = J < o > < 0 > dA
0 0
px J A—PBA K—1 px J A -
— }\T‘L)\ A= (B+1))\n+k 1 A
Mol (e ¢ ) ( )d Fiomt | € d
0 0
T (b +1
Veamos que J APe~ A\ = (bbi—L)' donde a > 0.
a
0

1 t
Sea t = a\ &= —dt = d\, luego \° = 5
a a

b

ademds, stA=0=—=t=0y st A — oo =t — 0.

Ahora,
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I'b+1)
Qb+

ab ab+1

‘[Abe_adiCLJ e tdt = .[tbe_tdt
0 0 0

o0
Tenemos J AR MBI sib=n+k—1ya=p+1, entonces
0

I'k)n! Fknt \ (B + 1)tk
0

N B+1 B+1

B* Tk4m)  TkH+m) /B N/ T \"
T TNt (B A+ )k WMn!< ) < >

kA n-Nk+n—2). k0K B\ T\
- romn! <B+1> <B+1>

[ kAEn BN/ 1 \" [ k+n—-T1}) o
B n <B+1) <B+1> T L

es decir, N tiene distribucion binomial negativa de pardmetros k y p = [5:3—1

2.4.4 Modelo Binomial Negativo Compuesto o Proceso Pélya Compuesto.

Bajo las hipoétesis y condiciones de las secciones anteriores, si el nimero de reclamaciones N en el
modelo colectivo de riesgo tiene una distribucién binomial negativa de parametros k, p, se dice que el

riesgo S tiene una distribucién binomial negativa compuesta o Pdlya compuesta.

N

2.4.6 Proposicion. Sea S = ) Yj el modelo colectivo de riesgo para un portafolio con un
j=1

nimeron =0,1,..., de pdlizas de sequros vdlidas por un periodo de tiempo [0,T]. St el riesgo

S tiene una distribucion Polya compuesta, entonces

1. E[S] :k<;1> E[Y].

zaVAm$:k<;—n><;>E%ﬂ+k(;—n>(Ehﬂ—£ﬁw)
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k
- p
3. Ms(t) = <] —(1— p)MY(t)> '

DEMOSTRACION:

Utilizaremos los resultados obtenidos en el ejemplo (1.8.3) y la proposicién (2.4.2).

k(1 —
1. Sabemos que E[N] = ( J

k(1 — k — kp + k? — 2k?p + k?p?
2. Sabemos que VAR[N] = ( 52 ) y E {NZ} = P+ 52 prxp . Asimismo, de la

proposicién (2.4.2) tenemos:

VAR[S] = VARI[NIJEZ[Y] + VAR[Y]E[N]

_ kO p— p) (;) B2V 4 (E [Yz} B Ezm) k(1 p— P)

= ]_ l 2 l_ 2 g2

- k(p 1) (p)E [Y]+k<p 1) (E[Y} E [Y]).
Kk

3. Sabemos que Mn(t) = (1—(]p—p)et

k
Ms(t) = My (In(My(t))) = <1 0 peln(MY(t)))
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Como en el modelo Potsson compuesto, luego de aplicar los resultados del teorema (2.4.1) a la
distribuciéon Pdlya compuesta con montos empiricos del portafolio de seguros, tenemos que la proba-

bilidad de sufrir una pérdida de tamano r es

gr=P(S=1) :Z ( _p)[TJr(k—])i]P(Y:i)gr,i, paraT > 1,
go=P(S=0)=P(N=0) =p~

2.5 Modelo Colectivo (Créditos).

2.5.1 Modelo Poisson Compuesto.

Para que un proceso Poisson compuesto esté aplicado correctamente ([5], [7]), es necesario que se

verifiquen las siguientes condiciones:
1. La probabilidad de que un incumplimiento suceda en un momento especifico es igual a cero.
2. La probabilidad de que dos o mas incumplimientos ocurran al mismo tiempo es cero.

3. El ntimero de incumplimientos en cualesquiera dos lapsos de tiempo disjuntos son independientes

uno del otro.

Puesto que es imposible pronosticar el momento exacto de un incumplimiento, la primera condicién
se verifica en cualquier portafolio de créditos.

Sin embargo, en la mayoria de los portafolios de créditos la validez de la tercera condicién no
siempre es evidente. Por ejemplo, si un portafolio de créditos tiene un alto ntimero de incumplimientos
en un determinado trimestre, esto puede deberse a que el pais esté pasando por una recesién econdémica,
por lo tanto, es de esperarse que en el préximo trimestre se presente también un alto ntiimero de
incumplimientos. La presencia de factores de riesgo, como el del ejemplo anterior, que inciden sobre
los créditos provocan que éstos no sean independientes unos de otros.

A continuacién, se analizard la manera de solucionar el problema que presenta la distribucién
Poisson al no verificarse la tercera condicién para modelar el ntimero de incumplimientos de un

portafolio de créditos.
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Estadisticas publicadas por Standard & Poor’s [7], (1997) sobre los créditos muestran que hay
una gran variabilidad en el ntimero de incumplimientos que suceden afio tras afio. Sabemos que A en
el modelo Poisson compuesto representa el niimero esperado de incumplimientos en el portafolio de
créditos durante el periodo de tiempo [0, T], es decir, A es una tasa de incumplimiento fija o proporcién
de créditos que dejan de pagar en un periodo de tiempo dado, respecto de los que estaban vigentes
en el periodo anterior; ademas la desviacién estdndar del ntimero de incumplimientos sucedidos afio
tras afio deberia ser v/A. Sin embargo, la desviacién estandar observada suele ser mucho mayor. Esto
se debe a que las probabilidades de incumplimiento no son constantes periodo a periodo, pues estan
sujetas a factores de riesgo como la situacién econémica, geogréafica, politica, etcétera. Asi, resulta més
realista suponer que las probabilidades de incumplimiento no son constantes y emplear probabilidades
variables sujetas a diversos factores de riesgo.

Comenzamos analizando los cambios en el modelo Poisson compuesto cuando suponemos que
las probabilidades de incumplimiento y, por tanto la tasa de incumplimiento, son variables aleatorias

sujetas a un sélo factor de riesgo.

2.5.2 Volatilidad de las Probabilidades de Incumplimiento.

Existen factores que inciden sobre las probabilidades de incumplimiento, pero es muy dificil determinar
una relacién que indique cémo el incumplimiento de un crédito predispone el incumplimiento de otro.
Por ejemplo, bajo una recesién econdémica es probable que las probabilidades de incumplimiento
aumenten, sin embargo, el hecho de que un acreditado incumpla no implica que otro también lo
hard. Por tal razén, en lugar de estimar las correlaciones entre todos los créditos, suponemos que
las probabilidades de incumplimiento son variables aleatorias sujetas a distintos factores de riesgo.
Asi, cada crédito A del portafolio tiene una probabilidad de incumplimiento, representada por la
variable aleatoria pa (que toma valores distintos en cada periodo), un valor esperado Aa = E[pa]
y una desviacién estdndar op = \/\m que mide el grado de volatilidad de la probabilidad de
incumplimiento.

Ahora, bajo el supuesto de que sélo un factor de riesgo afecta las probabilidades de incumplimiento,
las variaciones de éstas se describen mediante un factor multiplicativo Q de acuerdo con la siguiente

expresion
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(2.10) PA =AAQ.

Este factor Q describe los cambios de las probabilidades de incumplimiento provocados por el
factor de riesgo al que estan sujetas. Como desconocemos el estado futuro del factor de riesgo, Q es

una variable aleatoria denominada wvariable mizta.

Definimos la relacién entre las probabilidades de incumplimiento y la variable mixta de la siguiente

manera:

PA = AA)

si Q =1, es decir, las probabilidades de incumplimiento son las esperadas.

PA > Aa,

si Q > 1, es decir, las probabilidades de incumplimiento son mayores que las esperadas.

PA < Aa,

si 0 < Q < 1, es decir, las probabilidades de incumplimiento son menores que las esperadas. Entonces,

con la finalidad de que el valor esperado de las probabilidades de incumplimiento sea pa, resulta

E[Q] =1, pues

Elpal = EAAQ] =AMAE[Q] =Aa <= E[Q] =1.

Por otro lado,

EloA] =E[MQ? =ME[Q?] v Elloal =2%
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Gf\ = VAR[pal =E {p%\} — E%[pAl
= ME[QY M =M (B[} 1)

- A2 <E [QZ} _ EZ[Q]> — A2 VAR[Q].

Ahora, nos resta determinar la varianza de la variable mixta Q y su efecto sobre el modelo Poisson

compuesto.

2.5.3 Volatilidad de la Tasa de Incumplimiento.

Se asume que el namero de incumplimientos N en el portafolio durante el periodo de tiempo [0, T] tiene
una distribucién Poisson de pardmetro A, por lo que, este valor fijo representa el niimero esperado de
incumplimientos en [0, T]. Noétese que lo anterior corresponde al supuesto de que las probabilidades

de incumplimiento son constantes en el tiempo, por tanto se define la tasa de incumplimiento como:

A=) pa=) A=A
A A

Ahora, bajo el supuesto de que las probabilidades de incumplimiento estan sujetas a un factor de

riesgo, la tasa de incumplimiento es una variable aleatoria dada por:

(2.11) A=) pa=> AQ=Q) A =0Q\
A A A

Notese que el numero esperado de incumplimientos sigue siendo el mismo, pues

(2.12) E[A] = E[QA] = AE[Q] = A.
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Por otro lado, £ [A%] = E[Q%?] = A%E [Q?] y E2A] =22
VARA] = E|A2] —E*A]
- wefo] e (efol )

= A (E|Q? —EQ1) = AVARIQ,

o4 0%
como VAR[Q] = )\—/Z\ = é, obtenemos:

oA = \/W[/\]Z\/m
= M/VAR[Q] = (Z?\A) V' VAR[Q]
A

= 3 (WVVARRD) = X () = Zen

Es decir, la desviacién estandar de la tasa de incumplimiento es igual a la suma de las desviaciones
estdndar de las probabilidades de incumplimiento. Ademas, se tiene que la varianza de la variable
mixta Q mantiene la relacién:

VARI[Q] = c;é\'

Asi, bajo este modelo los valores observados de A periodo tras periodo, se interpretan como
muestras de la variable aleatoria A cuyo valor esperado E[A] representa la tasa promedio de incumpli-
mientos a lo largo de varios periodos de tiempo, y cuya desviacién estdndar o mide la incertidumbre
de que un nimero esperado de incumplimientos suceda en un determinado periodo de tiempo.

En otras palabras, el valor de la tasa de incumplimiento en un periodo esta dado por el estado del
factor de riesgo, el cual se refleja a través de un valor q de la variable mixta Q, de tal manera que la

tasa de incumplimiento para un determinado periodo es A(q) = Aq.
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Ahora, bajo las hipétesis del modelo Poisson compuesto, tenemos que la distribucién condicional

del niimero de incumplimientos dado un valor q de la variable mixta Q es:

—)\q (Aq)n

Pn(A) =pn(Aq) =P(N=n|Q=q)=e"—

es decir, resulta Poisson de parametro Aq.

Sabemos de la definicién (2.4.1) que si N ~ Potsson(A) cuyo parametro A = AQ es una variable

aleatoria con funcién de distribucién F, entonces

o0

P(N=n)= J Mg
0

dF(Aq).
n!

Para obtener una férmula explicita de las probabilidades de incumplimiento es necesario escoger
una distribucién apropiada para la variable mixta. Tal distribucién debe modelar los distintos estados
de la tasa de incumplimiento de acuerdo a los posibles escenarios del factor de riesgo. Sin embargo,
la escasa informacién estadistica del comportamiento de los factores de riesgo no permite encontrar
una distribucién éptima.

A continuacién se analiza el caso en que la variable mixta Q tiene distribucion Gamma. A
pesar de que no existan pruebas de que el factor de riesgo tenga una incidencia de este tipo sobre las
probabilidades de incumplimiento, frecuentemente se utiliza en la practica porque permite la aplicacién
del método de recurrencia (2.4.1).

Primero, vamos a determinar los dos pardmetros de la distribucién Gamma, de tal manera que la

tasa de incumplimiento A = AQ tenga media A y desviacién estandar oo = A/ VAR[Q].

Supongamos que Q ~ I'(k, 3), donde k, > 0.
Sabemos que E[Q] = kB y VAR[Q] = kp?, entonces

E[A] =AE[Q] =Akp =A &= kB =1,
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2
VARIA] = A?VAR[Q] =A%kp? = ;\2%
2
OA
)\2
Asimismo, k = —-.
OA

Es decir, la distribucién de la variable mixta Q que corresponde a los efectos del factor de riesgo

7\2 0_2
sobre la tasa de incumplimiento A es I' { —-, —/2\ .
on A

A o4 A o2
2.5.1 Proposicion. St Q~T (2, /2\> , entonces A ~T (2, A)

oA A oA A
DEMOSTRACION:

2 0.2

Para mayor simplicidad en los calculos, se toma k= — y 3 = )\7/2\
o
AN

PA<2)=PAQ<2)=P(Q< 7).

q _y
Y le B
Como, P(Q < q) = | =—=+=——dy, entonces
0

0

Z ruyk—1 z _
(=)= [T ()| |
A

2 2
es decir A ~T <)\2, GA).

oy A
|
. A o4 A2
2.5.2 Proposicion. St Q~T (2, GQ) , entonces N ~ binneg <2, 2)
oy A oA A+ oR
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DEMOSTRACION:
2
Para mayor simplicidad en los calculos, se toma k = —-.
o
A

2
Por proposicién (2.5.1) A~T <k, ?‘), luego

[0 g
0

n!

: : A
es decir, N ~binneg | -, —— |
o4 At o4
|
Esta se denomina distribucién Pdlya compuesta. En tanto que la distribucién Poisson compuesta
depende Unicamente de la media de la tasa de incumplimiento, la distribucién Pdlya compuesta
depende tanto de la media como de la volatilidad de la tasa de incumplimiento, es decir, incorpora la

volatilidad del portafolio utilizando un minimo de parametros.
. . . A? .
Sabemos del ejemplo (1.8.3) que si N ~ binneg <2, 2) , entonces la funcién generadora de
o4 A+ o4
momentos de N es

2)\—1-03\

5 >, ademas
A+ 04

para t < log (
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Es decir, el ntimero esperado de incumplimientos en un periodo continua siendo A, mientras que
A E[N]

Atoh  VARINJ

la varianza es O'%\ + A. Noétese que el parametro

Finalmente, luego de suponer que sélo un factor de riesgo afecta las probabilidades de incumpli-

2
A A ) Ademas, como

miento, obtuvimos el proceso Pdlya compuesto, donde N ~ binneg <2, —
R

)\2 (72 N
A~T <03\’ }i\>, S= 21 Y; y por las proposiciones 2.4.5 y 2.5.2 obtenemos:
]:

(2.13) E[S] = E[AJE[Y] = AE[Y].

E[SZ} — EIAJE [YZ} +E[A2] E2[Y]
— AE :YZ: +AZE [Qz} E2[Y]

— AE V2] 422 <VAR[Q] + Ez[Q]) E2[Y]

— AE :YZ: + A2 (‘;\ZQ + 1> E2[Y] = AE [YZ} + (7\2 + GZA) E2[Y].
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3.
VAR[S] = VARIAJEZ[Y] + EIAJE [YZ]
— A2VAR[QIE2[Y] + AE [YZ} — 03 E2[Y] + AE [YZ} .
4. )

A
GZ
Mg(t) = MA(My(t) —1) = A
s(t) AlMy(t) —1) ;}A—(My(t)—ﬂ

2.5.4 El Tema de la Diversificacion.

La diversificacién a grandes rasgos consiste en compensar riesgos. Por ejemplo, considere las ganancias
de dos vendedores de un parque de recreacién, uno vende helados y otro paraguas. En los dias soleados,
el vendedor de helados tiene un gran negocio, mientras que el de paraguas apenas vende. Las cosas
cambian en los dias lluviosos, cuando el que hace el negocio es el vendedor de paraguas y no el de
helados. Aunque las ganancias individuales de los dos vendedores pueden ser bastante volatiles, las
ganancias combinadas lo son mucho menos, debido a la relacién opuesta entre sus ganancias. El mismo
principio se mantiene para un portafolio de créditos. Los factores que originan incumplimiento en los
créditos de compaiiias industriales serdn distintos de los factores que causan incumplimiento en los
créditos de granjeros. En vez de mantener distintos tipos de crédito por separado, combinando ambos
en un mismo portafolio, el banco podra reducir la volatilidad de sus ingresos. Las ganancias de algunos
de estos créditos compensaran las pérdidas de los créditos incumplidos, reduciendo la probabilidad de
que el banco pierda dinero.

En 1952, Harry Markowitz centrd su atencién en la préactica habitual de la diversificacién de
portafolios y mostré cémo un inversor puede reducir el riesgo o desviacién tipica de un portafolio
eligiendo activos cuyas oscilaciones no sean paralelas, es decir, activos que no se vean afectados sensi-
blemente por los mismos factores de riesgo.

La diversificacién del riesgo en un portafolio de créditos se puede dar de manera natural al tener
un gran nimero de acreditados. Sin embargo, esta diversificacién puede resultar insuficiente debido a

correlaciones entre los créditos u otros factores de riesgo.
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Los factores de riesgo se clasifican en:

1. Sistémicos. Son aquellos factores que afectan a un grupo de créditos del portafolio.

2. Especificos o idiosincrdsicos. Aquellos factores que sélo afectan a un crédito del portafolio.

Cuando un factor sistémico afecta a un gran niimero de créditos, entonces el portafolio tiene una
alta concentracién de riesgo, porque un cambio no deseado en el factor puede provocar el incumpli-
miento de varios créditos y conllevar a pérdidas extremas.

El modelo Poisson compuesto supone que las probabilidades de incumplimiento son constantes
y por tanto no considera cambios en la calidad de los créditos. Por otro lado, el modelo Pdlya
compuesto supone que las probabilidades de incumplimiento estan sujetas a un solo factor de riesgo,
de modo que todos los créditos cambian de calidad conjuntamente; esto excluye los beneficios de la
diversificacién que pudiera tener un portafolio si los créditos estuvieran sujetos a factores mutuamente
independientes.

Podemos solucionar el problema de la diversificacién segmentando el portafolio en sectores mutua-
mente independientes y asignar cada crédito a un sector, asi obtenemos varios portafolios, cada uno
con una tasa de incumplimiento distinta que depende de un solo factor de riesgo. Sin embargo, una
solucién mas refinada, ya que la probabilidad de incumplimiento de cada crédito depende de maéas de
un factor, consiste en asignar una proporcién de cada crédito (segin la influencia de cada factor sobre
el crédito) a segmentos mutuamente independientes, cada uno sujeto a un factor de riesgo.

A continuacién, se expone el modelo CreditRisk™.

2.5.5 CreditRisk™.

El CreditRisk™ es un modelo de incumplimiento que considera la tasa de incumplimiento como una
variable aleatoria continua, incorpora la volatilidad de la tasa de incumplimiento y permite calcular la
distribucién de pérdidas de un portafolio de créditos. Congruente al desarrollo de los modelos de in-
cumplimiento expuestos anteriormente, el CreditRisk" generaliza el modelo Pdlya compuesto, porque
permite la incorporacién de varios factores de riesgo que inciden sobre la tasa de incumplimiento del

portafolio de créditos.
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Consideremos K factores de riesgo de tipo sistémico (mas adelante, especificamente en la aplicacién
empirica de los modelos se tomara en cuenta los de tipo idiosincrasico). Segmentamos el portafolio
en K sectores mutuamente independientes, de manera tal que un sé6lo factor de riesgo acttie en cada
uno de esos sectores.

Como varios créditos en el portafolio pueden estar sujetos a los mismos factores de riesgo, resulta
necesario asignar una proporcién de cada crédito (segtn la influencia de cada factor de riesgo sobre el
crédito) a sectores mutuamente independientes, cada uno sujeto a un factor de riesgo, es decir, para
cada crédito A en el portafolio definimos un ponderador wa x que representaré el grado de influencia

del k—ésimo factor de riesgo, tal que

K
(2.14) > war=1.
k=1

2.5.1 Ejemplo. Supongamos que un banco cuenta con un portafolio de tres créditos: el
primero corresponde a una compania productora de maiz, por un monto de $100.000, el se-
gundo corresponde a una hilanderia, por un monto de $20.000 y el tercero corresponde a una
productora de leche, por un monto de $5.000. El banco determind que tanto el factor de riesgo
climdtico como el de la incertidumbre macroeconomica, tienen una influencia sobre los créditos
del portafolio del 60% y 40% respectivamente. Luego, el banco segmenta el portafolio en dos
sectores: climdtico, tncertidumbre macroecondmaica,; procede a calcular y repartir la porcion del
monto de cada crédito a ambos sectores, es decir, asigna $60.000, $12.000 y $3.000 al sector
donde actua el factor de riesgo climdtico y $40.000, $8.000 y $2.000 al sector donde actia el

factor de riesgo incertidumbre macroecondmica.

N
Sea S = Z Y; el modelo colectivo de riesgo para un portafolio con un nimero n = 0,1,..., de
j=1
créditos validos por un periodo de tiempo [0, T]. Ademaés, supongamos que S tiene una distribucién

Poisson compuesta mixta de pardmetro A.
Para k = 1,2,... ,K definimos Ay como la variable aleatoria que representa el niimero esperado
de incumplimientos del k—ésimo sector o tasa de incumplimiento sectorial. Ademas, denotaremos por

Uk ¥ Ok la media y desviacién estdndar de Ay respectivamente.
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Supongamos que las probabilidades de incumplimiento pa (y por tanto la tasa de incumplimiento

A del portafolio) dependen de los K factores de riesgo de la siguiente manera:

K A
(2.15) PA = AA WA,k*k ,
k=1 Hic

donde Ap = E[pal.
Noétese que, si en la ecuacién (2.15) K = 1, entonces, por las ecuaciones (2.11), (2.12) de la seccién

(2.5.3) y la ecuacion (2.14) de la seccién (2.5.5) obtenemos:

! A
PA = Aa ZWA,kfk
1 29

A A
= 7\AWA,1J = }\A(])& =AAQ,
H A

es decir, obtenemos la forma de las probabilidades de incumplimiento del modelo Pdlya compuesto.
Ademas, supongamos que las tasas de incumplimiento sectoriales Ay tienen distribucion Gamma
con media px = ) Wa KAA ¥ desviacién estandar ox =) Wa kOA.
Sabemos de 12 seccién (2.5.3), que la tasa de incum%limiento A del portafolio es la suma de las

probabilidades de incumplimiento. Veamos que A es igual a la suma de las tasas de incumplimiento

sectoriales
K A K 1
A= Z pPA = Z AA (Z WA,kk> = Z Ax ( ZWAJJ\A>
A A k=1 Hic k=1 Hie 3
K : K
(2.16) Y e Y =3 A
3 s S | =2

Parak=1,2,... K supongamos que Ax ~ T (ock, ﬁ), como

1
ke = E[A] = o=,
B
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1
0% = VARIA] = oy

B
2.

k
Por la proposicién (2.5.2) el nimero de incumplimientos del k—ésimo sector

|3,

2
entonces, xy = H—E vy Px = s
Oy

k .
—, es decir, A ~T (
Ok

x‘qw‘;; N

2
Nk ~ binneg (ng’ uk2> ,
Op Hi+ 0oy

es decir, el nimero de incumplimientos de cada sector sigue un proceso Pdlya compuesto con su

respectiva tasa sectorial Ay. También, la funcién generadora de momentos de Ny es, de acuerdo con

el ejemplo (1.8.3)

0
Hi op
My, (t) =
A Lw ot (1 —et)}
2 + 0f . 2
donde t < log { —————° |. Ademas E[Ni] = pux y VAR[Ny] = px + oy
Hk + oy

Como los K sectores son mutuamente independientes, entonces, tanto las tasas de incumplimiento
sectoriales A1, Ay, ..., Ak como los nimeros de incumplimientos sectoriales N1, Ny, ..., Nk son inde-
pendientes, luego la funcién generadora de momentos del niimero de incumplimientos del portafolio

N=N;+ N+ -+ Nges

q‘:
NA N

K

Hi
Mn(t) = ,
N E[Hk‘“fﬁ(]—et)]

2 o2
uk:;) Es decir, la funcién generadora de momentos del niimero de incumpli-
Mk — Oy

mientos en el portafolio es equivalente a la suma de procesos Pdlya compuestos independientes.

donde t < log (

Ahora, vamos a calcular a partir de la funcién generadora de momentos de N, E[N] y VAR[N].



86 Medicién del Riesgo de Crédito.

K

2.t
> ek

e+ 02(1—et)’

Q‘t
NN

K
:1_[1[ i + 0Z 1—€t)}

k=1
luego,
: K K
EN =MY(0) = =Y ENy =\
k=1 k=1
2
K 2 ¢ K
2) 1) Hie 1 (mg + pugog) et
M (1) = My (1) + )
h h ;uwrcﬁ(l—et) K e Z] [+ 02(1 —e)]
= Weror (1—¢)
luego,
K
E[N =M =242+ ) of,
k=1
entonces,
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Noétese que se cumple la siguiente relaciéon:
CreditRisk"
. /_/\ﬁ .
Poisson Compuesto K Pélya Compuesto
=~ 2 / >
A SA+) o< Ato

pues, el modelo Poisson compuesto considera una tasa de incumplimiento fija, mientras que el modelo
Polya compuesto supone que todos los créditos estdn sujetos a un sélo factor de riesgo, por lo cual,
cuando el CreditRisk' incorpora varios factores de riesgo se toma en cuenta la diversificacién del
portafolio y por ello la desviacién estdndar del niimero de incumplimientos es menor que la del Pdlya
compuesto. En otras palabras, si el niimero de factores de riesgo que afectan las probabilidades de
incumplimiento es grande, entonces, se obtiene mayor diversificaciéon en el portafolio.

Ahora, para considerar el hecho de que existen factores especificos propios de cada crédito que no

dependen de los factores sistémicos, basta incluir un sector extra, el cual, al no depender de un factor
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en particular, se modela con un proceso Poisson compuesto o equivalentemente, un Pélya compuesto

con tasa de incumplimiento sectorial constante.

Por ultimo se procederé a obtener la funcién generadora de momentos del riesgo S del portafolio.

2
Sabemos que Ny ~ binneg (M;) Hk2>’ luego, por proposicién (2.4.6)
ik Hik+ oy
v
(t) [ Hi of
MS == )
N i+ 02(1 — My, (1))

donde My, (t) es la funcién generadora de momentos de los montos Yy del k—ésimo sector y Sy es el

riesgo del k—ésimo sector.

A partir de la funcién generadora de momentos de Sy, se obtiene E[Sy] y VAR[Sy],

uiJrGi
(1) (1) Hic ok
Mg '(t) = My '(t) :
Sk Yie Hk + o5 (1T —My, (1))
(2.17) Mg (0) = EISi] = miElVil.
Hygtoy 2 Hi
(2) (2) Hi ok 2., 2 (1) Hi ok
M) = mm2(y) ] (124 02) (MO [
5 O L+ 0F (T— My, (1) (1t+ o) (M) i+ 0% (1 — My, (1)
M (0) = E[SE] = weEIVE] + (uf + of ) EX[Vid
s, (0) = E[Si] = meE Y] + i + o .
Luego,
VARI[Sy] = E[SZ] — E?[Si] = uE[YE 4 0ZE2[Y,l.
Ahora, como los K sectores son independientes, entonces S1,S>,..., Sk son independientes y la

funcién generadora de momentos del riesgo S = S;+ S, + -+ + Sk es
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asimismo, como S1,S,, ..., Sk son independientes obtenemos:

K K
(2.18) E[SI=E[S1+Sa+---+ Sk =) ElSid=) mEMd,
k=1 k=1

K

> (VA + oFE2M)

k=1

K
VAR[S] = VAR[S1 + S5+ -+ Sil = ) VARISy]
k=1



Capitulo 3

Aplicacion Empirica de los Modelos.

3.1 Introduccion.

Este capitulo tiene por objeto ilustrar los modelos expuestos a lo largo de todo este trabajo y sefialar sus
principales diferencias, lo cual permitird mostrar bajo qué supuestos suele subestimarse o sobrestimarse
el riesgo de un mismo portafolio de créditos. A lo largo de este capitulo utilizaremos dos portafolios
identificados como Portafolio 1 y Portafolio 2.

Los datos que se presentan a continuacién son los mismos que se usaron en el ejemplo (2.3.1), de

la seccién (2.3.2).
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Aplicacién Empirica de los Modelos.

Tabla 1.
Probabilidades de incumplimiento
Fecha Serie 1
Ene-00 18,87%
Feb-00 10,73%
Mar-00 8,50%
Abr-00 8,33%
May-00 7,71%
Jun-00 7,18%
Jul-00 7,35%
Ago-00 6,79%
Sep-00 7,26%
Oct-00 7,47%
Nov-00 6,99%
Dic-00 6,78%
Ene-01 5,53%
Feb-01 5,83%
Mar-01 5,37%
Promedio 8,046%
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Tabla 2.

Portafolio 1 Portafolio 2
Montos # Acreditados Montos # Acreditados

$ 400 15 $ 3.200 499
$ 1.200 10 $ 540.400 1
$ 1.600 15

$ 2.000 24

$ 2.400 30

$ 2.800 38

$ 3.200 30

$ 4.800 90

$ 5.200 120

$ 5.600 128

$ 2.137.200 500 $ 2.137.200 500

Para obtener la serie histérica del ntimero de incumplimientos o segunda columna de la tabla
siguiente, que identificaremos como Serie 2, multiplicamos la serie histérica de las probabilidades de
incumplimiento por el total de créditos que conforman los portafolios. Por ejemplo, obtenemos que el
numero de incumplimientos entre enero de dos mil y enero de dos mil uno es de (18,87%)(500) = 94
acreditados. Por dltimo, calculamos la tasa de incumplimiento, tomando el promedio de la serie

histérica del namero de incumplimientos.
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Tabla 3.
Nuamero de incumplimientos
Fecha Serie 2
Ene-00 94
Feb-00 54
Mar-00 43
Abr-00 42
May-00 39
Jun-00 36
Jul-00 37
Ago-00 34
Sep-00 36
Oct-00 37
Nov-00 35
Dic-00 34
Ene-01 28
Feb-01 29
Mar-01 27
Promedio 40,23
Varianza 267,22

3.2 Modelo Poisson Compuesto.

En este modelo se supone que los créditos de un portafolio tienen la misma probabilidad de incum-
plimiento; ademaés, se necesita como pardmetro de entrada la tasa de incumplimiento.

Un resumen de las cantidades importantes asociadas a este modelo se presentan en la tabla 4.



Tabla 4. Modelo Poisson compuesto.
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Portafolio Tasa de incumplimiento=Promedio

Pérdida esperada=E[S]

-VaR(0,995) Nominal

~VaR(0,995)%

Portafolio 1 40,23 $ 171.959 $ 250.000 11,70%
Portafolio 2 40,23 $ 171.959 $ 709.600 33,20%
Nota.

A través de los programas poissoncarteral.m y poissoncartera2.m (ver apéndice B, seccién B.2), se
obtuvo la funcién de distribucién del riesgo S de Portafolio 1 y Portafolio 2.

Sabemos de la proposicién (2.4.4) que E[S] = AE[Y], es decir, la pérdida esperada es el producto de
la tasa de incumplimiento A y la media de los montos de los créditos del portafolio. Para Portafolio 1
y Portafolio 2 la media muestral de los montos de los créditos es E[Y] = $4.274,40. Luego, la pérdida
esperada E[S] de Portafolio 1 y Portafolio 2 es:

E[S] = (40,23)(4.274,40) = 171.959.

Por otro lado, el —VaR(0,995) nominal de Portafolio 1 y Portafolio 2, se obtuvo calculando el
cuantil correspondiente al 99,5% de confianza, de la distribucién de probabilidad del riesgo S.

Ahora, podemos calcular las pérdidas no esperadas, es decir, la pérdida por encima de la esperada,
en que puede incurir el acreedor, por incumplimiento de sus deudores. Estas pérdidas indican al
acreedor cuanto capital econémico debe tener en reserva por la tenencia de un portafolio. Luego, por

lo descrito en [7], paginas 49-50, la pérdida no esperada en Portafolio 1 es:
PNE = 250.000 — 171.959 = 78.041

y para Portafolio 2
PNE = 709.600 — 171.959 = 537.641.

Notese que el Portafolio 2 por estar concentrado presenta mayor pérdida para el acreedor.
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3.3 Modelo Pélya Compuesto.

El modelo Pdlya compuesto incorpora no sélo el valor esperado de la tasa de incumplimiento, sino
también su volatilidad. Sabemos del corolario (2.4.1) que la volatilidad de la tasa de incumplimiento en
el modelo Pdlya compuesto, es igual a la varianza del niimero de incumplimientos menos el promedio
del nimero de incumplimientos.

Un resumen de las cantidades importantes asociadas a este modelo se presentan en la tabla 5.

Tabla 5. Modelo Pélya compuesto.

Portafolio | Tasa de incumplimiento=Promedio | Pérdida esperada=E[S] | -VaR(0,995) Nominal | -VaR(0,995)%

Portafolio 1 40,23 $ 171.959 $ 402.000 18,81%
Portafolio 2 40,23 $ 171.959 $ 815.200 38,14%
Nota.

A través de los programas polyacarteral.m y polyacartera2.m (ver apéndice B, secciéon B.3), se
obtuvo la funcién de distribucién del riesgo S de Portafolio 1 y Portafolio 2.

Sabemos de la ecuacién (2.13), seccién (2.5.3) que E[S] = E[AJE[Y] = AE[Y], es decir, la pérdida
esperada es el producto de la tasa de incumplimiento por la media de los montos de los créditos
del portafolio. Para Portafolio 1 y Portafolio 2 la media muestral de los montos de los créditos es

E[Y] = $4.274 40, luego, la pérdida esperada E[S] de Portafolio 1 y Portafolio 2 es:

E[S] = (40,23)(4.274,40) = 171.959.

El —VaR(0, 995) nominal de Portafolio 1 y Portafolio 2, se obtuvo calculando el cuantil correspon-
diente al 99,5% de confianza, de la distribucién de probabilidad del riesgo S.
Notese que el Valor en Riesgo tuvo un incremento considerable al tomarse en cuenta la volatilidad

de la tasa de incumplimiento. Asimismo, por lo descrito en [7], paginas 49-50, la pérdida no esperada
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en Portafolio 1 es:

PNE =402.000 — 171.959 = 230.041
y para el Portafolio 2

PNE = 815.200 — 171.959 = 643.241,

lo cual es atribuible a la concentracioén.
A continuacién presentaremos para cada portafolio una grafica que muestra la distribucién del

riesgo S obtenida a partir de los modelos Poisson compuesto y Pdlya compuesto.

x 1072 Distribucion de pérdidas portafolio 1: Poisson y Pélya

6 T T T T T T T
Pdlya
Poisson
5 - .
4 - -
e}
@
S
.% 3+ ) ) - VaR(S) = 250.000 Poisson . . -
Qo
<)
o
oL VaR(S) = 402.000 Polya
l - -
0 1 L 1 il
0 1 2 3 4 5 6 7 8

E[S] =171.959 Pérdida s
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Distribucion de pérdidas portafolio 2: Poisson y Pélya
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3.4 Modelo CreditRisk™.

El modelo CreditRisk' permite la incorporacién de varios factores de riesgo que inciden sobre la tasa
de incumplimiento del portafolio de créditos. De acuerdo a la influencia de cada factor de riesgo sobre
los créditos del portafolio, se asigna una porcién de cada crédito a sectores mutuamente independientes,
cada uno sujeto a un factor de riesgo. En esta seccién se ejemplifica un modelo CreditRisk™ compuesto
por dos sectores: uno idiosincrésico caracterizado por un modelo Poisson compuesto, y uno sistémico

caracterizado por un Pdlya compuesto.

Segin este modelo los créditos estan sujetos a un factor sistémico, pero no al cien por cien, sino

que una parte del riesgo corresponde al riesgo especifico de cada crédito.

Para estimar los pardmetros de este modelo se hace el supuesto de que todos los créditos del
portafolio son afectados de igual forma por el factor sistémico. Asi, mediante la ecuacién (2.15) y la

definicién (2.16), obtenemos que la tasa de incumplimiento es:
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Poisson Compuesto  Pélya Compuesto
A=N+A= ANl—-w) + AQuw =A(1—w)+ wQqQ],
donde Aj representa la tasa de incumplimiento del sector idiosincrasico caracterizado por un modelo
Poisson compuesto, /A, representa la tasa de incumplimiento del sector sistémico caracterizado por
un modelo Pdlya compuesto, Q representa la variable mixta correspondiente al factor sistémico y w

el grado de influencia de éste sobre las probabilidades de incumplimiento. Asimismo, se tiene que la

varianza de la tasa de incumplimiento es:

VARI[A] VAR[A1 + Al = VAR[A4] + VAR[A,]

— VARIA(1 — w)] + VARAQw] = M w?h,

donde h representa la varianza de la variable mixta Q del factor sistémico. Es decir, para un valor de

h dado se puede determinar el valor de w mediante la férmula:

B \/VAR[/\] B \/E[Az]—EZ[/\]
N A2h A2h

E[N2] — E[N] — E2[N] VARIN] — E[N] VAR[N] — A
(3.1) - A2h - AZh - Ah

donde la tercera igualdad se obtiene de los calculos realizados en la proposicién (2.4.5).
En general se toma h cercano a 1 (ver [4], apéndice A7.3). En lo que sigue, se consideran los
valores h=0,5y h=1.

Un resumen de las cantidades importantes asociadas a este modelo se presentan en la tabla 6 y 7.



98 Aplicacién Empirica de los Modelos.
Tabla 6. Modelo CreditRisk™, (h =0,5).
Portafolio | Tasa de incumplimiento=Promedio | Pérdida esperada=E[S] | -VaR(0,995) Nominal | -VaR(0,995)%
Portafolio 1 40,23 $ 171.959 $ 310.800 14,54%
Portafolio 2 40,23 $ 171.959 $ 748.000 39,99%

Tabla 7. Modelo CreditRisk™, (h

—1).

Portafolio | Tasa de incumplimiento=Promedio | Pérdida esperada=E[S] | -VaR(0,995) Nominal | -VaR(0,995)%
Portafolio 1 40,23 $ 171.959 $ 284.400 13,31%
Portafolio 2 40,23 $ 171.959 $ 732.000 34,25%

Nota.

A través de los programas creditriskcarteral.m y creditriskcartera2.m para h = 0,5y h =1 (ver

apéndice B, seccién B.4), se obtuvo la funcién de distribucién del riesgo S de Portafolio 1 y Portafolio

2.

de incumplimiento estd dado por la ecuacién w =

Sabemos de la ecuacién (3.1), que el grado de influencia del factor sistémico sobre las probabilidades

VAR[N] —A
AZh

E[N] =40,23 y VAR[N] = 267,22. Luego, para h = 0,5 obtenemos

-

y para h =1

267,22 — 40,23
(40,23)2(.5)

|

267,22 —40,23
(40,23)2(1)

—0,5296,

—0,3745.

. Ademés, de la Tabla 3, pagina 91,
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Por otro lado, para h = 0,5 tenemos que

ElA] = EA1 —w)] =A(1 — w) = (40,23)(0,4704) = 18,9242,

E[A2]l = EMNQw] = AwE[Q] = (40,23)(0,5296)(1) = 21,3058,

y para h =1

E[A4] = (40,23)(0,6255) = 25, 1639,

E[AJ] = (40,23)(0,3745)(1) = 15, 0661.

Ahora, por las ecuaciones (2.17) y (2.18), paginas 86-87, tenemos que la pérdida esperada E[S] de
Portafolio 1 y Portafolio 2 es:

E[S] = E[S1] + E[S2] = EIAJEY] + E[AJE[Y2].

Como todos los créditos de Portafolio 1 y Portafolio 2, son afectados de igual forma por el factor

sistémico, tenemos que E[Y7] = E[Y,] = $4.274,40. Entonces, la pérdida esperada E[S] de Portafolio 1

y Portafolio 2 para h = 0,5 es:

E[S] = (4.274,40)(18,9242 + 21,3058) = 171.959,

y para h =1

E[S] = (4.274,40)(25,1639 + 15,0661) = 171.959.

El —VaR(0, 995) nominal de Portafolio 1 y Portafolio 2 para h = 0,5y h = 1, se obtuvo calculando

el cuantil correspondiente al 99,5% de confianza, de la distribucién de probabilidad del riesgo S.
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Asimismo, por lo descrito en [7], paginas 49-50, la pérdida no esperada en Portafolio 1 y Portafolio

2 son: para h=20,5

PNE = 310.800 — 171.959 = 138.841
y para el Portafolio 2
PNE = 748.000 — 171.959 = 576.041,

para h =1

PNE = 284.400 — 171.959 = 112.441
y para el Portafolio 2
PNE = 732.000 — 171.959 = 560.041.

Nota.

Las cantidades obtenidas en este ejemplo a través de los modelos Poisson compuesto, Pdlya com-
puesto y CreditRisk' reflejan sus principales diferencias en el manejo del riesgo de crédito. Por
un lado, cuando el modelo Poisson compuesto supone que las probabilidades de incumplimiento son
constates en el tiempo, es decir, no estén sujetas a factores de riesgo, la pérdida no esperada PNE para
Portafolio 1 y Portafolio 2 es menor que la obtenida en los modelos Pdlya compuesto y CreditRisk";
ademas, cuando se usa el modelo Poisson compuesto, esta diferencia nos indica que la reserva de ca-
pital de la institucién crediticia, creada para afrontar la pérdida por riesgo de crédito, puede resultar
insuficiente en el tiempo. Por ejemplo, en escenarios donde exista recesiéon econémica, la variabilidad
en el nimero de incumplimientos que suceden aflo tras afio es grande ([7], pagina 104). Por el otro,
cuando el modelo Pdlya compuesto supone que las probabilidades de incumplimiento estan sujetas a
un factor de riesgo, es decir, la tasa de incumplimiento deja de ser constante en el tiempo, la pérdida
no esperada PNE para Portafolio 1 y Portafolio 2 es mayor que la obtenida en los modelos Poisson
compuesto y CreditRisk™; esto nos indica que todos los créditos cambian de calidad simultaneamente,

excluyendo los beneficios de la diversificacién; ademas, la institucién crediticia se ve en la obligacién de
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destinar gran parte de su capital a reserva, originando pérdidas de futuras inversiones. Sin embargo,
el modelo CreditRisk™ al suponer que las probabilidades de incumplimiento estan sujetas a varios
factores de riesgo mutuamente independientes, permite incorporar los efectos de la diversificacién, asi
la pérdida no esperada PNE para Portafolio 1 y Portafolio 2 resulté menor que la obtenida en Pdlya
compuesto y mayor que la obtenida en Poisson compuesto; por ende, resultard mas beneficioso para
la institucién crediticia el manejo de sus portafolios a través del modelo CreditRisk™.

Por 1ltimo, se presenta un resumen a través de tablas y graficas por portafolio, de las cantidades

hasta ahora obtenidas.

Tabla 8. Resumen.

Portafolio 1 Poisson compuesto || Pélya compuesto | CreditRisk', (h =0,5) || CreditRisk™, (h = 1)
Promedio 40,23 40,23 40,23 40,23
Pérdida esperada=E[S] $ 171.959 $ 171.959 $ 171.959 $ 171.959
-VaR(0,995) Nominal $ 250.000 $ 402.000 $ 310.800 $ 284.400
-VaR(0,995)% 11,70% 18,81% $ 14,54% $ 13,31%




102

Probabilidad

Aplicacién Empirica de los Modelos.

Digtyigticion de pérdidas portafolio 1: Poisson, Polya, CreditRisk1, CreditRisk2

Pdlya
Poisson
5l CreditRisk(h=0,5)
CreditRisk(h=1)
4k VaR(S) = 250.000 Poisson
3+ VaR(S) = 284.400 CreditRisk2
2l VaR(S) = 310.800 CreditRisk1
1 VaR(S) = 402.000 Pélya
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Tabla 9. Resumen.

Portafolio 2

Poisson compuesto || Pélya compuesto | CreditRisk™, (h =0,5) | CreditRisk™, (h

1)

Promedio 40,23 40,23 40,23 40,23
Pérdida esperada=E[S] $ 171.959 $ 171.959 $ 171.959 $ 171.959
-VaR(0,995) Nominal $ 709.600 $ 815.200 $ 748.000 $ 732.000

~VaR(0,995)%

33,20% 38,14% 39,99% 34,25%
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Capitulo 4

Conclusion.

La teoria de riesgo en seguros es 1til en el &mbito de los créditos, una vez que se muestra la similitud
entre un seguro y un crédito. Las metodologias elaboradas con esta teoria parten de un enfoque de
portafolio; estas permiten cuantificar elementos importantes como la volatilidad de las probabilidades
de incumplimiento, y los efectos que tienen sobre el portafolio la concentracién y la diversificacién.

Esto es posible porque se puede calcular la funcién generadora de momentos del riesgo.

Los modelos que se obtienen son de facil y sencilla implementacién, asi como de célculo rapido,
ademas de que requieren de pocos datos, lo que facilita su aplicaciéon en mercados emergentes donde
la informacién es escasa. Los supuestos que utilizan los modelos méas avanzados de la teoria de riesgo
son minimos. Por un lado no es necesario que los montos tengan una distribucién especifica, mientras
que aquellas que se utilizan para el nimero de incumplimientos son aplicables a la mayoria de los

portafolios crediticios.

En este trabajo se elabor6 un esquema de analisis del riesgo de crédito basado en la teoria de riesgo
en seguros. Dicho esquema comienza con la exposicién de algunos de los modelos mas simples de la
teoria de riesgo en seguros, posteriormente se derivan otros modelos més generales, utilizados actual-
mente para obtener la distribucién de pérdidas por riesgo de crédito. Paulatinamente, los supuestos
de los primeros modelos son analizados sefialando, en cada caso, su incompatibilidad con la realidad
y afladiendo mejoras al mismo. Por ejemplo, cuando se hablé del modelo Poisson compuesto, donde

la tasa de incumplimientos es constante en el tiempo, mencionamos segiin estadisticas publicadas por
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Standard & Poor’s [7], (1997) sobre los créditos, exitia gran varibilidad en el nimero de incumpli-
mientos que suceden ano tras afio, en este sentido resulté necesario suponer que las probabilidades de
incumplimiento estaban sujetas a un factor de riesgo. Este proceso se sigue hasta alcanzar el modelo
CreditRisk™.

Los modelos expuestos en este trabajo hacen posible realizar proyecciones acerca del compor-
tamiento de los créditos de un portafolio, lo cual proporciona a las instituciones financieras informacién
para crear reservas de capital contra el riesgo y reducir asi, sus posibilidades de sufrir pérdidas.

El CreditRisk' es un modelo que engloba a los otros modelos considerados en este trabajo. Re-
presenta una generalizacién del modelo Pélya compuesto, pues, permite que varios factores de riesgo
afecten las probabilidades de incumplimiento; es de facil implementacién computacional. Ademas, las
cantidades obtenidas a partir del CreditRisk™ son mas confiables, ya que a diferencia de los otros
modelos, toma en cuenta la diversificacién del portafolio. Finalmente, es importate sefialar que de
los modelos considerados en este trabajo, el modelo Pdlya compuesto resultd el mas conservador, es
decir, aquel cuyo valor en riesgo resulté mayor que el de los otros modelos; mientras que el valor en
riesgo del CreditRisk' siempre estuvo delimitado por el valor en riesgo del Poisson compuesto y el

del Pélya compuesto.



Apéndice A

Resultados Basicos.

A.0.1 Proposicion. Dado un espacio de probabilidad (Q),\,P), se cumplen las siguientes

propiedades:

1. P(A) =1—P(A°), donde A € A.

2. P(0) =0.

3

3. St A, ..., Ane Ay AiNA; =0, para i #j, entonces, P(

Ak> = P(AW).
1

k: k=1

4. StA,Be A yA CB, entonces P(A) < P(B).

5. St A €A, entonces P(A) < 1.

6. Sean A,B € A, entonces PPAUB) =P(A)+P(B)—P(ANB).
7. St A,B € A, entonces P(A—B) =P(A)—P(ANB).

8. Sea {An}YX ; una sucesion creciente de eventos, es decir, A1 C Ay C --- entonces,

P <U1 An) = lim P(Ay).
n—=

9. Sea {An}YX | una sucesion decreciente de eventos, es decir, A1 2 Ay D --- entonces,
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[ee)
P <ﬂ An> — lim P(An).
n—oo
n=1

10. Sea {Ai}*; C A una familia de eventos, entonces,

P(OA1> = iP(Ai)— iP(AiﬂAj)—i— i P(AiﬁAjﬂAt)—

=1 i<j=2 i<j<t=3

n
— ) PANANANA) 4+ (=D)¥TP(A N N AY).

i<j<t<r=4

DEMOSTRACION:

3. Supongamos que B1 =A1,... , Ba=An v 0=B1=Bpi2="--.

Como {Bn}n>1 es una familia disjunta de eventos,

(Ur) = o

o0 n o0 n o0
= ) P(BJ=) PBW+ ) PB=) PBJ+ ) PO
k=1 k=1 k=n-+1 k=1 k=n-+1
n n n
= Y P(BW+0=) P(Bi) =) P(Ay)
k=1 k=1 k=1
8. Definimos la sucesion {Bn}Y ;, donde, By =A1,Bo=A—Ay,... \Bh=An—An,....

o0

Nétese que los elementos de {B,,}3°_; son disjuntos dos a dos:
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sii>], BiNBj=(Ai—Ai1)N(A;—Ajq) = (AiNAT )N (A NAT ),
como i > j, se tiene que A;N A]{] C Aj C Ai_q, luego,
(ATNAS ) N(ANAS ) = AN (AL NANA; ) =AiND=0.
Sabemos que {A,}%° ; es una sucesién creciente, luego, por (7) para todo i > 2

P(Bi) = P(A; — A1) = P(Ay) — P(Ai4),

() = #(02)

i=1 i=2
n
= lim |P(A})+ ) [P(A)—P(Ai4)]| = lim P(A,).
n—aoo i n—aoo

10. Resulta sencillo demostrar esta parte de la proposicién para k =1,2,3.

Supongamos que es valida para k = s > 3, es decir,

P (UA1> =Y PA)— ) PANA) +-+ (=1)TP(AT N+ N AY)
i=1 i=1

i<g=2

veamos que es valida para k =s + 1.

L R R R O R (VO]

S S S
p ((U Ai> N AS“) =P (U(Ai N As+1)> =P <U Bi> ,donde, Bi = A;NAg.
i=1

i=1 i=1
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P(UBi> = > P(B)— ) P(BinBj) +---+(=1)*"P(ByN---NBy)
i=1

i=1 i<j=2

S S
= Y PAiNAg)— D PAINA N Ag) 4+ (=1)TTP(AT N NA N A ),

i=1 i<j=2

(U = r((Gn)ore)

i=1 i=1
S S
= ) PA)— 3 PANA) +--+ (=1 TPAT N NAY) + P(Agy) —
i=1 i<g=2

S S
— Y PAiNAg) ) PAINANAg) + -+ (1) P(A N NAN Agp)

i=1 i<j=2
s+1 s+1
= > PA)— D PANA)+ -+ (=1)P(A N NANAg ),
i=1 i<j=2
luego, la proposicién es véalida para todo k € N. [ |

A.0.2 Proposicion. Sean (Q, A\, P) un espacto de probabilidad y A,B € A, tal que P(B) >0,

entonces:
1. P(- | B) es una medida de probabilidad.
2. SiANB =0, entonces P(A|B) =0.
3. Si B C A, entonces P(A|B)=1.

DEMOSTRACION:
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P(ANB
1. Tenemos que P(A | B) = (P(m) > (0 para cada A € A, ademas,

P(QNB) P(B) 1

PLIB) =55 = pB)

Sea {An}S; € A una sucesién de eventos mutuamente excluyentes, entonces,

o @)
P<<91AH|B>>: “:]‘)(B) :;W:;P(AHIB).
Asi, P(- | B) es una medida de probabilidad.
2.
PIATE) = P(;\(Q)B) B PP((?) N P(OB) -0
3.

P(ANB) _P(B)

PIATE) = —5E = bip)

A.0.3 Proposicion. Sean (Q,A,P) un espacio de probabilidad y {Ay}_; € A una sucesion

finita de eventos, tales que P(A1N---NAy) >0, entonces,

P(A1N---NAnp) =P(A1)P(A2lA1) - - P(AnJAT N - N AL ).

A.0.4 Proposicion. Sean (Q,A\,P) un espacio de probabilidad y A,B € A son eventos inde-

pendientes, entonces, también lo son:

1. A y B®
2. A¢ y B

A.0.5 Proposicion. Sean X e Y wvariables aleatorias discretas y Z = K(X,Y), donde K es una

funcion de las variables aleatorias X,Y, entonces

E[Z] = Z K(xi, yj)hixi, yj),
i,j

donde h es la distribucion conjunta de X e Y.
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A.0.1 Corolario. Sean X e Y variables aleatorias discretas, entonces

E[X+ Y] = E[X] + E[Y].

DEMOSTRACION:
Sabemos que X 4+ Y es una variable aleatoria.

Supongamos que Z = X+ Y = K(X,Y), luego, por proposicién (A.0.5),

ElZ] = EX+YI=) (xi+y;jhlxiy;)

ij

= E E (xi +yj)h(xi,y5) = E E [(xih(xi,3)) + (y;hixi, ;)]
A A
= z E xih(xi,y;) | + E E y;h(xi, ;)
T T
= E XiE h(xi,y;) + E Yj E h(xi, ;)
1 ; p 1

= > xif(xi)+ ) vjg(y;) = EIX] +E[V].
i j

A.0.6 Proposicion. St X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx,

entonces para toda funcion a valores reales g, se cumple que:

Elg(x)] = J o) fx(x)dx.

La demostracién de la proposicién anterior puede consultarse en [2], pagina 98.



Apéndice B
Programas.

B.1 Introduccion.

En esta seccién se exponen los programas realizados con el software matematico MATLAB ver-
sién 7.5, que permitieron obtener la distribucién de probabilidad del riesgo de los modelos Poisson
compuesto, Pdlya compuesto y CreditRisk’ en Portafolio 1 y Portafolio 2, mediante la férmula de

Panger.

Para la realizacién de estos programas fueron necesarios los siguientes datos:

1. El promedio y la varianza del nimero de incumplimientos (ver tabla 3, capitulo 3).
2. La distribucién empirica de los montos de Portafolio 1 y Portafolio 2.

3. La varianza de la variable mixta Q, representada por h.

Las cantidades obtenidas a partir de estos programas, como la pérdida esperada y el VaR(0, 995)
nominal de Portafolio 1 y Portafolio 2, representan aproximaciones de los valores reales, pues en la
practica la manera habitual de calcular estas cantidades por medio de la formula de Panjer, es agrupar
los créditos de un portafolio, en bandas, de acuerdo con su monto expuesto.

A continuacién, en cada programa correspondiente a Portafolio 1 se utiliza el simbolo % para

indicar los comentarios acerca de las lineas de c6digo mas relevantes.
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B.2 Programa Correspondiente al Modelo Poisson Compuesto.

poissoncarteral.m

lambda= 40.23; % promedio del niimero de incumplimientos o tasa de incumplimiento de Portafolio 1.

v=[1; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 12; 13; 14]; % vector cuyas componentes representan el nimero de unidades
de banda, en que se agrupan los montos de los créditos de Portafolio 1. Por ejemplo, la segunda
componente de este vector es 3, significa que esta banda cuenta con créditos cuyo monto pertenece al

intervalo ($800, $1.200]

acre=[15;10;15;24;30;38;30;90;120;128]; % vector cuyas componentes representan el nimero de
créditos de cada banda de Portafolio 1. Por ejemplo, la segunda componente de este vector es 10,

significa que la segunda banda tiene 10 créditos.
for i=1:10 % procedimiento que calcula la tasa de incumplimiento de cada banda.
lamb(i)=(acre(i)/500)*lambda;
end

Foérmula de Panger.

P=[exp(-lambda)]; % arreglo cuya componente representa la condicién inicial o P(S = 0) de la

férmula de Panjer.
for eta=1:2000 % calculo de la probabilidad del riesgo.
suma=0;

for j=1:10

if v(j)<= eta
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suma=suma-+(v(j)*lamb(j))/eta*P(eta-v(j)+1);

end
end
P=[P;suma] ;

end

x=400%*[0:2000]; % intervalo de la pérdida, es decir, se contempla en la grafica una pérdida no

mayor de ($400)2.000 = $800.000.

plot(x,P,’.r’) % gréfica de la distribucién del riesgo.

poissoncartera2.m

lambda=40.23;
acre=[499;1];
v=[8; 1351];

for i=1:2
lamb(i)=(acre(i)/500)*lambda;

end

PO=exp(-lambda);
P=[P0];

for eta=1:2500
suma=0;

for j=1:2
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if v(j)<= eta
suma=suma-+(v(j)*lamb(j))/eta*P(eta-v(j)+1);
end

end

P=[P;suma] ;
end

x=400%[0:2500];

B.3 Programa Correspondiente al Modelo Polya Compuesto.

polyacarteral.m

lambda= 40.23;
acre=[15 10 15 24 30 38 30 90 120 128];

v=[1345678 1213 14];
for i=1:10
lamb(i)=(acre(i)/500)*lambda;

end

ej=lamb. x v;

h=0.140115291; % varianza de la variable mixta Q.
Y0=(1/(1+lambda*h))Y1/h); % condicién inicial Panjer
Y=[Y0];

for eta=1:2000

suma=0;
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for j=1:10

if v(j)<= eta
suma=suma-+((lamb(j))/(lambda+h™(-1))+((1-h).xej(j))/((1+lambda*h)*eta))*Y (eta-v(j)+1);
end

end

Y=[Y;suma] ;

end

su=[

for k=1:1000
suma=suma-+A(k);
su=[su;sumal;

end

x=400%[0:2000];

polyacartera2.m

lambda=40.23;
acre=[499 1 |;
v=[8 1351];

for i=1:2
lamb(i)=(acre(i)/500)*lambda;

end
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ej=lamb. xv
h=0.140115291;
YO0=(1/(1440.23*h))1/h);
Y=[Y0];

for eta=1:2500

suma=0;

for j=1:2

if v(j)<= eta

suma=suma-+((lamb(j))/(40.23+h(-1))+((1-h). * €j(j))/((1+40.23*h)*eta)) *Y (eta-v(j)+1);
end

end

Y=[Y;suma] ;

end

x=400%[0:2500];

B.4 Programa Correspondiente al Modelo CreditRisk™ con h=0,5y
h=1.

Para h = 0,5, tenemos:

creditrisklcarteral.m

acre=[15;10;15;24;30;38;30;90;120;128];
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v=[13456781213 14];

for i=1:10 % media de incumplimiento de cada banda correspondiente a cada sector donde opera
un factor de riesgo.

lamb(i)=(acre(i)/500)*18.92314664,;

lamby(i)=(acre(i)/500)*21.30685338;

end

P=[exp(-18.92314664)|; % condicién inicial Panjer del sector Poisson

ej=lamby. x v; % condicién inicial Panjer del sector Pdlya
h=0.140251842;
Y=[(1/(1421.30685338%h))(1/h)];

for eta=1:2000 % calculo de los eta para Poisson y Pdlya
sumaP=0;

sumaY =0;

for j=1:10

if v(j)<= eta

sumaP=sumaP+(v(j)*lamb(j))/eta*P(eta-v(j)+1);

sumaY=sumaY+((lamby(j))/(21.30685338+0(-1))+((1-h).xej(j))/((1+21.30685338*h)*eta) ) *Y (eta-
v(i)+1);

end

end

P=[P;sumaP] ;
Y=[Y;sumaY] ;

end



119

C1=[};
for k=1:2001

suma=0;

for j=1:k
suma=suma+P(j)*Y(k-j+1);

end

C1=[C1;suma];

end

x=400%[0:2000];

creditrisklcartera2.m

acre=[499 1],
v=[8 1351 |;

for i=1:2
lamb(i)=(acre(i)/500)*18.92314664,;
lamby(i)=(acre(i) /500)*21.30685338;

end

P=[exp(-18.92314664)];

ej=lamby. * v;

h=0.140251842;
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Y=[(1/(1+21.30685338*h))X(1/h)];

for eta=1:2500
sumaP=0;

sumayY =0;

for j=1:2

if v(j)<= eta

sumaP=sumaP+(v(j)*lamb(j))/eta*P(eta-v(j)+1);

sumaY=sumaY +((lamby(j))/(21.30685338+hX(-1))+((1-h).xej(j))/((1421.30685338*h) *eta) ) *Y (eta-
v(i)+1);

end

end

P=[P;sumaP] ;
Y=[Y;sumaY] ;
end

C1=[};

for k=1:2501

suma=0;

for j=1k

suma=suma+P(j)*Y (k-j+1);
end

C1=|[C1;suma];

end

x=400%[0:2500];
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Para h = 1, tenemos:

creditrisk2carteral.m

acre=[15;10;15;24;30;38;30;90;120;128];
v=[13456781213 14];

for i=1:10
lamb(i)=(acre(i)/500)*25.16377951;
lamby(i)=(acre(i)/500)*15.06622049;

end

P=[exp(-25.16377951)];
ej=lamby. *v;

h=0.140251842;
Y=[(1/(1415.06622049*h))(1/h)];

for eta=1:2000
sumaP=0;

sumayY =0;

for j=1:10

if v(j)<= eta

sumaP=sumaP+(v(j)*lamb(j))/eta*P(eta-v(j)+1);

sumaY=sumaY+((lamby(j))/(15.06622049+n7(-1))+((1-h).xej(j))/((1+15.06622049*h)*eta))*Y (eta-
v(§)+1);

end

end

P=[P;sumaP] ;
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Y=[Y;sumaY] ;

end

C2=(J;

for k=1:2001

suma=0;

for j=1k
suma=suma+P(j)*Y(k-j+1);
end

C2=[C2;suma];

end

x=400%[0:2000];

creditrisk2cartera2.m

acre=[499 1],
v=[8 1351 |;

for i=1:2
lamb(i)=(acre(i)/500)*25.16377951;
lamby(i)=(acre(i)/500)*15.06622049;

end

P=[exp(-25.16377951)];

ej=lamby. * v;
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h=0.140251842;
Y=[(1/(1+15.06622049*h)X(1/h)];

for eta=1:2500
sumaP=0;

sumayY=0;

for j=1:2

if v(j)<= eta

sumaP=sumaP+(v(j)*lamb(j))/eta*P(eta-v(j)+1);

sumaY=sumaY+((lamby(j))/(15.06622049+h7(-1))+((1-h).xej(j))/((1+15.06622049*h)*eta))*Y (eta-
v(j)+1);

end

end

P=[P;sumaP] ;

Y=[Y;sumaY] ;

end

C2=[];

for k=1:2501

suma=0;

for j=1k

suma=suma+P(j)*Y (k-j+1);

end

C2=[C2;suma];

end

x=400%[0:2500;
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