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Notacion

Durante todo este trabajo consideraremos que el rango de un indice griego es de 0 a
n-1, donde n es la dimension del espacio-tiempo. Los indice latinos numeran las dimensiones
estrictamente espaciales (Asi por ejemplo, para el espacio-tiempo de Minkoski n=4, u =
0,1,2,3;1=1,2,3).

Ademads usaremos el convenio de suma de Einstein, el cual consiste en que si un indice
griego esta repetido uno arriba y otro abajo entonces se asume una sumatoria en ese indice.

Para indices latinos no hace falta que los indices repetidos esten uno arriba y otro abajo.

Ejemplo:
En el espacio-tiempo n=3
AB, = A°By+ A'B; + A%B,

Como es un indice griego el recorrido incluye la variable temporal.

Usaremos la siguiente notacion para indicar el rotor, la divergencia y el gradiente: Sea A

una funcién vectorial y B una escalar, entonces

3
(V x A) =) %0, A = 70, Ay,
i=1

-,

3
i=1

- . OB
(VB)' = o=
Siendo
1, (i,j,k)=(1,2,3) o permutaciones pares de esta combinacién
g% =<{ 1, permutaciones impares de la combinacién (i,j,k)=(1,2,3)

0, i=joj=kok=i.



Introduccién

Las teorias clasicas de campos son modelos matematicos que permiten describir la evolu-
cién de sistemas fisicos a través de funciones del espacio- tiempo (campos). Estas teorfas se
pueden estudiar desde dos perspectivas equivalentes, una es la formulacién Lagrangeana y
otra es la Hamiltoniana. En este trabajo nos enfocaremos en la ultima de ellas. En la formu-
lacién Hamiltoniana usual, se presupone que las varibles del espacio de fases (los campos y
sus momentos conjugados) son independientes. Ahora bien, si el sistema posee restricciones,
el paso de la formulacién Lagrangeana a la Hamiltoniana suele realizarse con el método de
Dirac. Sin embargo, existen ciertos tipos de sistemas (incluida la acciéon B-F), en los cuales se
puede tomar un camino alternativo que consiste en descomponer la accién en espacio-tiempo
y reconocer, en el Lagrangeano de primer orden, la estructura candnica subyacente. En este
trabajo seguiremos este camino. Finalmente, a través de un principio variacional se pueden
determinar las ecuaciones de movimiento que gobiernan el sistema, tanto en la formulacién

Lagrangeana como en la Hamiltoniana.

Existen ciertas teorfas de campos que son independientes de la métrica [13] [5] [7][4](teorias
topoldgicas) las cuales permiten obtener resultados interesantes acerca de las propiedades
de la variedad donde se definen, como por ejemplo, expresiones para invariantes de nudo.
Los invariantes de nudo se pueden hallar por medio del Hamiltoniano on shell, que consiste
en introducir en el Hamiltoniano las soluciones de las ecuaciones de movimiento, con ciertas

fuentes externas asociadas a objetos geométricos.

En un trabajo previo [2] a este se han hallado invariantes topol6gicos a partir del Hamil-

toniano de la teoria B-F en dimension 241, cuya accion es

Sp-r = /d3$ (e"* A0, B, + JyAu+ J5By)
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con las siguientes fuentes externas

0, v =20
i <2/ = — .
Jo dy'0*(Zy — o), v =1.
Nuestro objetivo sera estudiar una extension de ese trabajo a la accion B-F en dimension

3+1

SB—F = 2]{‘1 /d4x(5“”’\pBW8,\Ap) + kg/d4$(<]uz4u) + kg/d4$(lCuVBuy),

con las siguientes fuentes externas:

Caso 1

J(Y) =
0, n=20
y
KP(y) = [, de'6*(F = 9),
K™ () = { K"(7) =0,

donde ¢y y ¢ son curvas cerradas.

Caso 2
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y
Ki(@) = [ dSijo’( - )
K™\(#) ={ K%(7) =0,
KO(&) =0,

siendo X una superficie cerrada.
Para ambos casos obtendremos los invariantes correspondientes. El trabajo se organiza de la

siguiente manera:

En el capitulo 1 resumiremos aspectos basicos de variedades elementales, pasando por
conceptos cruciales para el cumplimiento de los objetivos de este trabajo como tensores,
cambio general de coordenadas, entre otros. Esto nos permitira explorar cuando una accién

es topoldgica.

En el capitulo 2 desarrollaremos brevemente las formulaciones Lagrangeana e ilustraremos

su uso con las acciones de Maxwell, B-F, Chern Simons y Klein Gordon

Dedicaremos un espacio en este capitulo para describir las caracteristicas de las teorias
topoldgicas de las cuales se obtienen los invariantes de nudo. Finalizaremos esta parte estu-

diando la accién on shell de la teoria de Chern Simons.

En el capitulo 3 se explicard de manera resumida la formulacion Hamiltoniana, presen-
tando ciertos ejemplos y desarrollando el caso especial que se presenta cuando el sistema
tiene resticciones, como es el caso de la teoria B-F. Por tultimo daremos un ejemplo de ob-

tencién de invariantes topoldgicos con el Hamiltoniano de la acciéon B-F en dimension 2+-1.

En el capitulo 4 nos abocaremos al estudio completo de la accion B-F en dimensién
3+1; primero describiendo brevemente su formulacion Lagrangeana y luego con mas detalle
realizaremos su formulacién Hamiltoniana. Después integraremos las ecuaciones obtenidas
para hallar el Hamiltoniano on shell con las fuentes externas, dadas en el caso I y II antes
mencionado. Finalmente obtedremos los invariantes de nudo correspondientes y daremos sus

interpretaciones.



Capitulo 1

1. Variedades elementales

Sea M una coleccion abstracta de objetos P que denominaremos “ puntos”. Supondremos
que estos puntos pueden ponerse en correspondencia biunivoca con un conjunto S de n-uplas
de ntimeros reales (z!, 22, ..., 2") que llamaremos las coordenadas de P. La correspondencia,
P(z! 2%, ...,2"), entre los puntos que pertenecen a M y el conjunto S de n-uplas, recibi-
ra el nombre de sistema de coordenadas de M. Cualquier otro sistema de coordenadas de
P(z!,22,...,2™) de M, definido en un conjunto de n-uplas, determinard una correspondencia
biyectiva entre los dos conjunto de n-uplas, S v S, que se llamara transformacion de coor-
denadas. Esta correspondencia puede expresarse como z# = zi(x!, 22 ..., 2") con u=1,..n

1

y tiene las ecuaciones inversas z# = z#(z!, 7%, ...,z"). Aqui, las 2" son funciones numéricas

reales de S y " son funciones numéricas reales de S.

Supongamos, por otra parte, que las transformaciones z# = z#(z!, z?, ..., x™) y sus inver-

_ _ _ . . . . Tt "
sas o# = z#(z', 7%, ...,2"), tienen derivadas parciales continuas giﬁ y ggy con pu,v=1,.ny

sus jacobianos son no nulos y estan dados por

+1 =2 ) )
oz, z2, ..., T") et <(9;1: >7g0

Oz, 22, ... z") oxV

1 .2 n n
ozt z?, ... x") et (B:E ) 40,

o(zt, z2,...,7") oxr”

La coleccion fundamental de puntos M conjuntamente con la totalidad de los sistemas
de coordenadas admisibles, definidos como se planted antes, recibe el nombre de Variedad

elemental de dimension n .
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1.1. Tensores. Dada una variedad coordenada, es posible considerar que un tensor T
en un punto P de la variedad, es cierto “ente” geométrico que se asocia al punto y que cumple

las siguientes propiedades:

a) Dado el sistema de coordenadas P(z!,z?,...,2") en la variedad, T se representa por
medio de un conjunto C de escalares que recibe el nombre de componentes de T respecto del

sistema de coordenadas P(z!, 2%, ..., 2").

b) Si P(z!, 7%, ...,z") es cualquier otro sistema de coordenadas de la variedad, las com-
ponentes C' de T respecto de P(z',7?,...,7") se relacionan con las componentes C se-
gun ciertas leyes de transformacion que dependen de las transformaciones de coordenadas

1 ,.2

ot = gi(zt 2%, .. 2"), p=1,..n y de su inversa, z* = z#(z!

T2 T).

De acuerdo a sus correspondientes leyes de transformacion, los tensores se clasifican del

siguiente modo:

1) Un tensor se llama tensor contravariante de orden 1 (vector contravariante), si tiene

n componentes Al,.......A" que transforman de acuerdo con la siguiente ley:
- ox®
1.1 AY = AP
(1.1) 5P

2) Un tensor recibe el nombre de tensor covariante de orden 1 (vector covariante), si

tiene n componentes By,...... , B, que transforman de acuerdo con la siguiente ley:
_ oz’
1.2 B, = Bg—.
(12) @ PP ge

3) Un tensor se llama tensor contravariante de orden m, si tiene n™ componentes C'*1-

con Qq, ..., a,=1,...n, que transforman de acuerdo con la siguiente ley:

(13) C’al ~~~~~ Qam — Oﬂl ..... m
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4) Un tensor se llama tensor covariante de orden m, si tiene n™ componentes D,

..... am

con Qy, ..., o, =1,...n, que transforman de acuerdo con la siguiente ley:

ox*  Qgom

(1.4) Da,....0, = Dg

5) Un tensor se denomina tensor mizto o densidad tensorial contravariante de orden

o SR 7558

y contravariante de orden s de peso N, si tiene n"™* componentes del tipo Eg'" g™ que

transforman de acuerdo con la ley:

B = N ~a =0 9V Vs
(1.5) Bglar = (det (ax’)) o 0T 0T 007 | O

Oz; Vieetm Qe Qi O
6) Un escalar F es un tensor de orden 0 que tiene 1 elemento y se transforma de acuerdo

a la siguiente ley:

S]]
Il
&

(1.6)

Se dice que un conjunto de componentes de un tensor es simétrico respecto a dos indices
contravariantes (superindice) o respecto a dos indices covariantes (subindices), si las compo-
nentes no varian al permutar estos dos indices. Por ejemplo, Ag‘f 7 es simétrico respecto del

primer indice y del segundo indice contravariante si A?f T = Afew’ para cualquier a y/f3 .

Se dice que las componentes de un tensor son antisimétricas respecto a dos indices con-
travariantes, o respecto de dos indices covarariantes, si al permutar estos dos indices cambia
el signo algebraico de la componente. Por ejemplo Ag‘f 7 es antisimétrico respecto de los dos

primeros indices contravariantes si Ag‘f 7= —A?f“’ para cualquier a yf3 [9].

1.2. Ejemplos de transformaciones de coordenadas. Consideremos dos observadores
w y w en el espacio 341 dimensional ubicados en los origenes de los sistemas de referencia
P y P respectivamente; supongamos ademés que el observador w se mueve en direccién del
ejes x del sistema de referencia P y tiene velocidad constante v. En el sistema de referencia

P cada evento estard determinado por el siguiente cuadrivector x# = (2°, 7) = (2°, 2!, 2%, 23)
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(suele denotarse z* = (t,z,y,z) ). Con relacién al sistema de referencia P los eventos es-
tardn descrito por el cuadrivector z# = (t,Z, 7y, z). Las transformaciones que relacionan los
sistemas de referencia P y P , en fisica no relativista, son denominadas transformaciones

de Galileo y estan dadas explicitamente por las siguientes igualdades

(1.7) o= x—ut,
(1.8) J o= v
(1.9) z = gz,
(1.10) t = t

Si v es del orden de la velocidad de la luz el tiempo ya no es un pardametro universal,
por lo cual los eventos se representaran como cuadrivectores del espacio de Minkowski My,
que es un espacio vectorial (con la suma componente a componente y la multiplicacién por
un escalar tradicional) con un pseudo producto interno bajo el campo de los niimeros reales

asociado a la métrica dada por

1 0 0 0
0 -1 0 0
uv = = Gvpu-
0 0 -1
O 0 0 -1

En este caso las transformaciones no seran de Galileo sino de Lorentz, y se habla de fisica
relativista.

Una transformacién de Lorentz es un endomorfismo sobre el espacio My

LIM4—>M4,

Que cumple con la siguiente condicién. Sean u y v pertenecientes al espacio de Minkowski,

entonces [11]

(1.11) L(@)- L) =@ ¥



Con

(1.12)

Se define la siguiente notacién para la inversa de la métrica g,

(1.13)

Con esto se tiene

(1.14)

Por medio de la métrica se establecen las siguientes relaciones entre cuadrivectores cova-

riantes y contravariantes

(1.15)

(1.16)

Para el caso particular en que un observador se mueve en direccion del eje x con respecto

1. VARIEDADES ELEMENTALES

u-v = guuv’.

(g;w)_l = g".

gw,g”)‘ = 52.

o v
Ty = Gt

— A
= g7z,

al otro las transformaciones de Lorentz estan dadas por:

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

[=—2
_ v
02
B x — vt
xr =
_ v
62
y=y
Z=z
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En los casos en los cuales la velocidad v es mucho menor que c las transformaciones de

Lorentz se reducen a las transformaciones de Galileo [10]

. = lim —&%— =
1.21 =1 c? t
%—}0 U2
2
T — vt
(1.22) I=1llm-———=1x—ut
%*}0 U2
82

En funcién de los cuadrivectores las transformaciones de Lorentz se escriben (en forma

matricial) como

ct cy 00 =2 ct
z 0 1.0 0 x
7 0 01 0 y |
z 1 0 0 v z
L
y en general
(1.23) ot = Lhx".
Entonces:
oxH
1.24 =L~
(1.24) o — L
y
ozt
1.25 = (L7H"
(1.25) -y,

y pueden reescribirse entonces las reglas de transformacion de tensores mixtos (ecuacién

(1.5)), bajo transformaciones de Lorentz, de forma inmediata.



Capitulo 2

En este capitulo resumiremos aspectos basicos de las teorias clasicas de campos. Un cam-
po es una aplicacion de los puntos del espacio tiempo en algin espacio asociado a ciertas
propiedades fisicas. Por ejemplo, si se trata de estudiar la temperatura en cada punto del
espacio, entonces el campo sera escalar, si es la velocidad de un fluido, el campo asociado
sera vectorial y si es la métrica g, en relatividad general entonces trataremos con un campo
tensorial. Los campos obedecen ecuaciones diferenciales que los determinan, y que en general

pueden obtenerse de un principio variacional.

Existen dos formulaciones equivalentes de gran importancia en la teoria clésica de campos:
la formulacién Lagrangeana y la Hamiltoniana o Canoénica. En este capitulo estudiaremos
la primera de ellas: Dedicaremos especial atencién a las teorias topoldgicas, por ser la he-

rramienta para el estudio de invariantes topolégicos en este trabajo.

1. Formalismo Lagrangeano

Iniciemos nuestro estudio con una breve explicacién de la formulacién Lagrangeana. Para
ello asociaremos a cada punto del espacio una funcion 6,, (7, t) = 6,,(z) que corresponde a los
distintos campos involucrados en el modelo fisico, el indice m numera los diferentes campos

y x (0 z*) denota las coordenadas espacio - temporales.

Una teoria de campos se caracteriza por su densidad Lagrangeana

(2.1) L0 (Z,1), VO, (T, 1), 0, (T, 1)],

que es una funcion que depende de los campos y sus derivadas. Se define el Lagrangeano L

(en n dimensién espacio-temporales) como

11
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(2.2) L = /d”lsr;ﬁ.

La accion S viene dada por

(2.3) S = / dtl = / &L,

y es entonces un funcional a partir del cual la dinamica del modelo viene dada segin el
siguiente principio variacional:

El movimiento del sistema es tal que, bajo variaciones infinitesimales 06,,, indepen-
dientes y arbitrarias de los campos, que inducen en las derivadas variaciones dadas por
8(0u0m) = 0,(06,,), y que se anulan en el infinito espacio temporal, la variacién 6.5 que se

produce en la accién es nula. Este principio se instrumenta asi

55 = /d%(sc
(24) = / d”xz (%Mm 8(3% )58 .0 )
(25) = /d%Z[ <(aaa£9 )>59m] +/d%Za ( 59 >

El ultimo término, siendo la integral de una derivada total, puede escribirse como el flujo de

un campo J* (usando el teorema de la divergencia)

oL

a través de un hiperplano en el infinito espacio temporal. Pero como las variaciones 66,,, se
anulan en el infinito, este término es nulo. Usando que S = 0, seguin el principio variacional,

y utilizando la arbitrariedad e independencia de los d6,,, se tiene finalmente

or or
2. oL o (9L \ _
(2.7) 0. a“(a(auem» 0

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange. Veamos en seguida algunos ejemplos que ilustran

la aplicacion del principio variacional.
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1.1. Formulacion lagrangeana de la accion de Klein Gordon. La teoria de Klein-
Gordon describe del modo mas elemental posible, la evoluciéon de particulas masivas que
cumplen con la relatividad especial. Es por ello que se considera una teoria modelo dentro

de la fisica. Su accion viene dada por

(2.8) S = / d%%(ﬁugb@“gb — m2¢?).

Deseamos hallar las ecuaciones de movimiento del sistema a través de la formulacion
Lagrangiana. En este caso como tenemos un solo campo, entonces habra una sola ecuacion

de movimiento. Debemos para este campo hallar las siguientes derivadas parciales

oL 0(30,00"0 — tm*¢?)

a2
96 9 m e
0L _ 0(0,00"0 — 3’0" _ o
00,6 9(9,9) o
Con esto
oL oL 2, w2 0L 99t 4
- “<W>_ m26 — Opd'd = —m26 — 8,°p — 0,96 = 0

Asf las ecuaciones de movimiento son
(2.9) 000%) = —m*¢ — 0,0'9p = —m*¢ + V3¢,
mostrando entonces que se trata de la ecuacién de ondas con un término de masa.

1.2. Formulacion Lagrangeana de la accion de Maxwel. El campo de Maxwell
describe los fenémenos electromagnéticos [6], a través de las ecuaciones que obedece, que son
las famosas ecuaciones de Maxwell. Aparte de este importante hecho, debe subrayarse que la
teoria de Maxwell presenta dos simetrias que son fundamentales en la fisica contemporanea:
la simetria de Lorentz y la invariancia de calibre. En relacién a la primera, hay que decir que
fueron las ecuaciones de Maxwell y las observaciones electromagnéticas las que condujeron
a la teoria de la relatividad especial. En cuanto a la segunda, es un hecho que todas las
interacciones fundamentales gozan de invariancia de calibre; de ahi su gran importancia.

La expresién matematica para la accién de Maxwel esta dada por
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1
(2.10) S = / d'z (—ZFWFW — JMA“> :
con
(2.11) FH = grAY — 9" AF,

A continuacién se halla la primera ecuacién de movimiento (ecuacién no homogénea) de
Maxwell al hacer variaciones en el campo vectorial A
oL - a<_71;FWF/w — J,A") 8(9“0A99#AJ)‘)

— = — - _(Snz])\.
A, dA, A, A

oL O(-AFWE, - JAY 1 (F OE™) g OFiw) ) _ o

(D5 A,) (D5 A,) — 4\ "0(04,) (D5 A,)
ya que
F a(FW/) — v a(FMV) )
g 0(351477) 8<86A77)
Con esto se tiene
(2.12) —J" 4+ 9P = 0.

La otra ecuacion de Maxwell (ecuacion homogénea) se obtiene de la siguiente manera.

Definamos el dual de F como

1 1
(2.13) v = 55""”9Fp9 = 55“”9(8,)149 — OpA,).
Tomando la derivada parcial de este dual
1
(2'14) auF*wj = au(iguype(apAG - 80140))7

se tiene que la derivada del dual es cero en vista de que la contraccién de un tensor simétrico

y uno antisimétrico es nula.
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* UV _
(2.15) O F™ = 0.

A continuacién se explica la invariancia de calibre que posee esta accion.

Consideremos el siguiente cambio para el campo A

(2.16) Al = AP 4 OFA,

con A un campo escalar. Se introduce este cambio en la accién

_ 1 - _ _
S(A) = / d'z (—ZF“”FW - JMA“) :
Primero estudiaremos el efecto de esta transformacién en el campo tensorial F*, segun la

ecuacion (2.16):

FHe = grAY — 9V AF = OFAY — OV A* + OFOY A — 0V OMA = FH,
suponiendo que las derivadas de primer y segundo orden de A existen y son continuas. Por

lo tanto tenemos

S(A) = / iz (—iF’“’FW (A" + 6"A)) — S(4) - / diz GJM(AM + 8“/\)) |

Pero se tiene que

—/d4:pJM(8"A) = —/d%@“(JMA)—|—/d4x(8“JM)A.
Finalmente empleando el teorema de la divergencia, suponiendo que los campos tienden

a cero suficientemente rapido en el infinito y considerando que la corriente es conservada

(0"J, = 0) tenemos que

S(A) = S(A).
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2. Teorias topoldgicas

Como mencionamos en la introduccién de este trabajo las teorias topoldgicas permiten
obtener resultados interesantes acerca de las propiedades geométricas de la variedad donde se
definen [13][7][4]. Ahora bien, para que una teorfa sea topoldgica debe cumplir las siguientes

propiedades [5]:
a) Ser invariante bajo transformaciones de coordenadas generales.
b) Ser independiente de la métrica.

A continuacién recordaremos como cambian los objetos que aparecen en nuestras acciones

bajo cambios generales de coordenadas y estableceremos como seran sus derivadas:

1) Si A es un campo escalar sabemos del capitulo 1 que transforma asi

A7) = A(x).

Ahora bien por la regla de la cadena la derivada de este campo transformara del siguiente

modo

OA(z)  0A(z) Oz
N G

2) Supongamos A; un campo vectorial, sabemos que transforma bajo un cambio general

(2.17)

de coordenadas de la forma,

- ox?
A7) = 95 A (0)
Luego
0A,(z)  0A,(x) 0a? Oxr 0?x"
(2.18) orv  0x° 0z OzH +A“(x>aa:~uafv‘

Por lo tanto la combinacién antisimétrica transforma como un tensor de segundo rango

0A, 0A, Oz, 8:17”8 A

(2.19) dzo  0r, oOreor "
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3) El elemento de volumen se transforma con un cambio general de coordenadas

7J
(2.20) d"F = det (%) d"z.

4) El simbolo de Levi- Civita cumple con

V1V2....Un

(221) cHIHzetin — ot (892‘3) oxkt Ot . Oxtin

oxt | oz 9z2 Qpvm

Probaremos esta propiedad para n=3. En mas dimensiones la prueba es similar.

Demostracion:

7 con 1,j=1,..,3 entonces

i

Counsideramos a

12 3
a; ary ay
j 123, 123 123 123 123 123
det(a]) = det | a} a2 a3 | = aya3a; + azazay + azajay — aza3a7 — ajaza; — a,a1a;
1 2 3
as az dag

Del modo como fueron arreglados los indices, sélo los subindices son permutaciones de (123).

Estudiemos en detalles estas.

Primero sera necesario relacionar los términos del desarrollo del determinante con el

simbolo de Levi-Civita del siguiente modo (ver definicién de Levi-Civita en el capitulo de

notacion)

+ajaial = e'ajaia’

+adaiad = e'Balaia} = —e*3alaa? = e»'alalad

tajaial = e'?alatad = —e'?alalal = 3%alaial

—alazal = —e'Balala} = ' alala} = —3%ala3ad = 3 ala3ad
—ala3ald = —e'Bajaial = ¢'*ajaial

—ajatay = —e'Bala?al = e2Balaial.

De aqui tenemos que

(2.22) det(al) = eM"™majala’

m*
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Ahora queremos estudiar la expresiéon e*™alala’ con (p q r) una permutacion fija de (123),

para ello veremos qué hace una permutacién de dos indices a la expresion relacionada con el

determinante; intercambiaremos q y r

klm _p r 3  __ p, T _q p,r 4 p,r.q¢  p.r_q D.r q D 1T (g

€Ay, = (10503 + Axa307 + U370y — Q10305 — AyQ103 — U300
B pod.r p,d.r _ Podor _ oP.oq.r oD oqor
= 10309 + A30703 + A3050] — Q10503 — Uy030; — (3010,
= —cM"maPalal

De esto se establece que la diferencia entre una permutacion par e impar de la combinacién
(p q r) es de un signo algebraico. Ahora bien, es ficil probar que para las permutaciones

pares obtenemos

Kim 1 2 3 _ _klm 2 3 1 _ _kim 3 12 _ i
e"Magaya,, = e "ayaya,, = " aya; a,, = det(aj),
de esta manera tenemos
kim 2 1.3 _ _km_1 3 2 _ kim 3 2 1 _ i
e"Magay a,, = e " ayaya,, = " aya;a,, = —det(a}),

con esto podemos concluir que

kim p_q_r _ _pqr J
e"mayaja;, = e’ det(a))

Por otro lado si consideramos un cambio general de coordenadas T = Z(z) y tomamos

Jj __ 0xd
a; = oz

resultando lo que sigue

ozt 0x%2 023
oxl ozl ozl

ox’
— ozl 9z  9zx?
det ( OFt det oz?  9z? 0z

ozt 9x%2 023
0x3 0xz3 0z

Por propiedades del determinante tenemos que (det(A))™' = det(A™1), y considerando la

oxi\\ oz
(1 (22)) " = (22).

transformacion inversa

Luego
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) P Ord "
P — ot (8:B )g«‘lmai dx? Oz

dxi 97k 9zl ozm’

lo cual concluye la prueba.

2.1. Formulacién Lagrangeana de la accién B-F en dimensiéon 241. La teoria
B-F junto con la de Chern- Simons [8] , que se presenta en la préxima subseccién, son ejem-
plos sencillos e importantes de teorias topoldgicas. Con estos dos ejemplos podremos ver que
estas teorias se caracterizan por que la métrica del espacio-tiempo no tienen influencia en
la evolucién de los campos, pues de hecho no aparece explicitamente ni en la accién ni en

las ecuaciones de movimiento. A continuacién demostraremos que la teoria B-F es topoldgica.

La accion B-F en dimensién 2+1, esta dada por la ecuacion
(2.23) Sp_r = / d*x (e"PA,0,B, + JHA, + J5B,) .

Para este modelo el recorrido de los indices griegos es de 0-2.
Primeramente veamos que esta accion es invariante bajo transformaciones generales de co-
ordenadas
Spp = / 0% (7 4,0, B, + JUA, + JAB,)
Usando las ecuaciones (1.1) , (2.19) , (2.20) y tomando en cuenta que el tensores B es

antisimétrico tenemos la siguiente igualdad

_ oz’ 00 OxP Ox" 1 o+ OxF 1 oT* _ Ox”
Sp_r= [ dPrxdet | =— WP AD B —— —— 4 JX : A, JE — B,
Br / e (895’) (5 P g5 027 9% T M et (92) D0z P et (22) O~ D

Ox ox
ademas se ha considerado que las corrientes Jy4, Jp son tensores mixtos (ver ecuacién (1.5)).

Finalmente aplicando la ecuacién (2.21) para dimensién 3 obtenemos que

SB—F = /dgx (5‘5”’71458,)377 + JXA/-: + JEBK) = SB—F

Por otro lado esta accion es independiente de la métrica, en vista de que no se hizo uso de
ninguna en particular para definir el Lagrangeano. De este modo se concluye que la accién

B-F es topoldgica.

)
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Cabe acotar que al igual que la accion de Maxwell, la accién B-F es invariante de cali-
bre (en la préxima subseccién examinaremos esto detalladamente para la acciéon de Chern-
Simons, en vista de que la prueba es similar).

A continuacién hallamos las ecuaciones de movimiento. Para ello observemos que en
este Lagrangiano tenemos dos campos vectoriales, a saber, A y B, por lo cual tendremos dos

ecuaciones de movimiento asociadas al sistema, ambas de la forma dada por la ecuacién (2.7)

Para el campo A, tendremos

oL 0(e"? A0, B, + J4 Ay + T By)
A, 04,
"0, B, + J)o,

= "9,B, + J],

5 ( oL ) _5 (8(sMVﬂAua,,Bp+ JHA, + JgBM)) _0
d(0yA,) d(0rA,)

De este modo las ecuaciones de movimiento que surgen al variar A, son

(2.24) €79, B, + J'| = 0.

Andlogamente para el campo B, se tiene

oL _ 3(6’“/‘714“81/3;: + JZAM + JgB#) —§nJE — gt
9B, 0B, AR

[\ ( oL ) = 0O (3 (e"PAu0, By + JyAu + JpBy)

a(a/\Bn)

— pop A SASTY  ~HAN
8(8AB,,7) ) (9,\(5 Aﬂéy(sp) € 8)\./4“.

De este modo las ecuaciones de movimiento para B son

(2.25) —eMMONA, + T =0,

Finalmente las ecuaciones de movimiento del sistema son
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e7rd,B, = —J,

67’)\”6)\AH = —Jg

2.2. Formulacion Lagrangeana de la accién Chern- Simons. La expresion mate-

matica para esta accion viene dada por la expresion

1
(2.26) S = / (55“”*,4#8”1@ + kA, J").

La prueba de que esta teoria es topoldgica es analoga a la presentada para la accién B-F.
Ahora nos interesa probar que la accién de Chern- Simons es invariante bajo transfo-

maciones de calibre. Por lo cual si consideramos un cambio similar al usado en la ecuacion

(2.16)

A, = A, + 0,7,

se tiene que

_ 1 _ _ _
S(A) = / d3x(§5’“’AAu8VA,\ + kA, JH)
1
_ / PG (A + 0,100, (Ay + 03T) + k(A +0,T).J*)
1
_ / PG (D As + ADuO3T + 0,00, Ax + 0, X0,00) + k(A" +0,T.")

1 0 1 0
= S(A) —|—/d3x(§€“"’\(W—l— 0,Y0,A,) +/dgazis“”’\W—l—k/d?’x(auT)J“,
pero la contraccién de un tensor simétrico con uno antisimétrico es cero, por lo cual los

términos del tipo 729,09, T se anulan. Queda asf

S(A) = S(A) + / d%(%gWAaMTGVAA) +k / d*x(9,7)J*",

ademas

0,(" 0, T A) = £"29,70, Ay + £"20,0, T Ay,
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9, (TJ") = Y8, (J*) + 9,(T)J*.

Luego

0 0 0
_ 1 1 0
S(A) = S(A)+ / d3x§aj eMAFAAN)— | dPr—e28,0, Y Ay+k / P xd, FFT—k | d&=¥F,(J"),

el tercer término es nulo porque hay una contraccién de un tensor simétrico con uno anti-
simétrico. El cuarto término es cero porque se asume que la corriente es conservada, por lo
cual 0,(J") = 0. El segundo y quinto término son nulos al aplicar el teorema de Gauss con
las condiciones de contorno apropiadas (los campos se anulan “suficientemente rapido en el
infinito”).

Finalmente se tiene

S(A) = S(A).

Ahora vamos a obtener las ecuaciones de movimiento. Necesitamos segin la ecuacion

(2.7) las siguientes derivadas parciales

oL O(3e" A0, A\ + kA, ")
OA, OA,

1
= 5150, Ay + k"

1
= 56’7”’\8,,A>\ + kJ".

oL _ O(5" A0, A\ + kA, J")
0(80‘/477) a(apAn)
= 5{,’52%5“”’\14“
1
= —elA,.

2
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Asi
gjn -0, 8(354,,) = %5’“’)‘&,14,\ + kJT — %5“”"@/4#
= —%5“”7@%1# + (%5"”)‘&,1%\ + kJ7),
pero e’ = —¢Pt v haciendo v = p y A = p tenemos que

oL oL 1 1
= _H = Zonpp = npp n
o4, ap8(8pAn) 5¢ 0,4, + %€ 0,A,+kJ
= e"9,A,+ kJ"
= 0.

Con la métrica euclidea esta ultima expresién es igual a

—

(2.27) VxA=—klJ.

23

Observe que esta tultima ecuacion es formalmente idéntica a la ecuacién fundamental de la

magnetostatica: La ley de Ampere, en la proxima secciéon usaremos este hecho.

3. Accién On-Shell

Para integrar las ecuaciones de movimiento de la teoria B-F y la de Chern- Simons nos

seréd util el siguiente teorema [6].

TEOREMA 2.1. Sea G un campo vectorial. Entonces si

V.-G = d()
V. x G = &&),

se tiene que G se puede escribir como

(2.28) G(T) = —%, ( / %) e ( / c(xll)j;(x/)) |
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donde R =| & — « | Este resultado establece que la divergencia d(Z) y el rotor &Z) de G son
independientes, y que el campo G puede descomponerse en términos de estas cantidades. El
primer término de la descomposicion es un gradiente (la parte longitudinal de G). El sequndo

término es un rotor (la parte transversa).

En nuestro caso, sabemos del campo A(Z) que (segiin la ecuacién 2.27)

— —kJ

o

V x

Ademas podemos suponer que

con f una funcién arbitraria. Utilizando el Teorema 2.1 se tiene entonces

() )

Definamos T = f f(@dv(a’) . De este modo

AN =, i = - kJ(JE,) ‘ ijk/ - Jk(i’)
(A(X)) = (=V,_)" — (Vm X /dv( N—— = ) = —0;T — ke dv(x")0; R

pero J* (1,?’ ) puede salir del rotor porque no depende de &

Necesitaremos

donde hemos definido R = £ R”;

(A(D))} = ke* / do(iy _4?]); SORPN

Finalmente la solucién de la ecuacion de movimiento viene dada en la forma de
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(2.29) A@) =k / J(473—RX2Rd () — 9.
Para el calculo de la accién on-shell, el término longitudital VY no contribuye, pues se trata
de una transformacién de calibre.

Ahora consideremos la corriente

(2.30) J(7) = / A7 63 (7 — 1),

Cc1

donde ¢; es una curva cerrada. Con esto la ecuacién (2.29) queda como sigue

(2.31) A@) =

k/f“ dz'63(Z — ') x R

47 R?
Al sustituir el campo ff(x) en la accion obtenemos la accion on shell que viene dada en la

forma

k2 . (R
2.32 s = ——— @ da" ¢ daleVF Lo
(2.32) S. 8%7{1 x j{l e

Para interpretar esta expresién consideremos el caso general en el cual las integrales de linea

corresponden a dos curvas distintas. Tendremos entonces la siguiente expresion

B f B
(233) Sos = _8_7'(' f; dil?/ f; dx?e¥ F

A continuacion intercambiaremos las integrales, en vista de que se efectian en variables

R
distintas, y consideraremos la siguiente definicién ¢/ = f dz'iciik B ) nos queda asi

Sos — %d] %dz / zgk

(2.34) = d:x’]cj
87r

Por el teorema de Stokes sabemos que

7{5 /ds (v x ).

En notacién de componentes este teorema se escribe como sigue



3. ACCION ON-SHELL 26

/cidli = /dsisijkﬁjck.
Aplicando este resultado al caso que estamos trabajando
k2 9 (R)!
Sos — d 7 'lec d /m _mkl
- [ e (f o
k2 o (R)!
_ ij mkl 7 m
= 87?5 / dsxa v (]{1 dx |

Utilizaremos que e7*e™" = §l§™ — 676, obteniendo

kQ Lsm m Sl ) 0 lm(R>l
Sos = —g- (0187 =4 5j)/ s}, (fld = |-
SRRy VY PR X Y Y VR AL ]

Pero en esta expresion podemos reemplazar -~ por — con lo cual

aa:’J

k / ; i / ( )
= I ¢ _ (N . R
Sos 8 ds j{ ( /j> 2 /ds %dw < /j) R2 .

-~

1

El primer término puede reescribirse como

. - = ((R)
s B 5 (? |

considerando que el gradiente de una integral de linea sobre una curva cerrada es nula la

accion on shell queda del siguiente modo

K’ i i 0 (R)
SOS:8_7T/52dSZj£1 dx i R

A continuacién usaremos la siguiente igualdad

0 (Ry
dx || R |*

= —4nd3 () — 7),

con lo que
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2 | L
(2.36) S,y = — / dsi 7§ 2/ (7 — 7).
2 So c1

Segun la ecuacion (2.36) la curva ¢; debe intersectar la superficie bordeada por ¢y para
que la delta contribuya. De este modo, la accién on shell mide el anudamiento entre las
curvas. Esta férmula corresponde al nimero de Gauss [12]. En el capitulo 4 volveremos
sobre la interpretacion de este invariante.

Para el caso que obtuvimos inicialmente (ecuacién 2.32) ¢; = ¢y, por lo cual la accién no
esta bien definida, en vista de que el denominador se anula en infinitas ocasiones. Este proble-
ma se puede solucionar formando una nueva curva que se obtiene de la original trasladandola,

siguiendo alguna prescripcion. Claramente el resultado dependera de la prescripcion.



Capitulo 3

1. Formalismo Hamiltoniano

Las ecuaciones de Euler Lagrange que obtuvimos a partir del principio variacional, si
el Lagrangeano es cuadratico en las derivadas de los campos, seran ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Esto es asi, por ejemplo: en los casos de las teorias de Maxwell y Klein-
Gordon. La formulacién Hamiltoniana surge como una reformulacion de la mecénica clésica
y de la teoria clasica de campos en términos de ecuaciones de primer orden.

En fisica contemporanea, sin embargo, esta reduccion del orden es menos importante
que el hecho de que la formulacién Hamiltoniana o canodnica, establece un puente para la
cuantizacion de las teorias fisicas. En esta seccién resumiremos el formalismo Hamiltoniano
para el caso de teorias de campo clasicas usuales.

Por simplicidad, consideraremos el caso en el que la teorfa contiene un tinico campo 6(x).
El paso al caso de multiples campos es inmediato.

Consideremos una densidad Lagrangeana

(3.1) L = L£(0,6,V0).

Se define el momento conjugado

(3.2) w(T,t) = %.

Supondremos que la ecuacién (3.2) permite despejar "la velocidad” 0 en funcién de 0 y 7

28
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si esto ocurre, se dice que el Lagrangeano es reqular, en caso contrario, es singular.
El espacio definido por 6 y w se llama espacio de fases, ademas las variables # y 7 son
independientes.

Definamos la densidad Hamiltoniana

(3.4) HO,7) = n0—L,

donde hemos empleado (3.1) para escribir § en término de 6 y «. El Hamiltoniano se define

COIMoO:

(3.5) H = / dPaH.

(Nétese la analogia con la relacién entre el Lagrangeano y la densidad Lagrangeana). La
expresion (3.4) corresponde a tomar la transformacién de Legende [1] de la densidad La-

grangeana.

Definiremos también la derivada funcional de cualquier funcional del espacio de fases

F[0, 7] con respecto a § y m del modo

OF[0 1
(3.6) 50([f: ;T)] = lime — 0 (EF[G("t) +e0*(. — T), 7] — F[9(.,t),7r]> ,
y de modo similar para ‘;—Z. Aqui el punto ”.” indica un argumento espacial arbitrario. Por
ejemplo, se tiene que si
(3.7) Flo,x] = / PF (0°(Z.1) + (T, 1)
entonces
OF . om(at)
3.8 = Bz om( ) —— L
(3:8) o (7, 1) / Ry

(3.9) = on(,1).
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La definicion (3.6) permite mostrar que la derivada funcional obedece muchas reglas de la
derivada ordinaria, por ejemplo la regla de Leibnitz y la regla de la cadena [3].

Equipados con estas definiciones, podemos establecer el siguiente resultado:

a)Dadas una densidad Lagrangeana H como en (3.4), la definicién de 7 (3.2) y de H

(3.5), se tiene que las ecuaciones de Euler-Lagrange implican a las ecuaciones candnicas, que

SOo1
. SH
01 0 pr—
(3.10) 57 (Z.1)
| SH
(3.11) R ]

b) Reciprocamente, dada una densidad Hamiltoniana #H (6, ), si se define la densidad

Lagrangeana segtn:

(3.12) L=m0—H,

se tiene que las ecuaciones candnicas (3.10) y (3.11) implican las ecuaciones de Euler-
Lagrange.

La prueba de este resultado se encuentra en el apéndice A. Puede decirse entonces que
las ecuaciones de Euler-Lagrange equivalen a las ecuaciones candnicas.

En el caso de N campos 6,,, m= 1,....,.N y una densidad

(3.13) L= L(Op, 0, V),

se definen los momentos

(3.14) Tom = —— )\

el Hamiltoniano
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(3.15) H= /d3fH = /d% (Z O T — z)

y las ecuaciones candnicas son 2N ecuaciones de primer orden en el tiempo:

: oH
. 0H

La formulacién canénica puede rescribirse en términos de los corchetes de Poisson, definidos

como sigue. Sean p[0y,, Tm| v ¥[0m, Tm| dos variables del espacio de fases, la expresion

(@2 = [ Z( S )

se denomina corchete de Poisson, de p con ~y [3]

Enumeramos algunas propiedades de los corchetes de Poisson. Sean f, g, h pertenecientes

al espacio de fases y a,b,c variables que no estan en el espacio de fases, entonces
a){f ag+bh} = a{f, g} +{f, h}b

b{f g9t =—{g,h}
O f,gh} = g{f.h} +{f g}h.

En términos de los corchetes de Poisson la dindamica del sistema puede reescribirse como

sigue. Dado un funcional f[0,,, 7,,t] , se tiene que

- of
(3.18) f={LHr+ 50
En efecto

of . of
(3.19) j= /d3z( b+ 3 )+§

Pero, usando las ecuaciones canodnicas se tiene
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. of 0H of 0H af

(3.20) f = /dgaizm: ((wm . — . 59m) + a
_ of
(3.21) = {f,H} + o

Un caso particular de este resultado lo constituyen las propias ecuaciones candnicas.

Son de importancia los corchetes de Poisson entre las variables candnicas, o corchetes

fundamentales
r) y)  060P(0F) o™ (Y))
22 o°(& = [ @ Z) om™(§) _ .
(322) { v} = / Z (501 Z) oml(2) oml(Z) 00Y(2)
Como 7 y # son campos independientes el segundo término de la ecuacion es cero, ademas

3]

d0P (%) p3/o
(3.23) e = 976°( )

o™ (y L
(3.24) = (%) = 0"0%(y — 2)
Con esto

(3.25) {or (& y)} = / d%Z(sp(sS 2676 (§ — 2) = om* (& — 7).

En algunos caso ocurre que no se puede despejar todas las velocidades 6,, en funcion de los
momentos 7,. Entonces no se puede hacer la transformacion de Legendre, y hay que recurrir
a otros métodos. Existen casos importantes que caen en esta categoria, el mas notable es
el campo de Maxwell. Existen formulaciones que contemplan esta situacion, pero sélo las

mencionaremos tangencialmente en esta tesis.

1.1. Formulaciéon Hamiltoniana de la teoria de Klein Gordon. La accién de

Klein Gordon esta dada por

(3.26) S / d%%(ﬁugb@“gb —m?¢?).
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Para deducir las ecuaciones de movimiento de Hamilton debemos encontrar los momentos
conjugados de acuerdo con la ecuacién (3.2). En este caso tendremos un solo momento

conjugado porque hay una sola variable

Lo
op ¢

Es necesario desglosar la densidad Lagrangiana en su parte temporal y espacial para realizar

(3.27)
esta derivada parcial de forma correcta

(3.28) C— %(aoqja% + 060’ — m2?).

Entonces la derivada parcial anterior es

oL 1 :
3.29 = — =2(=0p0) = 0p¢p = ¢.
( ) ™ 20 (2 0¢) b = ¢
La densidad Hamiltoniana es asi

1 .
(3.30) H = 7 — é(mr + 0;00"¢ — m*¢?)
_ 1 2 l i 1 2,2

(3.31) = 27r 2(‘3@3 o+ 2m o°.

Finalmente las ecuaciones de movimiento usando (3.10) y (3.11) sera

532) 52 — / Pl R\ 0 R Y
(3.33) P _% /d3y5(ﬂ2(§)) + (V(SZ)Q +m*¢*(¥) — —m26 + V2.

Al comparar con la ecuacién (2.9), observamos que se llega a la misma descripcién dindmica

del sistema por la formulacién Hamiltoniana que por la Lagrangeana.
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1.2. Formulacién Hamiltoniana de la teoria de B-F en dimensién 2+1. Con-

sideremos la siguiente accién (B-F) en dimensién 3 (2 + 1)
(3.34) Sp_r = / d*x (" A,0,B, + J4A, + J5B,) .

Descompongamos esta accion en espacio tiempo
SBfF = /dSIE (60’714081-3]- + SinAiaij + SijOAiajBo + Jon + JgBO + JAAZ + JZBBl) ,

al usar que

60@] — 513

)

y que
gl — —EJZ,

tenemos que

SBfF = /dgiL’ (EijAoaiBj + Jng + J%Bo + SjiAiaij + JAAl + J]ZBBZ + 5iin8jBo) .
Pero
0;(e" Ai By) = 0;(e" A;) By + €7 Ai(0;Bo),

con ello

SBfF = /dgl'[é'ijAoaiBj -+ JgAO -+ J%BO -+ 8jiAiaij —+ quAz -+ JlBBZ -+ 8]-(5”141-30)—1—

—8](5Z]A,)BO]
Usando el teorema de Gauss y suponiendo que los campos tienden a cero en infinito

suficientemente rapido tenemos que

/dg.T@j(EiinBo) = O,

con lo cual

lo
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SBfF = /dgfﬁ (8”14081‘8]‘ + JgAO + J%Bg + €jiAiaij + J;‘Al + JlBBl — 3j (SUAZ)B()) .

Como €% = —¢7%, se tiene

SBfF = /dgl' (SijAoaiBj + Jng + J%BO + €jiAiﬁij + J,Zqu + JZBBZ + 8j (EJZAl)Bo) .
Agrupando de modo conveniente
(335) SBfF = /d%(e”@iBj + Jg)Ao + (€jiain + J%)BO + €jiAiBj + JAAZ + JlBBl

Recordemos que al hacer la formulacién Hamiltoniana se obtuvo la ecuacién (3.4)

H =n0 — L(6,0(n)),
de este modo
L(6,0(n)) =m0 —H.

Es importante percatarse de que la accion B-F al descomponerla en espacio y tiempo
(ecuacién 3.35) tiene un Lagrangeano justamente de la forma indicada arriba, es decir, tiene
estructura canonica, lo cual nos permite encontrar el momento conjugado y el Hamiltoniano
por simple comparacion. Sin embargo existen otros términos en esta acciéon que no nos son
familiares, ya que este Lagrangiano posee restricciones por lo cual para la formulacion Hamil-
toniana se ha hecho uso del método de los multiplicadores de Lagrange (apéndice B). En

este caso, reconocemos

A1 = Ap, con la restriccién h(z) =¥9;B; + JY, y

A2 = By, con la restriccion g(z) = e7'0;A; + Jp,

= eI A,
0 = Bj,
(336) Hl =H — Ao(EijaiBj + Jg) — Bo(éjiain + J%),

con
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(3.37) H=—J\ A — JuB;.

Los campos Ag y By no son variables dindmicas, es decir, estas no evolucionan en el

tiempo. Son los multiplicadores de Lagrange asociados a las ligaduras

8”813]4—1]% = 0,
ajlﬁjAZ—i—J% = 0.

En adelante demostraremos usando los corchetes de Poisson que las ecuaciones obtenidas
con este Hamiltoniano coinciden con las que ya obtuvimos haciendo variaciones del La-

grangiano, lo cual probard que el Hamiltoniano propuesto en la ecuacién (3.36) es correcto.

Para la formulacion Hamiltoniana las ecuaciones de movimiento son

. §H
(3.38) =5
. —0H

(3.39) =

Ahora bien, la ecuacién (3.18) nos permite determinar la dindmica del sistema en funcién
de los corchetes de Poisson usando los campos A B y el Hamiltoniano.

Comencemos con el campo A

(3.40) Az(f) ={A(%),H'} = {Ai(f)a/dQQ[H—A0(€kmakBm+Jg)—Bo(5kmakAm+Jg)]},

como la integral es una suma continua sale de los corchetes de Poisson

(3.41)
{A;, H'} = /d2y {A,HY + / d*y {As, —Ao("™ Ok By, + JY)} — Bo(e*™ 0L A, + TS}
\—T—/ N = 4

2

Primero desarrollemos la parte 1 de la ecuacién (3.41)

{Ai, 1} = [{Ai, =5 Ax — JiBe}] = {Ai, = J5 AL} + {Ai, — 5B},
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como J% Y J¥ no son variables del espacio de fases salen del corchete de Poisson

) 0
{Ai, H} = =S AAY — JE{Ai Bi},

Por la ecuacién (3.25) sabemos que

{¢'(Z), 7 (y)} = 616°(& — 7)),

pero en este caso tenemos 7/ = /™A, y 0; = B, , asi

{0i(2), 7 (1)} = {Bil@), " An(y)} = 8]6%(& — 9),

por lo cual

e Bi(T), Anly)} = 616*(T — 7).

Contraemos la igualdad anterior con e/* para obtener {B;(%), A;(y)} :

M Bi(T), Amly)} = €7°6]0%( — ),

pero gfFei™ = §: asi

ST BiE), An(@)} = {Bi(#), Axly)} = M616%(& — §) = £"0*(& = §).

Por la propiedad (b) de los corchetes de Poisson se tiene

-

(Bi(@), Ar(y)} = *6%(7 — ) = —{A(y), B:F),

asi

{Ai(2), Bf} = e*6%(@ — ).

Finalmente tenemos

(3.42) {Ai, 1} = eM0* (7 — ) T5(y).

Con respecto a la parte 2 de la ecuacién (3.41) se tiene. Usando las propiedades de los

corchetes de Poisson de manera analoga al caso anterior lo siguiente
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0 0 .
"0 (— Ao{ Ai, B} — BifAsAn]) — AdAsT4T — B{An T3l = —Aoe"™ ) (—m6* (7 —

_ 0(5* (& — 9))
_, 00%(F - 9))
(3.43) o

Uniendo el resultado de las ecuaciones (3.42) y (3.43) podemos concluir que la ecuacién

(3.41) queda como

o032 — 17 - 4
() = [ a0 [y - )

Multiplicando por &%

ePA; = P9y Ay(T) = P TL(T)EM +eP 0, Ao (T) = — 08 T (Z)+eT 0 Ag(T) = — T () +e0; Ao(F).

Luego

(3.44) — P9y Ay (T) + €0, Ay (F) = — T ().

Esta es la componente espacial de la ecuacién de movimiento obtenida en la formulacién
Lagrangiana (ver ecuacion 2.25). Por lo cual el Hamiltoniano obtenido es correcto.

Anélogamente para el campo B

(345) —5pi803¢(f) + &?pi&-Bo(f) = —Jﬁ(f)

Cabe acotar que existen dos caminos para obtener las soluciones de las ecuaciones de
movimiento de la accién B-F en dimension 2+1, uno de ellos es usando la ecuaciones (2.24)

y (2.25) y el otro es partiendo la ecuaciones (3.44) y (3.45) [2]. En este trabajo usaremos el
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primer camino, por lo cual tendremos vectores en R y R3, lo que hara necesario el establec-
imiento de la siguiente notacién:
1) Los vectores pertenecientes a R? tendran un subindice 2,

2) Los vectores pertenecientes a R® tendran un subindice 3.

Usando la ecuacién (2.29), se tiene

-, J_) 17_; X R =
Ay = [ 2 B,

Las componentes de estos campos vectoriales estan dadas por

. _;9 SC_é D\ . HUN TV ( D)A N
aa6) () = UL g - [EEAE ),
(3.47) By = [P ) = [ g,

Supongamos ahora que tenemos las siguientes corrientes en la accién B-F

(3.48) JY =

0, v =0
(3.49) Jg = ,

[, dy' 0 (@2 = ¢), v =1
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donde v es una curva cerrada en el espacio 2-dimensional.

A partir de la ecuacion (3.47) y la estructura de las corrientes, se tiene que

(3.50)

(3.51)

con

Resolvamos esta ecuacion

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Bi

H = — / d*x J%5 (%) B' (%)

_ / B () / Ay (T — 7).
Y

» A — ) (RY
i 3= € 2 2
B —/d x( R )

/ dt/d2_’( 10352 Zi;gcﬂ(ﬁ))
(T — ) ) "
dr ((( L= 1)+ [|Te) — Ep?)?

ZO”(fi"() C(2)) /°° dt
Am oo (= )2+ || Ty — E||?)?

6in<

T(2) — o))
21(||Z(2) — ¢ 1I)?

Finalmente sustituyendo este valor en el Hamiltoniano tenemos

(3.56)

! 62'j/v ; yg)_cj
H=— [dy
o J, ((H )2

40

Suponiendo que el punto ¢ coincide con el origen del sistema de referencia, ocurre que

o)
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457 oo e2p@) gpr() g2 ar®)
( : ) - ; (7,(1))2 + (7"(2))2 + ’ (r(l))2 + (7,(1))2
(r®)dp® g ®
(3.58) - / +
G0 oo T G
(3.59)

Obsérvese que

() d arctan Zo 9 arctan Lo
(3.60) d(arctan(%)) = T)T(l)dr(l) + T)der(z)
(3.61) B 1 —r@dr® N dr®
' o 1+ [%]2 (7’(2))2 7“(1)
oo - (r(D)?2 r D@ _ @@
0 G

D dr@ — 1@ gr@

(3.63) T TR (rO)

De este modo

4 H' (B L[y r L[ ap
(3.64) o )——%/7 arctan (E) ——%/7

La ultima integral deja ver que el Hamiltoniano on shell , mide el angulo subtendido por

la curva v, medido desde el punto Zy. Por lo cual obtenemos el siguiente invariante topoldgico

—1, x9€2

0, g
Con (2 la superficie cuyo borde coincide con la curva ~

H(B) =

Una representacion de esta situacién se muestra en las siguientes figuras. En ambos casos
consideraremos un sistema de referencia con origen en el punto xg

Para la figura 3.1 el Hamiltoniano es 1 (o -1, dependiendo de la orientacién de la curva),
en vista de que el punto z, estd dentro de la curva v, por lo cual el angulo subtendido por

ella serd un multiplo de 27 (ver figura 3.2)
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Ficura 3.1

FiGura 3.2

Ficura 3.3

En el caso de la figura 3.3 el Hamiltoniano vale 0 debido a que el punto z esta fuera de
curva, por lo tanto una parte de ella sera recorrido subtendiendo angulos positivos (ver parte
rosada de la curva de la figura 3.4) y la otra parte de la curva barrera angulos negativos (ver
parte azul de la curva representada en la figura 3.4) de tal modo que al finalizar el recorrido

completo 7 los dngulos positivos y negativos se cancelan (ver figura 3.4).
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Ficura 3.4

43



Capitulo 4

En este capitulo nos dispondremos a estudiar la acciéon B-F en dimensién 3 + 1 segin
las formulaciones Lagrangeana y Hamiltoniana. Obtendremos las ecuaciones de movimiento
explicitamente de acuerdo a unas corrientes dadas y por ultimo determinaremos el Hamilto-

niano on shell para obtener expresiones para invariantes topolégicos.

1. Formulacion Lagrangiana de la accion B-F en dimensién 3+1

La accion B-F en dimension 4 viene dada por la expresion

(41) SB—F = /d4m2k31(5“”)‘pBW8,\Ap) + kg(JMAM) + k?g(lCMVBM,,).

Hallemos las ecuaciones de movimiento. Primero para al campo vectorial A, se tiene

OL (ki (" BuOrAy) + ka(J*Ay) + k(K™ B*))
0A, oA,
= 5 (ko J")
= k2J777
oL 92k ("M B,0rA,) + ka(JHA,) + ks (KM B*))
9(BpA,) 9(0pAy)
= 2k10387e" M By,
= 2ke"B,,.

44
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(4.2) ¥

) = kyJ" — 2k1 "0y B, = 0,

en consecuencia
(4.3) 2k, 0y B,y = —koJ".

Luego para el campo tensorial B, tendremos

oL 8(2k1 (8MVAPB/W8)\AP) + kQ(JMAu> + k?g(’CMVB“V)))
9By OBy

= G100 (2k1NONA, + kK

= (2kiE"MONA, + ksKTP),

oL
999 Bys)

Finalmente

(4.4) 2k MO\ A, = — kK.
2. Invariancia de calibre

A continuacién demostraremos que la accién B-F en dimensién 4 es invariante bajo

transformaciones del tipo

B, = By, + 0,v, — 0y,
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SB) = [ Ak B0, + A, )
— /d4x(2k1€“l’Ap(Byu + 0uvy — Oyv)O6A, + ko JH Ay + ksKH (B, + 0pvy, — 0,v,))

= / A4z (21" B O6A, + 2k (0,0, — 0,0,)00A, + ko J A,

+ ksKM By, + ksKM (0,0, — 0y0,)),

con esto
S(B') = S(B) + /d4x(2k15"”’\p(8uvy — 0y, )ONA, + kKM (0,0, — Oyvy,)).

Por la regla de derivacién del producto tenemos los siguintes resultados

MM (9,0, — 0,0,)00A, = Ox(" (D0, — Ov,)A,) — e 05 (0,0, — Du,) A,
KH (0,v,) = 0,(K*v,) — (0, v,
KF(0,0.) = 0, (K" v,) — (9, vy,

en consecuencia

S(B) = S(B)+ / A4 22k, 05 (8" (9,0, — D,0,)A,) — 2y / dA "0, (9,0, — 0,v,) A,

+ /d%kg@u(lC“”v,,) — /d%(@ul@‘”)vy —|—/d4:1:k38,,(lC“”vu) — /d%(@VICW)UN.

La segunda integral es igual a cero porque en ambos términos hay una contracciéon de un

tensor simétrico(9,d,, y 0x0,) con uno antisimétrico (£"*#), con esto la accién queda como

S(B) = S(B)+ / 22k D (" (D0 — Do) A, + / Ak, (K" ,) — / 4420, v,

+ /d4:vk:38,,(lCWvu) —/d%(@,,IC“”)vM.

La tercera y quinta integral son nulas porque la corriente es conservada
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(0, = (,K) = 0

asi

S(B') = S(B)+ / A4 22k, 05 (8" (9,0, — O,v,) A,) + / d* ks, (K"™v,) + / d' ks, (K"v,,)

Ahora usamos el teorema de la divergencia

S(B') = S(B)+ / A5 A2k ("2 (8,0, —0,0,) A,)+ / 4%, ks (KM v, )+ / 4, ks (KM v,,).
a0 )

O oQ,

Asumiendo que los campos tiende a cero suficientemente rapido, entonces finalmente ten-

€IMnos que
S(B') = S(B).

Esta accion también es invariante bajo transformaciones de calibre asociadas al campo

A,
Al = A, + 9,7,

al igual que la accién B-F en dimension 2+1.

3. Formulacion Hamiltoniana de la accion B-F en dimension 3+1

Descompongamos la accién B-F en espacio tiempo

Sp_p = / d* 7 (21" B, 0\A, + by J" A, + kK™ B,,,)

= /d4$(2k150ijk30iajz4k —+ 2k1€iojkBioajAk —+ 2k1€ijOkBijaoAk + legijkOBijakAo
+ ko J°Ag + k3K By + k3K Bo; + k3K Byj + ko J' A;).

Reordenando la integral y usando que los tensores B y K son antisimétricos
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Sp p = / d*2(2k169% B Ay + 4k1£%9% B0, Ay + 2k167%° B0, Ay

+ ko J A + ko J° Ag + 2k3K B, + k3K Byj).
Pero 0i(B;;A,) = 0k(B;j) Ao + Bi;j0k(Ay), por lo cual

SB—F = /d4l‘(2k’1€ij0kBijAk + 4k150ijkB0i8jAk + 2k’1€ijkoak(BijAo)

— leﬁijkoAgakBij + k’QJlA,L + ]{ZQJOAO + nglciOBiO + kglCZJB”)

Asumiendo que los campos tienden a cero suficientemente rapido en el infinito y aplicando

el teorema de Gauss

/d4l’2k1€ijkoak(3ijz40) = O,

en consecuencia

SB—F = /d4l’(2]€15ij0k3ijz4k + 4k1€0ijkB0i@jAk - 2k15ijk0A08kBZ~j
+ ko Ay + ko J° Ag + 2k3K By, + k3K Byy).

Agrupando términos convenientemente

SB—F = /d4l‘[2k‘1€ij0kBijAk + Bo¢(4k’1€0ijkajAk + 2]{?3}COZ) + Ag(kigjo — 2k31€ijk08kBij)
(4.5) 4+ ke J'A; + ksKY By

A continuacion hallaremos las ecuaciones de movimiento por la formulacién Hamiltoniana
utilizando los corchetes de Poisson. Dado que el término que tiene la derivada temporal mul-
tiplicado por el momento conjugado esta elevado a la unidad, esta accién tiene ya estructura
candnica, en consecuencia, en este caso por comparacion obtenemos que (Apéndice B):

a)El campo es :

o = Ag.
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b)El momento conjugado es:

™ =2k B, .

¢)El corchetes de Poisson fundamentales no trivial es:

(Bon(&) A} = = =57 - 7).

d)El Hamiltoniano es:

H=— /d3y[Boi(4k1€OijkajAk + nglCOl) + A(](kQJO — 2k1€ijkoak8ij> -+ (kQJZAl + kgK”BZ])]

e)Las ligaduras son:

1)(1{52J0 — 2k1€ijk°6kBij) = O,

2) (4k150ijk8jAk + 2]{?3’COZ) =0.

Para determinar las ecuaciones dinamicas, consiredemos primero
(B, (Z), H@)} = {Bpn (%), - / d*y[Ag(kaJ® — 2k1£9%°0), By;) + Boi(4k1%7%0; Ay,
+ 2k3KY) + ko J'A; + k3KY Bjl )

Usando las propiedades generales de los corchetes de Poisson expuestas en el capitulo 3 esto

se reduce a
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(Bu(@.H@)} = {Bu(d).- / By (ko T 4} + (B (7). — / 0Py Ak, 9959, A, By}

= - / dyks J'{ By (7), Ai(3)} — / d*y(4k1)e™ " B0 { B (%), Aw(9) }

4]€1 83/1 4k1

_ —/d?’yk;gJi(y) <_8ihr53(f—g)) —/d3y(4k1)5”’“80-i (_gkhr§3(f—gj)

_ kee™I@) | e [ 00T 7)) 02
_ kpe™ J'(Z) kij ke O 3 N S3( 2
= T e %/dme'(y)(s(ﬂU—y)
_ keE™TNE) i e O =
=~ e g Bal®

ngihrJi<f> T r
= S 87670; Boi + 676" By

k ihr Ti( 7
_ ﬁTJ@) — 0, Bon(7) + 0 Bor (7).

1

Recordando que {By.(Z), H(y)} = O0oBy, despejando el térmimo con la fuente externa y
contrayendo con " obtenemos la componente espacial de la ecuacién de movimiento (4.3)
obtenida al inicio del capitulo, lo cual comprueba que con la formulacién Hamiltoniana obte-

nemos las mismas ecuaciones de movimiento que con la formulacion Lagrangeana, a saber

ko J(Z)

0y By () — € 0 Bor () + 20, Bro(#) = =
1

La otra ecuaciéon de movimiento la encontramos al hacer el corchete de Poisson del Hamil-

toniano con el campo A

{Ap<f), H(g)} = {Ap(f), — / dsy[Ag(kZQJO — 2k:15ijk°8kBZ-j) + BOi(4k150ijk8jAk

+ 2ksKY) + ko J'A; + ksKY Bj) )

Usando las propiedades generales de los corchetes de Poisson tenemos que

)
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(AE), H@)} = {A(#), - / Pyks K By} + {A(7), — / Py — Ag2kn %0, By}

- - / dPyks I () {A(), By} + / dy A2k, 70 A4,(F), By}

N P R B
= —/d?’ykglC”(y)(Ll—klepj(;:i(x—y))+/d3on2k1€7k Bk(4—k15’”53(x—y))
T B _, 08%(Z — ) OxF
= e - S [ a0
—ky .. o 1
— Efap”lC”(f)Jrap”e”’“%§ / & Ao(7)0*(F — )
ke 1.
= E?)€p”]clj (f) - §€lpj€wk%z40(f)
1 T
e 1. .
= eI (E) — (5070 Ao — 61501 Ao)
1
—ky .. 1
= I piifci(7) — 2500, Ag(Z) — 3670, Ao(T)]
4k 2

—k L
_ 3€pZ]KU (f) + apAO(f)
4k,

La ecuacién de movimiento para A, es entonces

{A,(Z), H(H)} = Ay(2),

asi pues

Ay (T) = 0o A, = ;ka’gm‘j/cij (Z) — 0,A0(7).

Contrayendo esta expresiéon con eP™f y despejando convenientemente obtenemos finalmente

la componente espacial de la ecuacion (4.4)

2k15pmf8014p<f> - 2k1€pmfapAO = —kzglC”(f)
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3.1. Resolucién de las ecuaciones de movimiento. Ahora nos dispondremos a re-
solver las ecuaciones de movimiento, para obtener el Hamiltoniano on shell. En este caso
bastard con resolver las ligaduras, bajo la hipdtesis de que las corrientes no dependeran de
manera explicita del tiempo. Por otro, lado el Lagrangeano es invariante bajo translaciones
temporales, entonces por el teorema de Noether ( Apéndice C), hay una cantidad conservada
que es el Hamiltoniano. Esto nos permitira conseguir la solucién a un tiempo fijo, por eso es

valido usar las ligaduras para solucionar las ecuaciones de movimiento.

Definimos C* = £¥% B;;, entonces la ligadura (1) se escribe como la ley de Gauss:

(4.6) vV-C=J°

por lo tanto

C'=C + (V x v),

es también solucién de la ecuacién (4.6), en vista de que el rotor de una divergencia es nulo.

Asfi la solucién de la ligadura viene dada en la forma de la siguiente ecuacion

B —k Jo N7 ok ‘
Ck<f> _ 5ijBz'j<f> — 87rk21 /dBZE, (ZL‘ )(f?g ZL’) + €kzm8{l}m.

Luego contrayendo con ¥

8kpc€kijB' (f) _ k‘i2 kpc d3 / B J?)k + 6kcpgklma v

K N 87'(']{71 tom
i j o1 k2 kc 3 x_‘r/)k 1 sm m gl
By — By = e / i + 80 Dy — O8Oyt
5018y — 0908y — — 2o [yl - "’?)k + 6L6m Dy, — OO
p cY) pCZ]_87Tk’1 pYc YI¥m p YellUm

—k kpc _ Nk
2B, = 8;2 / dx J v) + Opve — 0.0y
1

En consecuencia
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+ = (0pv. — 0cvp)

o kpc 0( I\ (7 _ ~\k
(4.7) Bou(7) — —h2 / gy T = )

167Tk1 R3

DO | —

En cuanto a la ligadura 2 usamos la férmula (2.29) dada en el capitulo 2

p_ 2 3
(4.8) A(Z)P = o /d x s + 0, f(Z).

3.2. Hamiltoniano on shell. Queremos encontrar invariantes topolégicos, para el-
lo debemos resolver los campos en funcién de las fuentes externas. A continuacién consi-
deraremos varios tipos de fuentes externas dadas por corrientes que arrojaran diferentes

resultados interesantes.

Caso I:

donde ¢; y ¢p son curvas cerradas.

En este caso sélo contribuira el campo A al Hamiltoniano on shell y la componente p de

este campo de acuerdo a las corrientes dadas es

(A(D))?

€pijk33 / 3 /fcl d(y)z(s?)(a? - ?j) (f - /)j
== By
8]€17T 2

Tomando en cuenta que la accion B-F es invariante de calibre, nos dispondremos a resolver

las integrales dadas en la definicién del campo A
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oy P 5 0% — §)(F — g
(4.9) A@)P = _8k17r/ /d xl—xl))g

B 5pijk3 )
(4.10) = _sm/ Z S

Por lo tanto el campo vectorial A queda

B P, (T — )
@y = [ g

Asi el Hamiltoniano on shell viene dado por

k’gk’g&'k” (/ / >
H,, = dzF | dy' = —L
T8k 4 H i[?

Obtenemos entonces nuevamente que H,s es proporcional al nimero de Gauss [12] . Al final

de la seccion 3 del capitulo 2 vimos que este objeto puede reescribirse como

4.11 H,, —— da''5%(
(4.11) S / 75 (& — 7).

Para que esta expresion sea distinta de cero tienen que satisfacerse las siguientes condiciones:
a) La curva ¢; y la superficie s, tienen que tener al menos un punto en comun, para que

la delta no sea siempre nula.

b) El vector normal a la superficie no puede ser ortogonal al vector tangente a la curva,

ya que si esto ocurre el producto interno serd igual a cero.

Ahora analicemos el valor del Hamiltoniano on shell para las tres formas posibles que
podemos encontrar en el espacio dos curvas c¢; y ¢y generales:

Situacion a

En este caso la curva c¢; y la superficie s, no tienen puntos en comtin, por lo cual 53(5’—:17)
es siempre nula, en consecuencia el Hamintoniano on shell es igual a cero.

Situacion b
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FiGura 4.1

C

a9

FIiGURrA 4.2

Como puede observarse en la figura 4.2 la curva ¢y y la superficie s, sélo tienen un punto
en comun, por lo cual la delta no sera nula tinicamente en este punto, pero el vector normal
a s9 es ortogonal al vector tangente a ¢; (ver figura 4.2), por lo que el Hamiltoniano on shell
también es nulo en este caso.

Situacion c

<

FiGcura 4.3

En este caso las curvas se intersectan, por cual la delta aporta contribucién. Ademaés el
vector tangente a la curva y el normal a la supercie no son ortogonales. Como se satisfacen

las condiciones a y b el Hamiltoniano on shell no es nulo en esta situacion.
Caso II:

Ahora consideremos las siguientes corrientes como fuentes externas
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JH(T) =
0, w=1
2)
Ki(7) = fz dZZj&*(f —7)
K”’\(f) KOO(f) =0,

K (%) =0,
En este caso sélo contribuye el campo B al Hamiltoniano on shell por lo cual nos enfocaremos

en su resolucion en lo que sigue. Segin la ecuacién (4.7) se tiene

" —ky [ 5 eI (T — ')
B = =
(Brmr)(7) ey / dw A R3
_ ke [ g — ) (7 — )Y
ik v AT R3
kmr(

]{?2 g a_c'—x_('))k
167k, |7 — 2o|°

Luego, nuestro Hamiltoniano on shell viene dado por

~ k2k3€kmr / (f - $_6)k
H,, = [ A
(7) 167ky Js " ||7— a3

-5

FIiGuRrA 4.4
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Ahora bien

ekmrdymr = 2(ds,)",

con esto

_ k’zkzz / k (x - Jfo)k
H, (%) = — dsh = ——0
(7) 87k |7 — B

En notacién vectorial el Hamiltoniano on shell queda como sigue (ver figura 4.4)

k2k3/ - f—I_E) kgk’:;/ ||£L’ LU()H ]{32]{?3/ COS
ds - — — = — ds = = ds||— =
ol A ey Rl B lslz—ae H2

Pero ||ds||cos() es la proyeccién de una porcién de superficie sobre una esfera (ver figura

4.4), por lo cual

K dA
HOS r) = — M= S|o°
(@ 47r/2 EEEAE

Por otro lado el angulo sélido se define como el area del casquete polar entre el radio al

donde K = k2 k3

cuadrado. Con este resultado tenemos lo siguiente

K
Hool@) = - [ a9

entendiendo {2 como el angulo sélido sustendido desde el punto z

Este invariante indica si el punto zj esta dentro o no de la superficie ¥: Supongamos que
tenemos un punto zp que esta en el interior de la superficie X, entonces los vectores ds y
ﬁ apuntaran hacia el exterior de la superficie 3, para todos los puntos en la frontera

de la superficie, por lo cual el dngulo sélido subtendido por ¥ valdrd un multiplo de 47 (ver
figura 4.5).
En el caso en el cual el punto &y esta fuera de la superficie, serd necesario dividir X en

dos superficies, a saber: ¥4 que se caracteriza porque ds apunta hacia afuera de la superficie

y II§ =20 - apunta hacia el interior de ¥ y ¥ que es la porcion de ¥ en la cual ds y ﬁ

apuntan hacia el exterior de la superficie. Ahora bien el angulo sélido necesario para recorrer
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FIGURA 4.5

Y4 serd igual en magnitud al angulo sélido que barre Y5 pero de signo opuesto, de este

modo el dngulo sélido subtendido por la superficie ¥ es nulo (ver figura 4.6).

FIGURA 4.6



Conclusiones

En este trabajo se estudio la formulaciéon Hamiltoniana de la accién B-F en dimensién 341,
por medio de la descomposicién en espacio y tiempo de la misma, obteniendo de este modo
las ecuaciones de movimiento que gobiernan al sistema, y las ligaduras entre las variables
canonicas. Como parte de este estudio se revisd el caracter topologico de la accion B-F,
verificandose las siguientes propiedades [5]:

e Independendencia de la métrica.
e [nvariancia bajo cambios de coordenadas generales.
A partir de la integracién de las ligaduras se calcul6 el Hamiltoniano on shell con fuentes

externas asociadas a objetos geométricos. Se estudiaron dos casos. En el primero las fuentes

externas se tomaron como:

A2 83 (i — 7), _
J(y) = Jor 020G = 2), =1
o, n=o0
K(g) = [, dz'd*(Z — 7).
K™(y) = § K”(y) =0,
K¥(g) = 0.

Esto arrojo la expresion de un invariante topoldgico que indica cuando las curvas c¢; y ¢y se

anudan. El Hamiltoniano correspondiente resulto ser

ki (7 7
Hos - k2k3€ / dzk/ d?f (i %)
871-]{:1 c1 c2 ||Z - y”3

Este invariante se conoce como numero de anudamiento de Gauss.

59
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La segunda escogencia para las fuentes externas es

53 (F — ), p=0

Jﬂ(f) =
0, =1
KU(Z) = [ dS (- 7))
K@) =4 K°F) =0,

Ko(Z) = 0.
En este caso, el Hamiltoniano on shell cuenta cuando la superficie 3 contiene al punto .

167k T — 2p||®

ko ke kmr =2 =k
HoS(f) = - 205 /Edzgwnx &l

Este trabajo se puede extender al estudio del Hamiltoniano de la accién B-F en una
dimension general d. También se pueden obtener invariantes de nudos mas sofisticados, que
detecten anudamientos que el nimero de Gauss no percibe, colocando fuentes externas mas

complejas.
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Apéndice A

Equivalencia entre la formulacion Lagrangeana y Hamiltoniana

oL
00y,
momento conjugado, y H = m,0, — L la densidad Hamiltoniana, con H = [ d*xzH, entonces

PROPOSICION 4.1. Sea L = £(9n,9n,8i9n) una densidad Lagrangeana , m, = el

las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL
o9, (a@en)) =0,

implican las siguientes ecuaciones

. SH

412 S
( ) On (2, t)
5H

4.1 o=

(4.13) i 30, (7, 1)

que son conocidas como las ecuaciones canonicas

Demostracién

Por una parte tenemos, usando la definiciéon de la densidad Hamiltoniana que

(4.14)

oH / o, [ 00 (2 t) - STm(a! 1) - oL 060, (Z,1)
- o N — d’x = o ml’/,t —|——_,9m .]Tl,t - T s 5
Sl 1) <6wn<x,t>” W0 @ ) G @0 ()

pero en virtud de la definicién del momento conjugado, el primer y tercer término se cancelan,

quedando

OH

(4.15) )

_ /d3x’(0n(:f’,t))53(9;’ — &) = G (', 1),
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obteniendo asf la ecuacién (4.12).

Ademas
oH / 5 00, (;E/,t) . AL 80, (1)
4.16 t = B ) — l -
(4.16) 00, (Z,t) (5 0, (7, 1) («,%) 0, (27, 1) 00 (7, 1)
(4.17) B '8£; 56m(f,t) B 854 3(0; mg t)))’
(2, 1) 60, (27, 1) (00 (27, 1)) 00n(T,1)

(en el dltimo término hay una suma sobreentendida en el subindice i). De nuevo el primer

y tercer término se anulan usando la definicion de momento conjugado. El segundo término

da

oL
(4.18) 89n(f, t)
En cuanto al cuarto tenemos
8(8:0m(2',1)) ., (60m(27,1))
(4.19) i ) nEn

en consecuencia obtenemos la siguiente igualdad

sy 0L 0 g o o 0L
(4.20) —/d T YRR pd (=) = 0 (3(ai9m(:z’, t))) .

Reuniendo las expresiones (4.18) y (4.20) se tiene

oH oL oL
(4.21) D) o O (W) |

Empleando ahora las ecuaciones de Lagrange

oL oL
(4.22) 87 — Oomy — 0 (8(&9”)) =0,
se tiene finalmente
(4.23) M),
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PROPOSICION 4.2. Dado una densidad Hamiltoniana H (6, m,, 0:0,), si se define la den-

sidad Lagrangeana segun.:

(4.24) L= 1,0, — H(br, 70, i),
se tiene que las ecuaciones canonicas implican a las ecuaciones de Fuler-Lagrange.
Demostraciéon

Primero debemos establecer la siguiente relacién entre la derivada tradicional y la fun-

cional

(4.25) (5H_E)’H_ai< oH >

80, 90, 0(0i6,)
Este resultado se obtiene del siguiente modo:

Sabemos que

(4.26) 1= [ @t = [ Eyr(6.(0).08,(0). 7@,

con esto

) o = [y 9‘5( )H< NORONGRNT)

(42%) - [ (amws s )

(4.29) - / ( 6nm53 —g) + %5%%53(5 - 37))
(4.30) = 39n —0; (6((")1»0”))

De modo similar se puede probar que

(4.31) :;ZL g:i

Ahora bien, nuestro objetivo es probar que la siguiente expresién es nula
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oL oL oL

(4.32) 00, 8°a(aoen) - %(aien)’

para ello vamos a determinar, segin nuestras hipdtesis, cuanto vale cada término de la misma.

Desarrollemos el primer término de la expresién (4.32)

(4.33) = 0,

on,, . OH  OH Or,,
(4.34) - 3_9,19’” 00, Om,, 00,

usando la ecuacién (4.12) tenemos

0L  Om, SH OH  OH O
06, 06, omy 00,  Omm 08,

Pero en virtud de (4.31) el primer y tercer término se cancelan, luego

oL oM

En cuanto al segundo término de la expresiéon de (4.32) obtenemos

oL on,, - OH Or
4. = —"9,, - m
(4:36) 30 o6 " T o o4,
(4.37) = T,

donde se usaron las ecuaciones (4.12) y (4.31).

Finalmente tratamos con el tercer término de la expresién (4.32)

oL Oy OH Omw __OH

(4.38) 505 a(aﬁn)gm_aﬂma(aﬂ")_8(&9”)
OH
(4.39) O 9(,0,)

De nuevo el primer y segundo término de la ecuacion (4.39) se cancela usando (4.12) y (4.31).

Uniendo todos estos resultados, la expresion (4.32) queda del siguiente modo
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oL oL oL OH Om, OH
4.4 — — 9, = == _ :
(4.40) a0, aoa(aoen) %(aien) o, o O (a(aien))
OH 0H OH
(4.41) = a0, "0, @(a(@-en))
(4.42) = 0,

que es justamente la ecuacion de Euler-Lagrange. En la tltima expresion, se uso la ecuacién

candnica (4.13) y la igualdad (4.30)
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Apéndice B
Ecuaciones de movimiento y multiplicadores de Lagrange

Consideremos la siguiente densidad Lagrangeana

‘C[‘gna Wn} = ﬂ-nen - H[HTM azena 7Tn]-

A continuacién hallaremos las ecuaciones de movimiento para esta densidad, segin la ecuacién
(2.7).

Para los campos 6,

() - (5t) - rera(52)
0rm 9(0o0m) ) — 7\ O(0:6m) A TG
)
= =
~ 0

En la antepentiltima linea hemos usado la ecuacién (4.25), la cual probamos en el apéndice
A.

Para los campos m,

DL (0L Ny (0L _ o, o
O\ 0(Bymm) “\00ib)) " O

= 0,

hemos usado la ecuacién (4.31) desarrolado en el apéndice A. Estos resultados que corre-
sponden a las ecuaciones de movimiento canénicas obtenidas en el capitulo 3 de este trabajo
(ver ecuaciones 3.10 y 3.11.)

Ahora estudiemos la siguiente densidad Lagrangenana

L]0y, Tny A] = 700, — H,

con H' = H(O,,m,) — Af(0n, ), vy de nuevo usemos la ecuacién (2.7) para obtener la

ecuaciones de movimiento.
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Para los campos 6,

oL (oL _ W
00, "\0(0u0m)) 06,

= 0.

Para los campos ,

oL oL : OH'
G ) I

de nuevo hemos usado las ecuaciones (4.25) y (4.35) Finalmente para A la ecuacién de

movimiento sera

oL oL
72 (aim) = SO

= 0.

Esta tdltima ecuaciéon da una relacién entre las variables 7, y 6, la cual representa una
condicion adicional o resticcion del sistema. En consecuencia para hallar los extremos condi-
cionados de H se ha hecho uso del método de los multiplicadores de Lagrange. Siendo A el

multiplicador.
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Apéndice C
Teorema de Noether

La existencia de cantidades que no cambian en el tiempo independientemente de la evolu-
cién del sistema fisico juega un rol importante en las teorias fisicas. La conservacion de una
cantidad es una consecuencia natural de las propiedades de simetria de un sistema y se ex-
presa matematicamente a través del teorema de Noether [3], el cual establece que si una
teoria es invariante bajo ciertas transformaciones infinitesimales entonces existe una catidad
conservada asociada.

Ejemplos de aplicacién del teorema de Noether son los siguientes [3]:

a) La invariancia de sistemas fisicos con respecto a traslaciones espaciales da la conser-
vacion del momento lineal.

b) La invariancia con respecto a rotaciones espaciales produce la ley de conservacién del
momento angular.

¢) La invariancia con respecto a la traslacién en el tiempo origina la ley de conservacién
de la energia.

A continuacion demostraremos este importante teorema.

Supongamos que ciertas transformaciones de los campos

(4.43) 0, —> 0, = 0, + 60,

de los puntos del espacio - tiempo

(4.44) Ty — T, = T, + 0y,

y como consecuencia del Lagrangiano

(4.45) L'(x') = L(x) + 0L(x),

dejan invariante la accion. Aqui estamos empleando la notacién £'(z) = L£/(0),(x"), 0", (2'), ').

Entonces
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5S :/ d*a' L' (z") — / d*zL(z) = 0.
' Q

Introduciendo la transformacion (4.45), tenemos

58 = / L) + / 7oL () - /Q d'zL(z).

Ahora bien, tomando en cuenta la transformacién (4.44) tenemos

d*x

Tt — ‘8(:0’“) i ‘8($“ + dat)

(") (")

Como el recorrido de la varible p es de 0 a 3 obtenemos la siguiente matriz

ddxg ddxg ddxg ddxg
(1 + Oxo ) ox1 Ox2 Ox3
ddx1 00 0dx1 00z m
d4ZL‘/ — det dxg <1 + o1 ) 0z Oxs d4ZE — 1 + 85.1' d4l’
5z 52 35z2 52 Ok ’
00Ty 00Ty (1 + _) 00Ty
Oxg o1 Oz oxs
ddxs3 00z ddx3 00x3
Oxg ox1 Oxo <]' + oxs )

En la ultima igualdad hemos usado que al desarrollar el determinante son despreciables todos
los términos que contiene la variacién ¢ de orden mayor que 1.

Con esto 0S5 queda como sigue

55 — /Q (1+%5;:) Az L(z) + /Q (1+ %55) 26 L(x) — /Q iz ()
_ /Q d2dL(x) + /Q diaL(z) @‘Sﬁ).

donde de nuevo, hemos despreciado términos superiores al primer orden en las variaciones

S Definamos la variacién funcional
(4.46) Sﬁn(x) =0 () —0,().

A continuacion determinaremos cual es la relacion de § y d, para ello sumando y restando

0'(x') en la dltima ecuacién

00 (x) = 0, (x) + 6, (2") — 0,(2") — b, (2)

Ademas conocemos la siguiente transformacién
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con esto

Pero z), = z,, + dx,, por lo que

50, () = 06(x,) — (B, + 6,) — O (2,)) = 66(z,) — —ag( )

haciendo el desarrollo de Taylor hasta primer orden. De manera similar 6 £(z) = 6£ — %(51‘“,

oxt,

con lo cual

5S:/d4xg£(x)—|—/d4x (a_ﬁéx#+£85xu> :/d4$5£<x>+/d4xa(£($)6xu)
Q Q Q

8:L’M afL’M [¢) @xu

Por otro lado sabemos que

- ac. 0L - (00, (x)
o) = aef""*a(auen)‘s( o, )
Lol

Si sumamos y restamos 5 (
L

oL
a(0m0,)

)Sﬁr(x), e intercambiamos & con la derivada parcial,

tenemos

< 0L, 0 [ 0L\ = o [ 0L(x) )\ - oL 9 -
SL() = =5 59”_3% (8(8”9n)>60"(x)+8x# (8((%9”))59”(x)+8(8#9n)6_%(59"($))'

Agrupando convenientemente

OL(x) = (age(f - af:# a(aafe)> 0 + aiu (af(gigj)ge") '

De este modo

58 — /Q e {3;(3) - ai“ (8(;59”)) 50, + &iu ( ;Z’SEZZ)S%) + %(ﬁ(m)éxﬂ)] .

) = 0, por la ecuacién de Euler-Lagrange, asi

=

L0 (oL 9 o
5= /Qd o (W(w’”)> + (L) =0
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Como la regién de integracién es arbitraria

% (a(gfen)(één) + (E(:U)(S:v“)) =0.

Definamos

oL
fulz) = (om0

(6@) + (L(x)ox").
Entonces se tiene 0, f* = 0, que es una ley de conservacion. En efecto, esto implica
0 = /d3mm+/d3xﬁf@)
v 8370 v
0
0 3 -
= = [ dafola) + ¢ o).

8350 v

Finalmente la cantidad conservada es

G = /d3a:f0(a:),

lo cual concluye la prueba.
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