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1. Voxel carving 19

2. Modelo AT 23

3. EditCup 26

Capitulo 3. Modelo AT y homoloǵıa 32
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Introducción

El objetivo principal de este Trabajo Especial de Grado consiste en la evaluación topológica

de reconstrucciones 3D obtenidas a partir de la técnica de voxel carving; entendiéndose, du-

rante el desarrollo de este trabajo, el término evaluación topológica o sólo evaluación, como

la determinación de ciertos invariantes topológicos como lo son las componentes conexas y

los agujeros n-dimensionales, en el objeto reconstrúıdo para luego comparar los mismos con

dichos invariantes en el objeto real. Todo esto se realiza con la finalidad de verificar si el

modelo preserva estos invariantes en comparación con el objeto inicial. Por ejemplo, si un

objeto posee un par de componentes conexas y un agujero, se desea evaluar si los mismos

también se encuentran presentes en una reconstrucción del objeto a través de la técnica de

voxel carving.

Para poder determinar los invariantes topológicos mencionados anteriormente se deben

comprender ciertos términos como lo son grupos de homoloǵıa, números de Betti, entre otros;

los cuales pueden ser obtenidos a través del estudio de un modelo algebraico topológico,

conocido como modelo AT. Puesto que se desea calcular dicho modelo computacionalmente,

se deben introducir un par de algoritmos con esta finalidad, los cuales son el algoritmo de

incremento y decrecimiento, éstos son estudiados por Gónzalez en [5] y [8].

Por otra parte, en modelación geométrica, se tiene que el Voxel Carving es un método

conocido para la construcción de modelos tridimensionales de objetos a partir de un conjunto

de imágenes asociadas al mismo. El proceso basicamente consiste en capturar, desde diversas

perspectivas, imágenes del objeto. Luego, se extrae en cada imagen la silueta del objeto y

se procede a esculpir las mismas de manera progresiva en un paraleleṕıpedo para obtener

de esta manera como resultado un modelo tridimensional aproximado al objeto real, este

método es desarrollado detalladamente por Balan en [1]. No obstante, dicho método aun

cuando genera una representación tridimensional del objeto sujeto a estudio, la misma no

nos garantiza que el modelo sea topológicamente correcto, es decir, que se preserven las

propiedades topológicas del objeto original.

1



INTRODUCCIÓN 2

Por tanto, la motivación para realizar este trabajo radica principalmente en el hecho de

que aun cuando la técnica de voxel carving es ampliamente utilizada, en la mayoŕıa de los

casos no se determina de manera exacta y fiable si la reconstrucción preserva las propiedades

topológicas del objeto inicial; en tal sentido se desea aplicar el método de voxel carving en

ciertos objetos, con propiedades topológicas conocidas, para luego evaluar la reconstrucción

de los mismos mediante el estudio de su modelo AT y en última instancia verificar bajo

cúales condiciones se obtiene un modelo topológicamente correcto.

El Trabajo Especial de Grado se encuentra estructurado de la siguiente manera, en el

primer caṕıtulo se presentan los preliminares necesarios para el desarrollo y referencia del

mismo, espećıficamente se exponen algunas definiciones, proposiciones y observaciones de

álgebra homológica, adicionalmente se hace énfasis en aspectos básicos de conjuntos cúbicos.

En el segundo caṕıtulo se expondrán las nociones de topoloǵıa computacional, entre las

que cabe destacar una técnica para la reconstrucción computacionalmente de objetos 3D,

conocida como voxel carving, de igual manera se explicará el modelo AT y la forma de

obtener el mismo a partir de algoritmo de incremento y decrecimiento para el cálculo de dicho

modelo, dicho cómputo será realizado computacionalmente gracias al software EditCup, el

cual también será expuesto en el mismo. Por útlimo, en el tercer caṕıtulo se mostrarán

algunos demostraciones en donde se reconstruye un modelo 3D a través de la técnica de

voxel carving y luego se procede al cálculo de su modelo AT correspondiente mediante el

software EditCup.



CAPITULO 1

Preliminares

Este caṕıtulo tiene como finalidad ofrecer los preliminares necesarios para el desarrollo de

este trabajo, aśı como también proporcionar una descripción teórica de aspectos relaciona-

dos con el álgebra homológica, como lo son los conceptos de categoŕıa abeliana, cadena de

complejos, grupos de homoloǵıa, homoloǵıa y homoloǵıa persistente. Además se hace énfasis

en las bases teóricas de conjuntos cúbicos [12], pues los mismos representan la unidad con la

que se trabajará en el desarrollo de la parte computacional de este trabajo. Unas referencias

estándar en álgebra homológica y topoloǵıa algebraica son el libro de Weibel [13], el libro

de teoŕıa de categoŕıas de Mitchell [10] y el libro de Munkres [11].

1. Categoŕıa abeliana

El concepto de categoŕıa abeliana fue introducido por Buchsbaum en [4], con la finalidad

de unificar varias teoŕıas de cohomoloǵıa. La categoŕıa abeliana es fundamental para la

construcción de otras definiciones que permitirán el desarrollo del concepto de homoloǵıa en

términos categóricos. Por esta razón, antes de presentar los contenidos de mayor relevancia

en la ejecución de este trabajo rse recordarán algunas definiciones de la teoŕıa de categoŕıa

que serán utilizadas en el mismo.

Definición 1.1. Una categoŕıa es una terna C = (Ob(C), Hom
C
, ◦

C
) donde:

(i) Ob(C) es una clase de elementos (de algún espacio universal), denominados objetos

de la categoŕıa.

(ii) Para cada par x, y ∈ Ob(C), Hom
C

(x, y) representa un conjunto, denominado mor-

fismos o flechas de x a y.

(iii) ◦
C

es una ley de composición sobre Hom
C

asociado, es decir, sean w, x, y, z ∈ Ob(C)

• Para todo f ∈ Hom
C

(x, y) y ∀ g ∈ Hom
C

(y, z), se cumple que g◦
C
f ∈ Hom

C
(x, z).

• Para todo f ∈ Hom
C

(w, x),∀ g ∈ Hom
C

(x, y),∀h ∈ Hom
C

(y, z) se cumple que

(h ◦
C
g) ◦

C
f = h ◦

C
(g ◦

C
f).

3



1. CATEGORÍA ABELIANA 4

Estos datos se encuentran sujetos a los siguientes axiomas:

(iv) Para todo x ∈ Ob(C) existe un morfismo o flecha idx ∈ HomC
(x, x) (la identidad

sobre x), tal que si f ∈ Hom
C

(x, y), se satisface que f ◦
C
idx = f e idy ◦C f = f .

(v) ◦
C

es cerrada en Hom
C

, es decir, si f ∈ Hom
C

y g ∈ Hom
C

(y, z) entonces existe

h ∈ Hom
C

(x, z) tal que h = g ◦
C
f .

Nota. Si Ob(C) es un conjunto decimos que C es una categoŕıa pequeña.

Ejemplos.

1. Las estructuras de grupo forman un categoŕıa denotada por Grp, en donde, Ob(Grp)

se encuentra constituido por todos los grupos, Hom
Grp

son los homomorfismos de

grupo y por último, la composición es la composición usual de funciones, represen-

tada por ◦
Grp

.

2. La categoria Set es aquella en la cual la clase de elementos se encuentra confor-

mada por todos los conjuntos. Si A y B son conjuntos, entonces tenemos que

HomSet(A,B) es el conjunto de las funciones con dominio en A y codominio en B,

y la composición es la composición usual de funciones. Set es una de las categoŕıas

más utilizadas.

3. Todo espacio topológico (X, T
X

) es una categoŕıa. La clase de elementos son los

abiertos de la topoloǵıa T (X), si U, V ∈ T (X) y U ⊆ V entoncesHom
X

(U, V ) = {iVU}

donde iVU es la función inclusión de U a V . En caso contrario, Hom
X

(U, V ) = ∅

Definición 1.2. Sea C = (Ob(C), Hom
C
, ◦

C
) una categoŕıa.

1. I ∈ Ob(C) es un objeto inicial en C si ∀A ∈ C existe una única flecha I → A

2. F ∈ Ob(C) es un objeto final en C si ∀A ∈ Ob(C) existe una única flecha A→ F .

3. Si K ∈ C es tanto un objeto inicial como final, decimos que K es un objeto cero

para la categoŕıa C.

Proposición 1.3. Sea C = (Ob(C), Hom
C
, ◦

C
) una categoŕıa. Si C tiene un objeto

inicial entonces es único, salvo isomorfismos.

Demostración. Sean I, I ′ ∈ Ob(C) objetos iniciales en C. Como I es objeto inicial

existe una única flecha I
f−→ I ′. Como I ′ también satisface que es un objeto inicial existe

una única flecha I ′
g−→ I. Componiendo ambas flechas obtenemos I

g◦f−−→ I y I ′
f◦g−−→ I ′. Pero
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por ser I inicial existe una sola flecha I → I además dicha flecha sólo puede ser idI pues

estamos en una categoŕıa, por tanto, se tiene que g ◦ f = idI . De manera ánaloga se obtiene

que f ◦ g = idI′ . Por tanto, se concluye que f y g son isomorfismos e I ∼= I ′ �

Existen proposiciones análogas a la anterior, en el caso de que la categoŕıa tenga objeto

inicial u objeto cero.

Observación. Para cualquier categoŕıa C los objetos finales o iniciales no necesariamente

existen.

En la Figura 1.1 se muestra un ejemplo de categoŕıa que no tiene objeto inicial ni final.

Se asume que todos los elementos presentan la flecha id.

Figura 1.1

En la Figura 1.2 se presenta un ejemplo de una categoŕıa con objeto cero representado

por 0. Se asume que todos los elementos presentan la flecha id.

Figura 1.2. (0) Objeto cero
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Notación. Se denotará al objeto cero de una categoŕıa C por 0
C

y a las flechas que se

tienen del mismo, por ser objeto inicial y final, como:

∀A ∈ Ob(C)

iA
0

: 0
C
−→ A

PA
0

: A −→ 0
C

.

Definición 1.4. Sea C = (Ob(C), Hom
C
, ◦

C
) una categoŕıa. Sean A,B ∈ Ob(C), si

C tiene objeto cero y f : A −→ B, se define el kernel o núcleo de f como un objeto

ker(f) ∈ Ob(C) tal que existe k : ker(f) −→ A que satisface f ◦
C
k = 0

C

ker(f)
k // A

PA
0 //

f ��

0C

iB0
��
B

Definición 1.5. Sea C = (Ob(C), Hom
C
, ◦

C
) una categoŕıa. Sean A,B ∈ Ob(C),

si C tiene un objeto cero y f : A −→ B, se define el cokernel de f como un objeto

coker(f) ∈ Ob(C) tal que existe j : B −→ coker(f) que satisface j ◦
C
f = 0

C

A
f
//

f◦j ��

B
j
// coker(f)

P
coker(f)
0{{

0

Definición 1.6. Sea C = (Ob(C), Hom
C
, ◦

C
) una categoŕıa. Decimos que C es una

categoŕıa abeliana si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. C posee elemento cero.

2. Toda flecha o morfimso admite kernel y cokernel.

3. ∀x, y ∈ Ob(C), Hom
C

(x, y) es un grupo abeliano.

4. C es cerrada por sumas directas finitas y productos directos finitos.

Ejemplos.

1. Recordar que Grp es la categoŕıa conformada por todos los grupos. Si se restringen

estos elementos sólo a los grupos abelianos y se consideran nuevamente los homo-

morfismos de grupo como la clase de morfismos, y la composición como la usual, se

tendrá como resultado una categoŕıa abeliana.
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2. Si R es un anillo entonces la categoŕıa de todos los R-módulos izquierdos o derechos

es una categoŕıa abeliana.

Definición 1.7. Dadas dos categoŕıas C = (Ob(C), HomC , ◦C) yD = (Ob(D), HomD, ◦D).

Un funtor de C a D consiste en un par F = (FO, FH) tal que

FO : Ob(C) −→ Ob(D).

FH : Hom(C) −→ Hom(D).

Se satisface que

FH(idA) = idFO(A), preserva la identidad.

FH(α ◦C β) = FH(α) ◦D FH(β), preserva la composición.

Ejemplo. Sea C = (Ob(C), HomC , ◦C) una categoŕıa. Se define el funtor Id : C −→ C

(funtor identidad) como Id = (IdO, IdH) tal que IdO(x) = x e IdH( x
f
// y ) = x

f
// y

Definición 1.8. Sean C = (Ob(C), HomC , ◦C), D = (Ob(D), HomD, ◦D) dos categoŕıas

y F = (FO, FH) un funtor de C a D. Decimos que:

1. F es fiel si FH es inyectiva.

2. F es pleno si FH es sobreyectiva.

2. Homoloǵıa

Definición 1.9. Una cadena de complejos es un par ({C
i
}, {d

i
})

i∈I , I ⊆ Z, donde

• {C
i
}
i∈I es una colección de objetos de una categoŕıa abeliana C.

• d
i

con i ∈ I son morfismos tales que

d
i

: C
i
−→ C

i−1

d
i−1
◦
C
d

i
= 0

C
.

Definición 1.10. Una cocadena de complejos es un par ({C
i
}, {d

i
})

i∈I , I ⊆ Z, donde

• {C
i
}
i∈I es una colección de objetos de una categoŕıa abeliana C.

• d
i

con i ∈ I son morfismos tales que

d
i

: C
i
−→ C

i+1

d
i+1
◦
C
d

i
= 0

C
.
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Definición 1.11. Sea ({C
i
}, {d

i
})

i∈I , I ⊆ Z, una cadena de complejos que satisface

im(di+1) = ker(di),∀ i ∈ I, en este caso se dice que la cadena de complejos forma una

sucesión exacta.

Definición 1.12. Un funtor exacto es un funtor de una categoŕıa abeliana a otra cate-

goŕıa abeliana que preserva sucesiones exactas, pueden ser sucesiones exactas cortas.

Teorema 1.13. (Teorema Freyd-Mitchell) Sea C una categoŕıa abeliana pequeña.

Entonces existe un anillo R y un funtor fiel, pleno y exacto F : C −→ R−mod.

Demostración. Ver [10, pág. 151]. �

El teorema anterior establece que cualquier categoŕıa abeliana pequeña es equivalente a

una categoŕıa de módulos, por tal razón bastará estudiar categoŕıas de módulos sobre algún

anillo.

Las ideas que sirven como base para la definición de la homoloǵıa tienen su origen en la

fórmula de Euler para poliedros (Descartes, 1639) y en el concepto de conectividad intro-

ducido por Riemann en el caso de superficies y luego, generalizado por Betti a dimensiones

superiores. No obstante, la fórmula de Euler y la idea de conectividad permanecen aisladas

hasta el año de 1895 cuando Poincaré las asocia para dar inicio a lo que se conoce como

teoŕıa de la homoloǵıa.

Definición 1.14. Dada una cadena de complejos C = ({C
i
}, {d

i
})

i∈I , I ⊆ Z. Definimos

el k-ésimo grupo de homoloǵıa de la cadena de complejos C como

Hk(C) = ker(dk)/im(dk+1).

Definición 1.15. Dada una cocadena de complejos C = ({C
i
}, {d

i
})

i∈I , I ⊆ Z. Defini-

mos el k-ésimo grupo de cohomoloǵıa de la cocadena C como

Hk(C) = ker(dk+1)/im(dk).

Definición 1.16. La homoloǵıa de una cadena de complejos C = ({C
i
}, {d

i
})

i∈I , I ⊆ Z

es

H(C) =
⊕
i∈I

HiC.
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2.1. Homoloǵıa simplicial. Sean p0, . . . , pr,∈ Rm con m ≥ r puntos geométricamente

independientes, es decir no existe plano (r − 1) dimensional que contenga los r + 1 puntos.

El r-śımplice generado por los r + 1 puntos geométricamente independientes, denotado por

σr =< p0, . . . , pr >, es el conjunto

σr = {x ∈ Rm | x =
r∑
i=0

λipi, λi ≥ 0 para i = 0, . . . , r y
r∑
i=0

λi = 1}.

Nótese que un 0-śımplice es un punto σ0 =< p0 >, un 1-śımplice σ1 =< p0, p1 > es el seg-

mento de recta que une p0 con p1, un 2-śımplice σ2 =< p0, p1, p2 > es el triángulo de vértices

p0, p1, p2 con su interior incluido.

En la Figura 1.3 se muestra un 0-śımplice < a >, un 1-śımplice < a, b >, un 2-śımplice

< a, b, c > y un 3-śımplice < a, b, c, d >.

Figura 1.3. Śımplices

Sea q ∈ Z tal que 0 ≤ q ≤ r, si se escogen q + 1 puntos pi0 , . . . , piq de {p0, . . . , pr}, esos

q + 1 puntos generan un śımplice σq, que se llamará q-cara de σr, para denotar este hecho

se utilizará σq ≤ σr. Si σq 6= σr, se dice que σq es una cara propia de σr y se denotará por

σq < σr, esto induce un orden parcial.

Definición 1.17. Sea K un conjunto finito de simplices en Rd, decimos que K es un

complejo simplicial si los simplices de K satisfacen:

i. Una cara arbitraria de un śımplice en K pertenece a K.

ii. Si σ, σ′ son dos śımplices en K, entonces σ ∩ σ′ = ∅ o σ ∩ σ′ ≤ σ y σ ∩ σ′ ≤ σ′

Se utilizará la notación (. . . ) para representar un śımplice orientado. Un 1-śımplice

orientado σ1 = (p0, p1) es el segmento de recta que une p0 y p1, recorrido desde p0 hasta p1,

pero si se considera el otro 1-śımplice que contiene a los puntos anteriores e igual representa
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al segmento de recta que une a los mismos, pero recorrido desde p1 hasta p0, se refiere a

(p1, p0). Dada la orientación de < p0, p1 > por (p0, p1) se denotará al otro śımplice orientado

< p1, p0 >, por (p1, p0) = −(p0, p1).

Un r-śımplice orientado, r ≥ 1 es construido de la siguiente manera. Sean:

p0, . . . , pr ∈ Rm (m ≥ r), r + 1 puntos linealmente independientes y sea {pi0 , . . . , pir} una

permutación de ellos. Se dice que {p0, . . . , pr} es equivalente a {pi0 , . . . , pir} si

P =

0 1 2 . . . r

i0 i1 i2 . . . ir


es una permutación par. Esto es una relación de equivalencia y cada clase de equivalencia es

llamado un r-śımplice orientado. Existen dos clases, una conformada por las permutaciones

pares de p0, . . . , pr y otra por las permutaciones impares. La clase de equivalecia que contiene

a p0, . . . , pr es denotada por σr = (p0, . . . , pr) y la otra es denotada por −σr = −(p0, . . . , pr),

en resumen (pi0 , . . . , pir) = signo(P )(p0, . . . , pr).

Sea K = {σα}α∈I , I ⊂ Z un complejo simplicial n-dimensional. Consideremos los

śımplices σβ de K como śımplices orientados.

El grupo de r-cadenas Cr(K) de un complejo simplicial K es el grupo abeliano generado

por los r-śımplices orientados de K. Si r > dim(K), se define Cr(K) como el grupo {0}. Un

elemento perteneciente a Cr(K) es llamado r-cadena.

Sea Ir el número de r-śımplices de K. Se denotarán dichos śımplices por σr,i, 1 ≤ i ≤ Ir.

Un elemento c ∈ Cr(K) se expresa como

c =
Ir∑
i=1

ciσr,i,

donde ci ∈ Z y sólo un número finito de ellos es distinto de cero. Los enteros ci son llamados

coeficientes de c. La estructura de grupo asociada a Cr(K) se encuentra definida como sigue:

• Suma. Sean c =
∑
i

ciσr,i y c′ =
∑
i

c′iσr,i dos r-cadenas, se define la suma de c+ c′

como

c+ c′ =
∑
i

(ci + c′i)σr,i.

• Elemento neutro. El elemento neutro se define como 0 =
∑
i

0σr,i.

• Elemento inverso. Si c =
∑
i

ciσr,i, su inverso es −c =
∑
i

− ciσr,i.
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Por tanto, se tiene que Cr(K) es un grupo abeliano.

Se define el operador frontera o borde ∂r para un r-śımplice de la siguiente manera. Sea

σr = (p0, . . . , pr) un r-śımplice orientado. El borde ∂rσr de σr es la (r-1)-cadena definida por

∂rσr =
r∑
i=1

(−1)i(p0, . . . , p̂i, . . . , pr),

donde el śımbolo p̂i representa que dicho punto es omitido. Se entiende a ∂r como un operador

actuando sobre σr para producir su borde.

Proposición 1.18. (Cr(K), ∂r)1≤r≤Ir forma una cadena de complejos simpliciales.

2.2. Homoloǵıa persistente.

Definición 1.19. Sea C = ({C
i
}, {d

i
})

i∈I , I ⊆ Z una cadena de complejos. Se define el

k-ésimo número de Betti βK como la dimensión del k-ésimo grupo de homoloǵıa. Es decir,

βk(C) = dim(Hk(C)) = dim

(
Ker(dk)

Im(dk+1)

)
.

Intuitivamente, el k-ésimo número de Betti hace referencia al número k-dimensional

de superficies no conectadas. Aśı, los siguientes números de Betti tienen las siguientes

interpretaciones:

• β0 es el número de componentes conexas.

• β1 es el número de agujeros bidimensionales.

• β2 es el número de agujeros tridimensionales (cavidades).

Figura 1.4. Toro

En la Figura 1.4 se muestra un toro junto con sus números de Betti. Un toro tiene una

componente conexa, dos agujeros, y una cavidad tridimensional en el interior del mismo.
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Definición 1.20. Un intervalo k-dimensional de Betti con extremos [tstart, tend) corres-

ponde a un agujero k-dimensional que aparece en la filtración en un tiempo tstart, permanece

abierto para tstart ≤ t < tend y se cierra en un tiempo tend.

Recordar que un filtración es una secuencia anidada de complejos.

Figura 1.5

En la Figura 1.5 se puede observar un ejemplo de los intervalos de Betti. En la parte

izquierda de la figura se encuentra la evolución de un complejo a lo largo del “tiempo”

(filtración). Desde el cuadro número 1 al número 9 se agregan elementos al complejo, esto se

representa con color rojo; luego del cuadro número 10 al 18 se eliminan algunos elementos,

en este caso se identifican con color verde. Por otra parte a la derecha de la Figura 1.5, se

observa una gráfica que representa el tiempo de vida de los distintos elementos. Se puede

apreciar que el único agujero que se forma inicia en 8 y finaliza en 9. Nótese además que

cuando se unen 2 puntos basta representarlo en la gráfica como un sólo punto, por ejemplo

en 5 los puntos s y t se unen y se identifican los mismos simplemente como s, análogamente

en 9 cuando se cierra el agujero basta representarlo como el segmento (s-v).

Definición 1.21. Dada una categoŕıa C = (Ob(C), Hom
C
, ◦

C
). Sea A ∈ Ob(C). Una

C-filtración de A es una sucesión {Cj, fj}j∈J ⊂ C, J ⊂ Z tal que

• ∀j ∈ J , se tiene que fj : Cj −→ Cj−1 es inyectiva.

•
∏
j∈J

Cj = A, donde
∏

representa el producto cartesiano.
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Definición 1.22. Dada una categoŕıa C = (Ob(C), Hom
C
, ◦

C
). Sea A ∈ Ob(C) y

{Cj, fj}j∈J ⊂ C, J ⊂ Z una C-filtración de complejos de A. Se define la homoloǵıa persistente

de A, PH(A) como:

PH(A) =
∏
j∈J

H(Cj).

3. Conjuntos cúbicos

El principal objetivo de esta sección y la siguiente es proporcionar una descripción de los

aspectos algebraicos de los conjuntos cúbicos, aśı como también de la homoloǵıa cúbica.

Definición 1.23. Un cubo elemental de Rd, d ∈ N es un conjunto de la forma

Q = I1 × I2 × · · · × Id ,

donde cada I
i
, con i ∈ {1, 2, . . . , d} es un intervalo elemental de la forma [l, l] = [l] ó

[l, l + 1] con l ∈ Z. Los intervalos elementales que contienen un único punto se denominan

degenerados, mientras que los que tienen longitud 1 se denominan no degenerados.

Definición 1.24. Cada cubo elemental Q = I1 × I2 × · · · × Id de Rd define una celda

elemental

Q̊ = I̊1 × I̊2 × · · · × I̊d ,

donde

I̊ =

(l, l + 1) si I = [l, l + 1]

[l] si I = [l]
.

Definición 1.25. El conjunto de todos los cubos elementales en Rd se denotará mediante

Kd. Por otra parte, el conjunto de todos los cubos elementales se denotará mediante K, es

decir

K :=
∞⋃
d=1

Kd .

Definición 1.26. Dado un cubo elemental Q = I1 × I2 × · · · × I
d
⊂ Rd, el número

de intervalos elementales que foman Q se denota emb(Q) = d. Por otra parte, se llamará

dim(Q) al número de elementos no degenerados en Q.
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Nótese que si emb(Q) = d, entonces Q ∈ Kd, es decir, Q es uno de los cubos elementales

deRd. Haciendo uso de emb y dim se pueden definir las siguientes clases de cubos elementales

contenidas en K:

Kk = {Q ∈ K|dim(Q) = k}.

Kd
k = Kk ∩Kd.

Producto. Sean Q1 ∈ Kd1
k1

y Q2 ∈ Kd2
k2

, es posible contruir un nuevo cubo elemental

haciendo uso del producto cartesiano de conjuntos:

Q1 ×Q2 ∈ Kd1+d2
k1+k2

.

Definición 1.27. T ∈ K es una cara de P ∈ K si T ⊂ P y se denotará mediante T � P .

Si T � P y T 6= P se dirá que T es cara propia de P , y será denotado por T ≺ P . Por

último, T es cara primitiva de P , si T es una cara de P y dim(Q) = dim(P )− 1.

Definición 1.28. Diremos que un conjunto X ⊂ Rd es un conjunto cúbico o simplemente

cúbico si X puede ser escrito como unión finita de cubos elementales.

Notación. Dado un conjunto cúbico X ⊂ Rd se utilizará la siguiente notación en esta

sección, pues en la sección 2 del caṕıtulo 2 representará una cadena de complejos cualquiera.

K(X) = {Q ∈ K|Q ⊂ X} = Kd(X).

Kk(X) = {Q ∈ K(X)|dim(Q) = k}.

Kd
k(X) = Kd(X) ∩Kk(X).

El conjunto K0(X) contiene todos los vértices de X, K1(X) todas sus aristas y, en general,

Kk(X) todos los k-cubos de X. En la Figura 1.6 se muestra un ejemplo de 4 k-cubos.

Figura 1.6
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4. Homoloǵıa cúbica

Históricamente, el primer método que se utilizó para definir la homoloǵıa fue desarrollado

por Poincaré en 1893 y esto trae como consecuencia lo que hoy se conoce como homoloǵıa

simplicial. Dicho método se encontraba limitado al uso de conjuntos que pod́ıan ser trian-

gularizables, es decir descompuestos en celdas elementales obtenidas a partir de śımplices.

La homoloǵıa cúbica no presenta ninguna diferencia conceptual con relación a la simplicial,

pues la idea de la misma radica basicamente en cambiar las piezas triangulares, en las cuales

se está descomponiendo el conjunto, por celdas cúbicas. Cabe destacar, que la homoloǵıa

simplicial abarca la cúbica pues todo cubo elemental es triangularizable. No obstante, la ho-

moloǵıa cúbica supone ventajas computacionales al “disminuir” la cantidad de información

a procesar y hacer uso de una estructura que ya es “conocida” por el ordenador.

4.1. Cadenas cúbicas. Puesto que la homoloǵıa es una herramienta algebraica, para

poder definir la homoloǵıa de los conjuntos cúbicos, se necesita asociar a cada cubo elemental

Q ∈ Kd
k un objeto algebraico, que se denotará Q̂ y al que se llamará k-cadena de Rd.

Es posible dar una interpretación útil para las k-cadenas Q̂ ∈ K̂d
k como funciones en K.

Espećıficamente, dado Q ∈ Kd
k , se puede pensar en Q̂ como la función Q̂ : Kd

k → Z definida

mediante

Q̂(P ) :=

1, si P = Q

0, si P 6= Q
, P ∈ Kd

k .

Utilizando esta asociación, junto con la notación que se introdujo en la sección anterior

para los conjuntos cúbicos, se obtienen sus análogos para los conjuntos de k-cadenas:

• Conjunto de todas las k-cadenas elementales de Rd:

K̂d
k := {Q̂|Q ∈ Kd

k}.

• Conjunto de todas las cadenas elementales de Rd:

K̂d :=
∞⋃
k=0

K̂d
k .

La estructura algebraica que se utilizará para las cadenas serán obtenidas de la siguiente

manera: dada una colección finita {Q̂1, . . . Q̂m} ⊂ K̂d
k se considerarán las combinaciones

lineales de la forma:

c = α1Q̂1 + · · ·+ αmQ̂m, con αi ∈ Z, i ∈ {1, . . . ,m}.
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El conjunto de todas estas combinaciones lineales constituye el conjunto Ck
d de k-cadenas de

d-dimensiones. Por contrucción, Ck
d es un grupo abeliano libre generado por la base de K̂d

k .

Los cubos elementales se usan para generar elementos de la base.

Sea c = α1Q̂1 + · · · + αmQ̂m ∈ Cd
k , haciendo uso de la interpretación que se ofreció

anteriormente, es directo pensar en c como la función c : Kd
k → Z definida mediante

c(P ) = α1Q̂1(P ) + · · ·+ αmQ̂m(P ), con P ∈ Kd
k .

Por último, es posible definir un análogo algebraico del producto cartesiano de cubos

elementales. Se representará dicha operación a través del śımbolo operación � (operación

diamante) definida mediante las siguientes reglas:

• Si Q1 ∈ Kd1
k1

y Q2 ∈ Kd2
k2

definimos Q̂1 � Q̂2 := Q̂1 ×Q2 ∈ K̂d1+d2
k1+k2

.

4.2. Operador frontera. Para cada k ∈ Z, el operador frontera

∂k : Cd
k → Cd

k−1

es un homomorfismo que cumple

∂k−1∂k = 0
C

.

Recordar que un cubo elemental de Rd, d ∈ N es un conjunto de la forma

Q = I1 × I2 × · · · × Id ,

donde cada I
i
, con i ∈ {1, 2, . . . , d} es un intervalo elemental de la forma [l, l] = [l] ó [l, l+ 1]

con l ∈ Z. Por lo tanto, se tiene que

Q̂ = Î1 � Î2 � · · · � Îd .

A partir de esto, se puede definir el operador frontera a través de su acción sobre las

cadenas elementales Q̂ ∈ K̂d
k , mediante inducción sobre la dimensión d, de la siguiente

manera:

• Caso d = 1: Si Q es un intervalo elemental, es decir Q = I1, se define

∂kQ̂ :=

0, si Q = [l]

[̂l + 1]− [̂l], si Q = [l, l + 1]
, l ∈ Z.

• Caso d > 1: En este caso Q̂ = Î1 � · · · � Îd. Reescribiéndolo se tiene que Q̂ = I1 � P̂1,

donde P̂1 = Î2 � · · · � Îd. Luego, se define

∂kQ̂ = (∂Î1 � P̂1)− (Î1 � ∂k−1P̂1).
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En el caso de que emb(P1) > 1, se efectúa el proceso de manera análoga, es decir,

se reescribe

P̂1 = Î2 � P̂2, donde P̂2 = Î3 � · · · � Îd,

luego se le aplica el operador frontera. El proceso continua hasta llegar a P̂d−1 = Îd.

Es inmediato comprobar que, dado un conjunto cúbico cualquiera X ⊂ Rd, la acción del

operador frontera transforma cadenas de X en cadenas de X. Es decir, se satisface que

∂k(Ck(X)) ⊂ Ck−1(X).

Notación. La restricción de ∂k al conjunto Ck(X) se denota mediante ∂Xk y satisface

que

∂Xk : Ck(X)→ Ck−1(X).

Definición 1.29. El complejo de cadenas cúbico C(X) de un conjunto cúbico X ⊂ Rd

se define como

C(X) := {Ck(X), ∂Xk },

donde Ck(X) son los grupos de k-cadenas cúbicas generadas por Kk(X) con la operación de

composición y ∂Xk es el operador frontera cúbico restringido al conjunto X.

Proposición 1.30. Sea C(X) := {Ck(X), ∂Xk } un complejo de cadenas cúbico. Entonces

se cumple que

∂Xk−1∂
X
k = 0

C
.

A partir de los operadores frontera se pueden introducir los siguientes conceptos alge-

braicos para el conjunto cúbico X.

Definición 1.31. Sea C(X) := {Ck(X), ∂Xk } un complejo de cadenas cúbico.

• El conjunto de los k-ciclos de X se define como Zk(X) = ker(∂Xk ).

• El conjunto de los k-bordes de X se definen como Bk(X) = im(∂Xk+1).

Puesto que ∂Xk−1∂
X
k = 0 se tiene que Bk(X) es siempre un subgrupo de Zk(X). Nuestro

interés radica en caracterizar aquellos ciclos que no sean bordes. Estos objetos constituyen

el k-ésimo grupo de homoloǵıa cúbica.



4. HOMOLOGÍA CÚBICA 18

Definición 1.32. Sea C(X) := {Ck(X), ∂Xk } un complejo de cadenas cúbico. El k-ésimo

grupo de homoloǵıa cúbica del conjunto X es:

Hk(X) := Zk(X)/Bk(X).

Definición 1.33. La colección de todos los grupos de homoloǵıa de un conjunto X se

denomina homoloǵıa cúbica de X, y se expresa como:

H(X) := {Hk(X)}k∈Z .



CAPITULO 2

Nociones de topoloǵıa computacional

Este caṕıtulo tiene como objetivo suministrar aspectos teóricos y prácticos acerca de las

nociones de topoloǵıa computacional. Espećıficamente, se detallará una técnica utilizada

para producir objetos 3D digitalmente, dicha técnica es el voxel carving [1]. Por otra parte,

se expondrá la teoŕıa relacionada con el modelo algebraico topológico, conocido como modelo

AT [5], el cual permitirá realizar el estudio homológico a los objetos reconstrúıdos en 3D,

en particular aquellos objetos obtenidos a través del voxel carving. Se explicarán algunos

algoritmos para obtener el modelo AT computacionalmente, el algoritmo de incremento y

decrecimiento [5] y por último se presentará el software EditCup, el cual permite realizar el

cálculo del modelo AT [2],[3],[6].

1. Voxel carving

El voxel carving es una técnica empleada para producir un objeto tridimensional digital-

mente a partir de imágenes capturadas desde un conjunto de cámaras colocadas alrededor

del objeto y en posiciones conocidas.

El proceso de reconstrucción involucra capturar un conjunto de imágenes de un objeto, y

mediante el análisis de dichas imágenes obtener una descripción de la forma del mismo. En

cada imagen se realiza como primer paso la segmentación de la región de interés (silueta del

objeto) con respecto al fondo de la misma, luego se crea una “caja virtual” alrededor de la

posición del objeto en el espacio 3D, a continuación, se hace uso de las siluetas extráıdas de

cada imagen para de esta manera eliminar los voxeles inconsistentes (voxeles que representan

fondo y no silueta) del volumen definido, esta iteración se repite con todas las siluetas

obtenidas de las distintas imágenes.

1.1. Ejemplo. Se explicará de forma más detallada el proceso del voxel carving haciendo

uso del siguiente ejemplo, el cual representa una de las formas más básicas de la técnica de

voxel o space carving, en la cual cada imagen es utilizada como una máscara. Seguidamente,

19
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se coloca una caja en el centro de la escena y a partir de cada imagen nos limitamos a

observar lo que se encuentra fuera de la silueta del objeto, cualquier cosa fuera del mismo

es eliminada de la caja. Evidentemente, este proceso requiere que se conozca la posición de

las cámaras con respecto al objeto en el momento de la captura de las imágenes, este hecho

representa un problema independiente a la técnica de voxel carving.

Esta técnica se ha perfeccionado a lo largo de la última década y puede ser optimizada

para ser computacionalmente eficiente. No obstante, en este ejemplo prevalece la simplicidad

sobre la eficiencia, puesto que nuestro principal objetivo es explicar la técnica y mostrarla

en MATLAB (Ver Apéndice 1.)

Las imágenes utilizadas en este ejemplo fueron proporcionadas por Wolfgang Niem de la

Universidad de Hannover, los datos de las cámaras suministradas por el Dr. A. W. Fitzgibbon

y el Prof. A. Zisserman de el Grupo de Investigación en Robótica de la Universidad de

Oxford. Todas la funciones para este ejemplo se encuentran en el paquete “spacecarving” y

los datos en el archivo “DinosaurData”, los cuales pueden ser obtenido en

http://www.robots.ox.ac.uk/∼ vgg/data/data-mview.html, la cual fue consultada el 03 de

noviembre de 2013. Esta demostracón fue desarrolada por Loren Shure.

Cargar los datos de las imágenes y las cámaras. El primer paso a realizar consiste

en la lectura del archivo en donde se encuentren los datos, en este caso “DinosaurData”, para

luego poder hacer uso de la información de las cámaras, aśı como también la imagen asociada

a cada una de ellas. En este ejemplo, y particularmente en este trabajo, no existe interés en

determinar el proceso para la captura de las imágenes. La Figura 2.1 está conformada por

las imágenes sujetas a estudio en este ejemplo.

Figura 2.1
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Conversión de las imágenes a siluetas. La imagen obtenida de cada cámara se

convierte en una imagen binaria, utilizando en este caso el hecho de que el fondo de las

mismas es azul y también se emplean operadores morfológicos para limpiar los bordes. El

resultado se convertirá en la máscara de la silueta. Los comandos (MATLAB) “bwareaopen”

e “imopen” son sumamente útiles en el proceso de creación de las siluetas. La Figura 2.2

muestra una comparación entre la imagen de entrada y la silueta.

Figura 2.2

Es importante destacar el hecho de que los agujeros en las máscaras deben ser obtenidos

de manera precisa, ya que pueden ser eliminados ciertos voxels que forman parte del objeto

y no del fondo, además se generaŕıan en el modelo final agujeros que el objeto no presenta.

Matriz voxel. En este paso, se genera una matriz voxel 3D (caja) de elementos listos

para ser tallados (removidos) en el proceso de voxel carving (Figura 2.3).

Figura 2.3. Matriz voxel y ubicación de cámaras.

Nótese que mientras mayor sea la cantidad de elementos de la matriz se obtendrá un mo-

delo más detallado del objeto, pero de igual manera se necesitará mayor cantidad de espacio

disponible en el disco duro del computador, y el tiempo de cómputo se verá incrementado.

Por otra parte, si se utilizan pocos elementos se puede perder información y obtenerse un
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modelo que no representa fielmente al objeto de estudio. En este ejemplo empleamos 6000000

de voxels.

Tallar voxels con la primera imagen. Se proyecta desde la camara, con la cual

fue adquirida la primera imagen, la silueta sobre la matriz voxel. Cualquier voxel que se

encuentre fuera de la silueta será removido, dejando de esta manera sólo los que se encuentran

dentro de la misma (Figura 2.4).

Figura 2.4

Haciendo uso de una única imagen los datos que se obtienen no proporcionan información

relevante para el análisis topológico del objeto, es por esta razón que en esta técnica deben

ser empleadas una mayor cantidad de imágenes obtenidas desde diversos puntos de vista.

Agregando mayor cantidad de puntos de vista. A medida que se agregan más

puntos de vistas del objeto se refina la forma de la reconstrucción. Por ejemplo en este caso,

si se incluyen dos más, obtenemos una figura que es más “parecida” al objeto. En la Figura

2.5 se observa la aplicación del método de voxel carving con 3 imágenes.

Figura 2.5
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Todas las vistas. El último paso consiste en aplicar el procedimiento a todas las

imágenes. En este ejemplo se consideran los 36 puntos de vista (36 imágenes) del objeto.

Figura 2.6 representa el modelado final con las 36 imágenes.

Figura 2.6

2. Modelo AT

En la sección anterior se ofrece una manera para recontruir un objeto en 3D a partir de

distintas imágenes del mismo, no obstante el objetivo de este trabajo no se radica exclusiva-

mente con el conocimiento de dicha reconstrucción, sino que además se quieren calcular los

grupos de homoloǵıa para de esta manera determinar la cantidad de agujeros n-dimensionales

que presente el objeto, con esta finalidad se debe conocer la definición del modelo AT, aśı

como también algunos algoritmos [7] para el cómputo del mismo. En este sección la op-

eración que se utilizará entre funciones sera la composición por tal motivo no se colocará el

śımbolo de dicha operación.

Definición 2.1. Una contracción de cadena de un complejo de cadena (C, ∂
C

) a otro

complejo de cadena (C ′, ∂
C′

) es un conjunto de tres homomorfismos (f, g, φ) tal que f : C −→ C ′

y g : C ′ −→ C son aplicaciones de cadena; fg es la aplicación identidad de C ′; φ : C −→ C

es una homotoṕıa de cadena de la aplicación identidad de C (id
C

) a gf , es decir,

φ∂
C

+ ∂
C′
φ = id

C
− gf . Además, se satisfacen las propiedades de aniquilación fφ = 0

C′
,

φg = 0
C

y φφ = 0
C

.

Algunas propiedades importantes de las contracciones de cadena son: C ′ tiene menor o

igual cantidad de generadores que C. C y C ′ tienen grupos de homoloǵıa isomórficos.
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Definición 2.2. Un modelo AT para un complejo de cadena (C, ∂) es el conjunto

(K,h, f, g, φ), donde h es un conjunto de generadores de una cadena de complejosH isomórfica

a la homoloǵıa de K y (f, g, φ) es una contracción de cadena de K a H. Esto implica que

f∂ = 0
H

y ∂g = 0
C

Observación. En este trabajo se considerará el modelo AT como el conjunto (K,H, f, g, φ),

donde H es la cadena de complejo que se describe en la definición anterior, puesto que los

algoritmos para el cálculo del modelo AT permiten obtener directamente dicho conjunto.

A continuación se describirán dos algoritmos para el cálculo de modelos AT, el primero

de ellos es el algoritmo de incremento y el segundo corresponde al de decrecimiento.

2.1. Algoritmo de incremento. Sea K una cadena de complejos con un orden parcial

en sus elementos {σ1, σ2, . . . , σn}, es decir, satisface que si σi es una cara de σj entonces

i < j. A continuación, considérese una filtración de K, es decir una secuencia anidada de

subcomplejos, ∅ = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn, tal que Ki = {σ1, . . . , σi}, nótese que todas las

caras propias de σi se encuentran contenidas en Ki−1.

Primero, se define un modelo AT (K1, H1, f1, g1, φ1) para K1 de la siguiente manera:

H1 := {σ1}, f1(σ1) = σ1, g1(σ1) = σ1 y φ1(σ1) = 0. Luego, se procede a agregar

un complejo nuevo σi a la vez, con i = 2, . . . , n y se calcula un modelo AT en cada

adición (Ki, Hi, fi, gi, φi), donde Ki = Ki−1 ∪ {σi}, como sigue: inicialmente, Hi := Hi−1;

fi(µ) := fi−1(µ) y φi(µ) := φi−1(µ) para cualquier µ ∈ Ki r {σi}; gi(h) := gi−1(h) para

cualquier h ∈ Hi. Luego, tómese en consideración fi−1∂(σi) para detectar si σi crea o

destruye una clase de homoloǵıa:

(1) Si fi−1∂(σi) = 0 se crea una nueva clase de homoloǵıa, por tanto, Hi := Hi−1∪{σi},

fi(σi) := σi, gi(σi) := σi + φi−1∂(σi) y φi(σi) := 0.

(2) Si fi−1∂(σi) 6= 0 se destruye una clase de homoloǵıa. Sea j el ı́ndice más grande tal

que σj ∈ fi−1∂(σi), entonces notemos que j < i y dim(σj) = dim(σi) − 1. Luego,

Hi := Hi−1 r {σj}, fi(σi) := 0, φi(σi) := 0.

Además dos operaciones son aplicadas a todos los complejos x ∈ Ki de tal manera que

σj ∈ fi−1(x):

• Actualización de f : fi(x) := fi−1(x) + fi−1∂(σi).

• Actualización de φ: φi(x) := φi−1(x) + σi + φi−1∂(σi).
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Lema 2.3. σi pertenece a un k−ciclo en C(Ki) si y sólo si fi−1∂(σi) = 0.

Demostración. Si fi−1∂(σi) = 0, entonces ∂σi = ∂φi−1(∂σi). Por lo tanto, σi + φi−1∂(σi)

es un k−ciclo y σi pertenece a este. Por otra parte, si σi pertenece a un k−ciclo a en C(Ki),

entonces a = σi + b donde b e una k−cadena en C(Ki). Puesto que ∂a = 0 entonces

fi−1∂(σi) = fi−1∂(b). Además como fi−1∂(b) = ∂fi−1(b) = 0 entonces fi−1∂(σi) = 0. �

2.2. Algoritmo de decrecimiento. Sea (K,H, f, g, φ) un modelo AT para un complejo

K. Sea σ un complejo maximal de K. Entonces un modelo AT para K ′ = K \ {σ} puede

ser construido de la siguiente manera:

Inicialmente H ′ := H, g′(h) := g(h) para todo h ∈ H ′, f ′(x) := f(x) y φ′(x) := φ(x)

para todo x ∈ K ′.

(1) Si existe β ∈ H tal que σ = g(β) entonces σ destruye la clase de homoloǵıa [g(β)]

creada antes por β. Por lo tanto, H ′ := H \ {β}; f ′(x) := f(x) + β si β ∈ f(x) y

x ∈ K :′; g′(h) := g(h) + g(β) si σ ∈ g(h) y h ∈ H ′; φ′(y) := φ(y) + g(b) si σ ∈ φ(x)

y x ∈ K ′.

(2) De lo contrario, puesto que σ ∈ φ∂σ, existe µ ∈ ∂σ, µ /∈ H, tal que σ ∈ φ(µ).

Entonces µ crea una nueva clase de homoloǵıa [g′(µ)]. Por lo tanto H ′ := H ∪ {µ};

g′(µ) := gf(µ)− ∂φ(µ). f ′(x) := f(x) +µ+ f(µ) y φ′(x) := φ(x) +φ(µ) si σ ∈ φ(x)

y x ∈ K ′.

En la Figura 2.17 se puede apreciar un ejemplo en donde se puede aplicar el algoritmo

de incremento y decrecimiento, desde el paso 1 al 9 de la filtración se agrega un śımplice a

la vez y luego de la 10 a la 18 se elimina un śımplice maximal, por tanto en la primera parte

podŕıa ser aplicado el algoritmo de incremento y en la segunda el de decrecimiento.
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3. EditCup

El software EditCup, [2],[3],[6], desarrollado por J.M. Berrio, M.M. Maraver y F.Leal,

permite visualizar conceptos abstractos en objetos tridimensionales, representado a estos

a partir de complejos simpliciales. Algunos de estos conceptos son invariantes topológicos

como los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa, aśı como también el anillo de cohomoloǵıa. El

software a grandes rasgos opera de la siguiente forma, primero reduce el complejo simplicial

inicial (objeto 3D) a otro complejo simplicial, de tal manera que dicho complejo presenta

una equivalencia de homotoṕıa con el primero (contracción de cadena), luego calcula los

invariantes del esqueleto resultante.

3.1. Software EditCup. EditCup es un software en fase beta que ha sido diseñado con

la finalidad de ser una herramienta de visualización de objetos 3D, que mejore la comprensión

de conceptos altamente abstractos de topoloǵıa algebraica, como lo son la (co)homoloǵıa y

el anillo de (co)homoloǵıa, mediante el cálculo del modelo AT. La Figura 2.7 representa

la interfaz de usuario del software. En éste, un proyecto (mundo virtual) consiste de una

representación simplicial particular. Haciendo uso de los cursores podemos movernos en

cualquier dirección y sentido dentro del mismo. El software cuenta con la siguiente leyenda

para facilitar la comprensión de los objetos, el color rojo representa a los tetraedros, verde

para los triángulos, azul para los lados y negro para los vértices, se añade un pequeño voxel

rojo dentro de cada tetraedro para saber si el mismo se encuentra hueco o no.

Figura 2.7. Interfaz de usuario de EditCup

Para crear un nuevo proyecto, el usuario debe seleccionar la opción fichero en la interfaz

de usuario y luego seleccionar nuevo, seguidamente se debe establecer el número de filas,

columnas y de capas del proyecto que se va a generar.
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Por ejemplo, en la Figura 2.8 se muestra la creación de un fichero llamado Prueba con 5

filas, 3 columnas y 2 capas.

Figura 2.8. Prueba

Luego, se puede crear una representación de un complejo simplicial seleccionando el co-

mando Editar Matriz. Seguidamente se desplegará una ventana (Figura 2.9), en la parte

izquierda de la misma se pueden seleccionar los śımplices necesarios (vértices, segmentos,

triángulos, tetraedros), en la parte superior derecha de la ventana se irá generando la repre-

sentación simplicial en construcción y por último en la parte inferior derecha se encuentran

las opciones de fila, columna y capa las cuales permiten el desplazamiento por los distintos

voxeles que conforman el proyecto, visualmente se apreciará un voxel de color amarillo que

indica el lugar en donde se encuentra el mismo, adicionalmente en la parte inferior derecha

se encuentran las opciones para poder desplazarse en la representación.

Figura 2.9. Interfaz
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A continuación en la Figura 2.10 se muestra un ejemplo de una representación simplicial

realizada con el programa que contiene 2 voxeles, 1 tetaraedro, 1 triángulo y 1 segmento.

Figura 2.10

Observación. El software EditCup permite hacer las representaciones de complejos sim-

pliciales, no obstante estamos interesados en analizar las reconstrucciones por voxel carving

las cuales en un principio son complejos cúbicos, por tanto para obtener dicha representación

en EditCup basta escoger los 6 tetraedros asociados al voxel que se desea generar.

EditCup permite calcular las clases de (co)homoloǵıa de la representación, las cuales

ofrecerán información acerca de la cantidad de componentes conexas, túneles y cavidades

que presenta la misma. Para ello el software emplea los algoritmos que fueron descritos en

la sección anterior, en primer lugar el programa realiza un adelgazamiento topológico (una

contracción de cadena) al objeto y luego procede al cómputo del adelgazamiento algebraico

(cadenas de (co)homoloǵıa).

Para obtener estos datos se debe, una vez creado el fichero, seleccionar la opción Com-

plejo 3D y luego Visualizar, a continuación se debe presionar el botón Calcular Clases de

(Co)homoloǵıa, una vez que concluya los cómputos correspondientes se desplegará una ven-

tana notificando que las clases han sido correctamente calculadas

En el ejemplo anterior, procediendo a realizar dichos cálculos se obtendrá que sólo existe

1 componente conexa y no existen ni túneles ni cavidades (Figura 2.11). Resultado este que

coincide con lo esperado pues la figura no posee ningún agujero y tampoco posee ninguna

separación.
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Figura 2.11

EditCup cuenta con una aplicación de gran utilidad para visualizar los ciclos represen-

tativos asociados al modelo en estudio. Para ello se debe presionar el botón Ver Ciclos

Representativos que se encuentra en la misma pantalla en la cual se calculan las clases, en

este caso la leyenda asociada a la figura que se obtiene es la siguiente: un voxel de color

azul representa una componente conexa, una curva cerrada de color amarillo hace referencia

a un agujero y un objeto de color verde representa una cavidad. En el ejemplo que se ha

utilizado sólo hay un ciclo y este se encuentra representado por un voxel de color azul, pues

este objeto sólo tiene una componente conexa, este resultado se aprecia en Figura 2.12.

Figura 2.12
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Ahora, considérese el caso de un toro, si se realizan los cálculos que fueron aplicados en

el ejemplo anterior, se obtendrá que el número de componentes conexas es 1, el número de

túneles es 2 y el número de cavidades es 1. La Figura 2.13 representa este ejemplo.

Figura 2.13. Toro

Sus ciclos representativos se encuentran en la Figura 2.14.

Figura 2.14. Toro
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Nótese que los resultados que se obtienen corresponden con los resultados teóricos es-

perados que se fueron comentados en los ejemplos de la Definición 1.19 relacionada a los

números de Betti. La Figura 2.15 establece los números de Betti para el toro.

Figura 2.15. Toro

Observación. (Tiempo de cómputo) El ordenador en el cual se ejecutaron todas

las aplicaciones de esta sección presenta las siguientes caracteŕısticas: procesador AMD

PHENOM II X4 955 a 3.20 GHz, 8 GB memoria RAM DDR3 a 1600mhz, tarjeta de video

NVIDIA GeForce GT430 1GB DDR3. En todos los ejemplos de esta sección no se utilizaron

aplicaciones distintas a los softwares necesarios.

El tiempo de cálculo del ejemplo del método de voxel carving que se realizó tiene una

duración estimada de 75 segundos. Por otra parte, el tiempo de cómputo para los ejemplos

que se ejecutaron en el software EditCup fueron variables, es decir en el caso del toro en

algunas oportunidades el tiempo fue de 15 segundos, en otras alrededor de 2 minutos, no

obstante en una cantidad considerable de casos (40%) el software mostraba la notificación

“Out of memory” (sin memoria), cabe destacar que las condiciones bajo las cuales se ejecutó

el software para la realización de todos los ejemplos fueron las mismas. Es probable, que esta

gran diferencia en los tiempos de cálculo se debe al hecho de que EditCup se encuenta en

fase beta y quizás aun no ha sido optimizado en la utilización de los recuersos del ordenador.



CAPITULO 3

Modelo AT y homoloǵıa

Este caṕıtulo tiene como finalidad presentar algunos ejemplos en los cuales se evidencie

la reconstrucción por el método de voxel carving de ciertos objetos, para luego proceder al

cálculo del modelo AT a los mismos mediante el software EditCup y de esta manera evaluar

si las reconstrucciones son topológicamente correctas en relación al objeto inicial.

1. Reconstrucción de taza

En este ejemplo se trabajará con una taza, de la cual se obtienen un conjunto de imágenes

a partir de cámaras ubicadas en distintas y conocidas posiciones.

En primer lugar se procederá a realizar la construcción del objeto en 3D haciendo uso de

la técnica de voxel-carving que ya fue estudiada y por tal razón no se volverá a enfatizar en

los detalles de cada paso de este proceso sino por el contrario solamente serán nombrados

los mismos y detallados los pasos que sean de mayor importancia para este caso particular.

El primer paso consiste en la carga de los datos, es decir, las imágenes, posición de las

cámaras y la relación imagen-cámara. Las imágenes sujetas a este estudio sse encuentran

representadas en la Figura 3.1.

Figura 3.1. Imágenes taza

32
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El siguiente procedimiento es convertir las imágenes en siluetas (Figura 3.2).

Figura 3.2. Siluetas taza

Luego se crea la matriz de voxel (Figura 3.3) de la cual serán tallados todos los voxeles

que no pertenezcan a las siluetas.

Figura 3.3. Matriz voxel

Se tallan los voxeles haciendo uso de la primera imagen. El resultado de este paso se

observa en la Figura 3.4.

Figura 3.4



1. RECONSTRUCCIÓN DE TAZA 34

Luego, se agregan un par de vistas adicionales. Resultado Figura 3.5.

Figura 3.5

Por útlimo se debe terminar de realizar la reconstrucción haciendo uso todas las imágenes,

no obstante en este ejemplo sólo serán agregadas las primeras 20 y las imágenes de la 28 a

la 35, el resultado de esta reconstrucción puede ser visto en la Figura 3.6. La selección de

este conjunto espećıfico de imágenes se debe al hecho de que cuando se utilizan todas, el asa

de la taza pierde la conexidad pues la misma es muy delgada en el objeto real y trae como

consecuencia una gran cantidad de dificultades para establecer la correcta posición de las

cámaras, dichas dificultades fueron solucionados en su mayoŕıa y para evitar este problema

basta utilizar las imágenes que son especificadas anteriormente, además el modelo que se

obtiene con estas es homotópico al objeto real.

Figura 3.6
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Nótese que la taza no presenta la cavidad que tienen todas las tazas, esto se debe a uno

de los problemas de la técnica del voxel-carving, el cual es que al obtener las siluetas a partir

de las imágenes, las mismas no presentan la información acerca de las depresiones del objeto.

No obstante, esto no representa un problema pues el resultado sigue siendo topológicamente

correcto.

Luego, a partir de la reconstrucción 3D que se obtuvo de la taza y haciendo uso de

estos datos en el software EditCup se pueden obtener los resultados deseados, como lo son

los grupos de homoloǵıa y por tanto poder determinar el número de componentes conexas,

túneles y cavidades. La Figura 3.7 representa el resultado del análisis de estos datos en el

software luego de haber calculado las clases de homoloǵıa y además se muestran los ciclos

representativos.

Figura 3.7

Se puede observar que los resultados son los esperados para esta reconstrucción, es decir,

el objeto presenta una componente conexa, un túnel y no tiene cavidades. En los ciclos

representativos se puede apreciar un voxel azul que representa la componente conexa, y de

igual forma una curva cerrada de color amarillo, ésta identifica el agujero correspondiente al

asa de la taza.

Ahora mostremos otro ejemplo, para ello se empleará la reconstrucción del objeto que

se obtiene al utilizar las 36 imágenes que fueron tomadas al mismo, en este caso la taza del

asa se encuentra “rota” y por tanto el objeto 3D no presenta el agujero en el mismo. Este

hecho deberá ser verificado haciendo uso de EditCup.
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En la Figura 3.8 se presenta el modelo obtenido a partir de las 36 imágenes.

Figura 3.8

Luego, el resultado que se obtiene en EditCup se encuentra representado en la Figura 3.9,

y establece la existencia solamente de una componente conexa y de igual manera, establece

la ausencia tanto de túneles como de cavidades, siendo este resultado lo esperado. En la

Figura 3.9 sólo se aprecia un voxel azul que representa el único ciclo representativo de este

modelo.

Figura 3.9
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Con este par de ejemplos expuestos se puede comprender la utilidad de poder conocer si

ciertos invariantes topológicos se preservan en el modelo que se obtiene del objeto real, pues

la mayor preocupación es obtener un modelo que sea topológicamente correcto con el real.

2. Reconstrucción de un tenista

En la mayoŕıa de los casos de modelado por el método de voxel-carving al utilizar una

mayor cantidad de imágenes el objeto será más similar en todos los aspectos al objeto real,

en el caso previo de la taza no sucedió esto debido a dificultades que ya fueron planteadas.

No obstante, a continuación se presenta un ejemplo desarrollado en [9] en el cual se ilustrará

este hecho.

A continuación se presenta la Figura 3.10, la cual está conformada por un par de re-

construcciones por la técnica de voxel carving de un tenista, en la primera a) se utiliza la

información obtenida a partir de 4 cámaras, en la segunda b) se emplean 10 cámaras, además

en ambos casos se superponen los ciclos representativos. Por otra parte, en la misma figura

se muestra un diagrama en donde se compara la cantidad de componentes conexas (α1) y

túneles (γ1, γ2, γ3) en función de la cantidad de cámaras empleadas para la reconstrucción

(desde 1 a 50).

Figura 3.10

Nótese que cuando se realiza la reconstrucción haciendo uso de 1, 2 o 3 cámaras se

obtiene 1 componente conexa (α1) y 2 túneles (γ1, γ2); cuando se emplean de 4 a 9 cámaras

se obtiene 1 componente conexa (α1) y un túnel (γ3); no obstante a partir de la utilización

de 10 cámaras o más es cuando se obtiene un modelo que es topológicamente correcto con
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el objeto sujeto a estudio, pues en estos casos se obtiene 1 componente conexa (resultado

esperado).

Ahora considere el siguiente ejemplo que también fue desarrollado en [9].

Figura 3.11

En la Figura 3.11 se pueden observar tres reconstrucciones diferentes de un tenista que

sujeta la raqueta con ambas manos, por tal razón el objeto real presenta una componente

conexa y un túnel, en la primera reconstrucción a) se emplean 4 cámaras, y de acuerdo

al diagrama que también se incluye en esta figura, puede ser determinado que dicha re-

construcción tiene 2 componentes conexas (α1, α2) y 6 túneles (γ2, γ8, γ9, γ10, γ11, γ12); en la

segunda reconstrucción b) se utiliza la información de 15 cámaras y la misma contiene 1

componente conexa (α1) y un túnel (γ16), nótse que ya estos datos concuerdan con los que

presenta el objeto real; y por último, la reconstrucción c) obtenida de 24 cámaras tiene los

mismos resultados que en el caso anterior. En este ejemplo, nuevamente se superponen los

ciclos representativos y α representa componentes conexas, γ los túneles, y δ las cavidades.
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Esto ejemplos traen como consecuencia que se genere la siguiente interrogante ¿cuál seŕıa

la menor cantidad de imágenes que necesitamos de un objeto para poder generar un modelo

topológicamente correcto?, la respuesta a esta interrogante no es trivial, pues la misma

depende de distintos factores como lo son: la forma del objeto, las posibles ubicaciones para

las cámaras, la identificación de las siluetas, entre otros.
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Conclusiones y trabajo a futuro

La reconstrucción por voxel carving ha demostrado a través de los ejemplos desarrollados

en este trabajo ser una técnica efectiva en la reconstrucción de objetos 3D, sin embargo la

misma presenta algunos inconvenientes como lo son la incapacidad de determinar algunas

cavidades en los objetos reconstrúıdos, por ejemplo el caso de la reconstrucción de la taza;

no obstante por lo general este hecho no representa un problema para el cálculo de los

invariantes topológicos, puesto que en su mayoŕıa dichas cavidades no representan ningún

tipo de agujero.

El mayor problema que presenta este método es que dependiendo de la cantidad de

imágenes que se consideren del objeto, la posición de las mismas y la forma del objeto,

puede suceder que la reconstrucción que se obtiene presente propiedades topológicas que el

objeto sujeto a estudio no presenta. Un ejemplo de esto fue el que se trabajó acerca de las

reconstrucciones de los tenistas.

En este trabajo se presentó una manera de evaluar las propiedades topológicas (compo-

nentes conexas, agujeros n-dimensionales) en la reconstrucción con la finalidad de determinar

si la misma es topológicamente correcta con relación al objeto inicial; dicha manera se ve

realizada en el estudio homológico de la reconstrucción haciendo uso del modelo AT, él cual

en este trabajo se obtuvo gracias al software EditCup, demostrando éste, aun cuando se en-

cuentra en fase beta, ser una herramienta útil para este objetivo pues en todos los casos en

los cuales fue aplicado durante la realización de este trabajo obtuvo los resultados teóricos,

permitiendo aśı el análisis comparativo entre las propiedades topológicas en función a la

cantidad de cámaras utilizadas.

Por tanto se puede concluir a partir de los resultados obtenidos de este trabajo que se

pueden estudiar las propiedades topológicas de los objetos reconstrúıdos por el método de

voxel carving con la finalidad de verificar que en los mismos se preserven dichas propiedades

en relación con el objeto sujeto a estudio.

40



4. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO 41

Tomando en consideración este trabajo, particularmente las dificultades presentadas en

él, algunos de los posibles trabajos que se podŕıan generar con el objetivo de mejorarlo

pueden ser:

• Optimizar el algoritmo para la reconstrucción de objetos 3D por la técnica de voxel-

carving.

• Desarrollar un nuevo software que permita realizar las funciones del software EditCup

o en su defecto mejorar éste (se desconoce si los autores están trabajando en este

aspecto).

• Automatizar el proceso de reconstrucción y cálculo de las clases de (co)homoloǵıa,

esto se podŕıa desarrollar generando una función en MatLab que aplique el algoritmo

de incremento-decrecimiento para el cálculo del modelo AT y aśı realizar todos los

procesos en el mismo.



Apéndice

A1.

42
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[2] Berrio R., González-D́ıaz R.,Leal F., Real P, Visualizing Cohomology Aspects of 3D Objects.

Proc. of the 6th Asian Technology Conf. in Math. pp 459-468. 2001.
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[8] González-D́ıaz R., Real P, On the cohomology of 3D digital images. Discrete Applied Math 147

(2-3), 245-263. 2005.
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