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Introduccion

El objetivo central de este trabajo es calcular la cohomologia de De
Rham de los Espacios Proyectivos Complejos a través de una herramienta de
la topologia algebraica conocida como la Sucesién de Gysin.

La topologia algebraica es una rama de la topologia y del algebra que
clasifica las propiedades topoldgicas por medio de estructuras algebraicas
(e.g. grupos, médulos, etc.). Una teoria bastante estudiada son los grupos
de cohomologia de De Rham de una variedad diferenciable. Estos grupos se
definen por medio del complejo exacto de De Rham, es decir por medio del
complejo de formas diferenciables. Un grupo de cohomologia es un grupo
cociente que se define por medio de la derivada exterior de una forma dife-
renciable.

Realizar el calculo de estos grupos de cohomologia suele ser bastante te-
dioso si no se disponen de herramientas algebraicas que permitan manipular
el nticleo y la imagen de los operadores. Hay resultados clasicos que facili-
tan las cuentas como el Lema de Poincaré y la sucesion de Mayer-Vietoris.
Sin embargo espacios que no son homeomorfos pueden tener la misma coho-
mologia.

El calculo de la cohomologia de los espacios proyectivos no es trivial,
requiere muchas herramientas de la topologia algebraica para obtenerla. Sin
embargo la sucesion de Gysin permite relacionar las cohomologias de los
espacios base y techo de un fibrado orientable con fibra esférica, tal como el
fibrado de Hopf, cuya base es precisamente el espacio proyectivo complejo.

v



En el capitulo 1 se dan las definiciones basicas sobre variedades diferencia-
bles, mostrando sus caracteristicas y propiedades fundamentales. También
en este capitulo se demuestra la existencia de particiones de la unidad dife-
renciables para variedades.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de fibrado diferenciable
que nos brinda una perspectiva adecuada para estudiar los vectores y espa-
cios tangentes a una variedad, que permiten de cierta forma ”linealizar” el
estudio de la misma.

El capitulo 3 contempla el estudio de las formas diferenciables, apor-
tando el sustento tedrico necesario para definir la Cohomologia de De Rham.
Ademas se esboza brevemente el concepto de fibrado orientable.

El ultimo capitulo proporciona los recursos indispensables para la ob-
tencién de nuestro resultado, como lo son la cohomologia de la esfera unitaria
y la sucesién de Gysin con los operadores que en ella intervienen.



Capitulo 1

Variedades Diferenciables

Intuitivamente una variedad diferenciable es una generalizacion de los con-
ceptos de curvas y superficies diferenciables en dos sentidos: generalizacién
a cualquier dimension y generalizacion al prescindir de un espacio ambiente.

1.1 Variedades Topoldgicas

Las variedades topoldgicas son, a modo general, espacios topoldgicos que
localmente se comportan de manera similar a R". En otras palabras, cada
punto de una variedad topoldgica posee un entorno en el cual podemos es-
tablecer un sistema de coordenadas.

Definicién 1.1.1. Sea M un espacio topologico Hausdorff, localmente com-
pacto y segundo numerable. Decimos que M es una variedad topoldgica
de dimensién n (o una n-variedad topoldgica) si cada punto p € M posee
un entorno U homeomorfo a un subconjunto abierto de R™ mediante un
homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C R".

Al par (U, ¢) lo llamamos sistema de coordenadas o carta local de
M en p, al dominio U de ¢ se le conoce como entorno coordenado, y al
homeomorfismo ¢! lo llamamos parametrizacién local de M en p. Usual-
mente llamaremos carta local o simplemente carta de M en p, inicamente
al homeomorfismo ¢.



Ejemplo 1.1.2. La n-esfera S™

Sea S" = {z € R"™! : ||lz|| = 1}. Consideremos U = S" — S siendo S el
polo sur y p(U) la imagen de U mediante la reflexién
p : R"™1 —— R en el hiperplano z,.1 = 0. U es homeomorfo a R" a
través de la proyeccion estereogréfica desde el polo sur ¢ : U — R" dada

por
1
(p(mla ey xn+1) = m(:cl, ,:Cn)

p(U) también es homeomorfo a R” pues p es un homeomorfismo.
Asi, todo punto en S™ pertenece a uno de los entornos coordenados U 6
p(U) homeomorfos a R™, probando que la n-esfera es una variedad topoldgica.

Teorema 1.1.3. Todo espacio localmente compacto y segundo numerable
es paracompacto.

DEMOSTRACION

La compacidad local implica regularidad y la condicién de 2do numerable
implica que el espacio es de Lindelof. Ahora bien, el teorema de Morita
(Dugungji [1], pagina 174) afirma que en espacios Lindel6f son equivalentes
las condiciones de regularidad y de paracompacidad.

O

Corolario 1.1.4. Toda variedad topoldgica es paracompacta.

1.2 Variedades Diferenciables

Definicién 1.2.1. Sea M una variedad topoldgica de dimensién n. Un atlas
diferenciable para M es una coleccion A = {(U;, p;) }ier de cartas locales
tales que:

1. {U;}iez es un cubrimiento abierto por conjuntos conexos de M.

2. Para cada par de cartas (U, ), (V,¢) € A tales que UNV # 0 la
composicion:

¢=1o gpil‘cp(UﬂV) tp(UNV) —yUNnV)

es suave (es decir ¢ € C*). A la funcién ¢ la llamaremos cambio de
cartas.



Una variedad topoldgica puede tener mas de un atlas diferenciable. Pode-
mos definir una relacion de equivalencia entre los atlas de una misma variedad
topoldgica, estableciendo que dos atlas son equivalentes si su unién resulta
ser nuevamente un atlas. Con esta relacién de equivalencia podemos dar la
siguiente:

Definicién 1.2.2. Una estructura diferenciable para una variedad
topoldgica es una clase de equivalencia de atlas a través de la relacién descrita
previamente. Una n-variedad diferenciable es una n-variedad topoldgica
provista de una estructura diferenciable. Por brevedad, usualmente nos
referiremos a una variedad diferenciable simplemente como variedad.

La unién de todos los atlas en una clase de equivalencia es también un
atlas de la misma clase. Generalmente identificaremos la clase con dicho
atlas maximal.

Dado un atlas para una variedad topolégica, siempre podemos extenderlo
al atlas maximal uniéndolo con todos los atlas equivalentes a él. Asi pues,
para ver que una variedad topoldgica es diferenciable basta mostrar un atlas
diferenciable para ella.

Proposiciéon 1.2.3. Sea M una variedad diferenciable. Un atlas diferen-
ciable A de M es maximal si, y solo si, satisface la siguiente propiedad: Si
(V,1) es una carta de M tal que para todo (U,p) € A, oyt yhop!
son diferenciables, entonces (V, 1) € A.

DEMOSTRACION

Supongamos que A es maximal y sea (V, 1) tal que para todo (U, ¢) € A,
po1tyhop ! son diferenciables, entonces AU {(V, 1)} es equivalente a
A. Luego, como A es maximal, AU {(V,9)} C A, de donde (V,¢) € A.

Reciprocamente, supongamos que para cada carta (V1) de M tal que
para todo (U,p) € A : pot! yop ! son diferenciables, entonces
(V,4) € A. Sea B un atlas diferenciable equivalente a A, entonces para todo
(U,0) € Ay (V,9) € B se tiene que ¢ o)1, ) o =1 son diferenciables, de
donde (V) € A. Por lo tanto B C A y A es maximal.

U



Ejemplo 1.2.4.

1. R™ con el atlas diferenciable compuesto tnicamente por la identidad
conforma una variedad diferenciable de dimension n.

2. S™ con el atlas de las proyecciones estereogréficas descrito anteriormente
es una n-variedad diferenciable.

3. S™ también es una n-variedad con el atlas de las proyecciones ortogo-
nales A = {(H,},p}), (H; ,p;)};2 donde:

J J=

Hf ={zecS":z; >0}

p;_(l') = (ZEl, Ce ,$j_1,$j+1, Ce ,ZEn+1)
H ={reS":z; <0}
p]_(x) = (.flfl, P ,.Z'j,l,x]qu, Ce 7$n+l)

(el atlas de las proyecciones estereogréficas y el atlas de las proyecciones
ortogonales son equivalentes)

4. El conjunto M, (R) de las matrices n X n con coeficientes reales es una
n?-variedad diferenciable mediante la identificacién M, (R) ~ R

5. Si (M, A;)y (N, .Az) son varidades diferenciables de dimensiones n y m
respectivamente, entonces (M x N, A; X Aj) es una variedad diferen-
ciable de dimensién n + m conocida como variedad producto, donde

Al XAZZ{(UX‘/’()OX,[?Z}) : (U790> GAl»(V>¢) EAQ}

Ejemplo 1.2.5. Espacio Proyectivo Real RP"

Definicién conjuntista: Denotemos por RP"™ al conjunto de rectas por el ori-
gen en R™"!. Podemos identificar este conjunto con el espacio cociente
R™™ — {0}/ ~ con la relacién de equivalencia

T~y <= (xb "‘an-i-l) - (Aylv EEE) )‘yn—i-l)? ANER-— {0}

Asi los puntos de RP™ son las clases de equivalencia [z, ..., Z,11].
Nétese que si x; # 0,

T Ti—1 1 Li+1 Ln+1
[3317-'-7-7:71—&-1] = [—,..., , Ly g eeny ]



Topologia de RP™: Definiendo p : R"*' — {0} — RP" : p(z) = [z] tenemos
que p induce la topologia cociente en RP",

7={U € RP": p~*(U) es abierto en R"** — {0}}

Con esta topologia la funcién p es continua y abierta. Luego, el espacio
RP"™ es segundo numerable, pues R"*1 — {0} lo es (y esta propiedad
es invariante bajo sobreyecciones continuas y abiertas). Analogamente,
RP™ es localmente compacto (propiedad invariante bajo funciones con-
tinuas y abiertas).

Veamos que RP" es Hausdorff: Dos puntos distintos de RP" los pode-
mos identificar con los vectores vy, vy € S™ tales que vy -vy > 0 (es decir,
no antipodales). Fijemos € tal que, 0 < € < d(vy,v). Luego ninguna
recta por el origen intersecta a B(vy, €) y B(vs, €) simultdneamente. Asi
[v1], [ve] € RP™ poseen vecindades disjuntas p(B(vy, €)), p(B(va, €)).

Atlas diferenciable para RP": Sean Vi, ..., V,4+1 € RP" los conjuntos
V; = {[xh "-al‘n-‘,—l] € RP": xX; 7é O}, 7= 1, ,n+ 1.

Geométricamente, V; es el conjunto de todas las rectas por el origen en
R™"*! que no estéan contenidas en el hiperplano x; = 0.

Consideremos las inyecciones continuas a; : R® — R""! dadas por
ai(x1, .y p) = (1, oo, T, L, Tigny oy @), 0=1,.,m + 1.

La composicién ¢; ' = poa; : R — V; es biyectiva y continua.
Su inversa ; es también continua; en efecto, dado V' abierto en R", su
preimagen  através de p; es abierto en RP™ pues
pHpoa;(V))={MweRn+1: A€ R—-{0}, vea(V)} es abierto en
R™*L. Por lo tanto ; : V; — R™ es un homeomorfismo.

Para ver que {(Vi,¢;)}""} forma un atlas diferenciable para RP" s6lo
falta probar que gpiocpj_lbj(vim/j) 19 (VinV;) — ¢;(V;NV}) son suaves
para todo 7,7 =1,....n+ 1.



Sean i,7 € {1,...n + 1} y supongamos i < j (el caso contrario es

analogo),
-1 o
i@ (T1, . 0) = @i[T1, 0, W1, L, T, e, T
. T Ti— 1 Tit1 Tj1 1 Tj41 Ty
- Soi[_a"‘a D) PRXES} [ ) 7"‘7_]
- (Il Ti—1 1 Tit1 Tj1 1 Tj41 !En)
- Ty e y 4y JERES) y T yoerey T

es claramente diferenciable.

Por lo tanto RP" es una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.2.6. Espacio Proyectivo Complejo CP"

Analogamente como definimos el Espacio Proyectivo Real, el Espacio
Proyectivo Complejo es el conjunto de las rectas complejas en C*"™! que
pasan por el origen. Es decir, CP" = C"™! — {0}/ ~ con la relacién

z~ws 2= w, A€C—{0}, zweC"™ {0}

Nuevamente, CP" dotado de la topologia cociente resulta un espacio de
Hausdorff, localmente compacto y segundo numerable.

También podemos construir un atlas diferenciable de forma similiar a
como lo hicimos para RP": mediante las cartas (U;, ;) definadas por

U={[z]: z€C"" — {0}, 2 #0}, 2= 1(20,...,%n)

2 Zic1 % z
901'([207-~,Zn]):<—0,---7 =, ZH,...,—”)EC”:R%

Zi Zi Zi Zi

De aqui que la dimensién de CP™ como variedad es 2n.
Ademas, considerando el siguiente diagrama conmutativo

g2n+1 L. crtl — {0}

| !

SQn—‘rl/ ~ CPn




donde 7 : §*"T! «— R?"2 ~ C"*! s la inclusién y p : C**1 — {0} — CP" la
proyeccién canénica, tenemos que CP" ~ St/ ~ pues i es una biyeccién
continua sobre compacto (la inyectividad y la continuidad son inmediatos, la
sobreyectividad se sigue de que toda recta pasa por un punto de S*"1).

Mas atn, observamos que CP" es compacto y conexo, pues es la imagen
de §?"*1 a través de la aplicacién continua 7 = poi : S***! — CP™.

1.3 Subvariedades

Definicién 1.3.1. Sea M una variedad diferenciable. Una subvariedad
N de M es un subespacio topolégico de M con la estructura diferenciable
inducida de M. Es decir, si A es atlas diferenciable de M, él induce un atlas

diferenciable para N dado por A|y = {(UNN,¢|n): (U,p) € A}.

Ejemplo 1.3.2.

1. Todo abierto de una variedad diferenciable es una subvariedad.

2. El grupo general lineal GI,(R) = {A € M,(R) : det(A) # 0} es una
subvariedad de M,(R) ya que Gl,(R) = det ' (R — {0}) es abierto en
M, (R).

Proposicién 1.3.3. Sea N una subvariedad de la n-variedad M. Si N es de
dimensién n, entonces N es abierta.

DEMOSTRACION

Sea p € N, queremos probar que existe un abierto U de M tal que
p €U C N. Sean (U, ), (V,1) cartas de los sistemas diferenciable de M y
N respectivamente, que contienen a p. Se tiene que p(UNV) =y (U NV)
es abierto en R™ pues U NV es abierto en N. Luego o ' ((U NV)) es el
abierto buscado.

O



1.4 Aplicaciones Diferenciables

Las variedades diferenciables son los objetos una categoria donde los mor-
fismos son las aplicaciones diferenciables. Estas aplicaciones extienden a las
variedades el concepto conocido del calculo vectorial de funcion diferenciable,
valiéndose para ello de las cartas de la variedad, que permiten interpretarla
localmente como un espacio euclideo.

Definicién 1.4.1. Dadas M y N dos variedades diferenciables de dimen-
siones n y m respectivamente, y F' : M — N una funcién continua, diremos
que f es una aplicacién diferenciable (o suave) en p € M, si dadas (U, ¢)
carta de M con p € U y (V) carta de N con F(p) € V, la composicién:

YpoFop ' ipUNF (V) CR" — (F(U)NV)CR™

es diferenciable (de clase C*) en ¢(p) en el sentido usual del calculo vectorial.
Decimos que F' es una aplicacion diferenciable si es diferenciable para
todop e M
Al conjunto de las aplicaciones diferenciables de M en N lo denotamos
por C*(M, N).

Notese que la definicion anterior no depende se la seleccion de las cartas
en virtud de la suavidad de los cambios de cartas.

Ejemplo 1.4.2.

1. Las cartas de una n-variedad M son aplicaciones diferenciables de un
abierto U C M en R"™.

2. Dada M una n-variedad y (U, ¢) una carta de M definimos la j-ésima
funcién coordenada de M como la composicion:

zj=rjop:U—R

donde 7; es la j-ésima proyecciéon canoénica. Las funciones coordenadas
son aplicaciones diferenciables de los abiertos del atlas en R.

U2 R LR

Usualmente escribimos ¢ = (x1, ..., x,), notacién llamada expresién
coordenada de ¢.



1.5 Particiones de la Unidad Diferenciables

Las particiones de la unidad diferenciables constituyen una herramienta
topoldégica muy ttil en el estudio de las variedades diferenciables, pues nos
permitiran extender conceptos locales a la globalidad de una variedad. Las
caracteristicas topoldgicas en la definicion de variedad diferenciable, entre
otras razones, obedecen a la suficiencia de ser espacios paracompactos, en los
cuales existen tales particiones arbitrariamente finas.

Definicién 1.5.1. Sea X un espacio topoldgico, el soporte de una funcion
f: X — R es el conjunto cerrado Sop(f) ={z € X : f(x) # 0}

Definicién 1.5.2. Dado X de Hausdorff, una familia {p, : X — [0,1]} de
funciones continuas es una particion de la unidad de X si:

1. {Sop(ps)} es un cubrimiento localmente finito de X

2. Zpa(x) =1 VeeX
Ademas, si {Us} es un cubrimiento abierto de X, decimos que {p,} esta
subordinada a {Us} si Va 35 tal que Sop(p,) C Ug

Teorema 1.5.3. Sea X un espacio paracompacto y {Usz} un cubrimiento
abierto de X. Existe una particién de la unidad de X subordinada a {Us}

DEMOSTRACION: Dugundji [1], pagina 170.
]

Lema 1.5.4. Dados a,b,c,d € R tales que a < ¢ < d < b existe una
aplicacién diferenciable f: R — [0, 1] tal que:

1. f‘[c,d] = 1
2. Sop(f) < (a,b)
DEMOSTRACION

Consideremos h : R — R dada por

eV gt >0
h@_{o sit<0



Se tiene que h € C* yVte R 0<h(t) <1

Sean /., € Rtalesque a < ad <cyd<¥b <b.
Definimos la funcién g : R — R mediante

h(t —a’)
h(t —a') + h(c —t)

g(t) =
g € C*™ y satisface:

gt)y=0 si t<d
0<g(t)<1l si d<t<c
gt)y=1 si t>c

Analogamente, la funciéon k£ : R — R definida como

h(b — 1)

k(1) = h(t —t) + h(t — d)

es C* y satisface:

k(t)y=0 si  t>V
0<k(t)<l si d<t<¥
k(t)y=1 si t<d

Luego la aplicacién buscada es f(t) = g(t)k(t)

O

Teorema 1.5.5. Sea M una variedad diferenciable y {V,}aen un cubri-
miento abierto de M. Existe una particion de la unidad {ps} seq diferenciable

subordinada a {V, }aea.

DEMOSTRACION

Sea {V,}aea un cubrimiento abierto de M y sea A = {(U;, vi) }ica, un
atlas diferenciable para M. Por paracompacidad de M podemos extraer un
refinamiento localmente finito {W;};ea, del cubrimiento {U; N V4 }a.ayenoxa

constituido por abiertos conexos.

En virtud del teorema de Michael (Dugundji [1], pagina 163), se puede
elegir un refinamiento localmente finito {Ejs}geq de {W;};ea, conformado

por cerrados conexos.

10



Consideremos las siguientes funciones de eleccion:
g1:0Q — Ay
que asigna a cada 3 € Q2 un elemento j € Ay con Eg C Wj; y
g A — Ay

que asigna a cada j € A; un elemento ¢ € Ag con W; C U,.

Definamos € = g5 0 ¢1.

Notemos que {W;,(g), ¥=(3 } es un atlas diferenciable para M.

Sea r; : R — R la proyeccién canoénica en el primer factor. Por argu-
mentos de conexidad, para § € (), se tiene que

m1(pep)(Ep)) = [cs, ds] C (ap, bs) = r1(pe(5)(Wey ()

para algunos ag, bg, cg, dg € R.

Usando el lema previo, existe una funcién fz : R — [0, 1] diferenciable
tal que f5l(csa, =1y Sop(fs) C (ag, bg).

Consideremos ahora la aplicacién diferenciable hg : M — [0, 1] definida
por
) six & W (s
faoropep(z) siaeWe

hate) = {

Ahora definimos ()
3 T

ps(T) = ==

o) = 5 ha(a)

{pg} es la particion de la unidad diferenciable de X subordinada a {V,}
buscada.

O

Proposicién 1.5.6. Sean M una variedad diferenciable, U un abierto en M
y B un cerrado contenido en U. Existe p : M — |0, 1] diferenciable tal que:

1. px)=1 VxeB

2. Sop(p) €U

11



DEMOSTRACION

Tomemos {B¢, U} cubrimiento abierto de M. Por el teorema anterior,
existe {Pa Jaen particién de la unidad diferenciable subordinada a { B¢, U}.

Consideremos Ag = {a € A : Sop(pa) C B¢} y sea p(z) =1 — Zpa(x).

a€cl

Veamos que p(z) =1 Vz € B: i

Size B, )\ palr) =0 = p(z)=1

Ademds Sop(p) CU yaquesiz U = >\ pa(z) =3 s\ Da(z) =1 =
p(z) = 0.

O
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Capitulo 2

Fibrado Tangente

2.1 Acciones de Grupos

En esta seccién definiremos brevemente algunos conceptos de topologia
algebraica que seran necesarios para definir los fibrados diferenciables, objeto
de estudio de este capitulo.

Definicién 2.1.1. Un grupo topoldgico G es un grupo con indentidad e,
dotado de una topologia que hace de la operaciones de grupo aplicaciones
continuas.

Un grupo topoldgico es un grupo de Lie si es una variedad diferenciable
con las operaciones diferenciables.

Sea X un espacio topolégico y G un grupo topoldgico, una accién de
G en X es una aplicacién 0 : G x X — X que satisface las siguientes
condiciones:

1. O(e,z) =2z VrelX
2. 0(g,0(h,z)) =60(gh,x) YreX VgheG

Notacion: escribiremos gx por 0(g, x)

13



Ejemplo 2.1.2.
1. :S'x C — C:0(e?, re™) = rei@+e)
2.0 :S! x STl S C O (2, (20, ., 20)) = (220, -+, 220)

3. 0:GL,(R) xR" — R": (A, z) = Ax

2.2 Fibrados

Definicién 2.2.1. Un fibrado trivial (con fibra F') es una cuddrupla
n=(E,m, B, F) tal que:

e [/ B v F son espacios topoldgicos, llamados techo, base y fibra,
respectivamente.

e 7 : F — B es una aplicacién continua y sobreyectiva, llamada
proyeccion.

e Existe un homeomorfismo ¢ : £ — B x F tal que p o 1) = 7 siendo
p : B x F — B la proyeccién candnica sobre el primer factor. Es
decir, el siguiente diagrama conmuta:

E-Y~BxF

s

B

Para cada = € B el conjunto cerrado F, = 7~ !(x) C E es llamado fibra
sobre z.

Definicién 2.2.2. Sean E, B, F' y m como en la definicién anterior. Decimos
quen = (E,m, B, F) es un fibrado localmente trivial (con fibra F'), o sim-
plemente un fibrado (con fibra F'), si existe una familia {(V,, ¥4)}aca, que
llamaremos mapa trivializante de 7, tal que {V,} es cubrimiento abierto
de B y para todo a € A, v, : 7 (V) — V,, X F es un homeomorfismo que
hace a &€ = (7~ 1(V,,), 7, Vi, F) un fibrado trivial. Al par (V,,,) se le conoce
como trivializacién local de 7.

Un fibrado localmente trivial n = (E, w, B, F') es un fibrado diferencia-
ble si F, B y F' son variedades diferenciables y 7 es diferenciable.

14



Ejemplo 2.2.3. Fibrado de Hopf:

(S?nF r, CP™,S') con 7 definida como en el ejemplo 1.2.6, es un fibrado
diferenciable conocido como el fibrado de Hopf.

El homeomorfismo que hace al diagrama del fibrado conmutativo se cons-
truye de la siguiente manera:

Sea x € St C R¥2 ~ CFL = (rge®, ... r,e?). Escogemos como
representante de la clase [x] al punto y = (pee'®, ..., p,e'®) ~ z tal que
¢, = 27. Recordemos que en S*"*1 x ~ y < 1 = %, § € [0,27). Luego
definimos el homeomorfismo mediante x — ([z], ¢?) donde § = 27 — 6,,.

Proposicién 2.2.4. Todo fibrado diferenciable tiene un mapa trivializante
finito.

DEMOSTRACION

Sea {(Ua, Vo) taea un mapa trivializante del fibrado (E,m, B, F'). Pode-
mos extraer un refinamiento {V;; : i = 1,...,p;j € N} de {U,} tal que
VijN Vi = 0 si j # k (Greub [2], pdgina 17). Sea V; = UV;]- y definamos

j
Y Vi x F — 77 1(V;) mediante

Vi(z,y) = vij(x,y) st z€Vy, yeF
donde v;; es la restriccion de algin 1),.
OJ

Proposicién 2.2.5. En un fibrado diferenciable (E, 7, B, F'), las fibras sobre
los puntos F} son subvariedades de F

DEMOSTRACION

Fijemos « € B. Sea {(V,,1,)} un mapa trivializante del fibrado y esco-
jamos U, que contenga a x. Luego la biyeccion

wa,x P — F:c : wa,x<y) = 7%(-%9)

le induce un atlas diferenciable a F, C E.
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Definicién 2.2.6. Sea n = (E, 7, B, F) una fibrado y A C B, una seccién
de 7 sobre A es una aplicacién continua s : A — F tal que ros = 14 (la

identidad en A).

Dados dos fibrados n = (FE, 7, B, F) y £ = (D,0,C,J), un homomor-
fismo de fibrados entre 7 y £ es un diagrama conmutativo de aplicaciones

continuas
FE D
B C

Definicién 2.2.7. Dado n = (F,m, B, F') un fibrado con mapa trivializante
{(Vas ¥a) Yaen, y G un grupo topolégico que actiia en F. Diremos que G es
grupo estructural de 1 si V(o, ) € A x A tal que V, NV # () existe una
aplicacién continua g,z : V, NV — G tal que 9, o wgl(b, z) = (b, gup(b), 2)
(no cambia de fibra); estas aplicaciones son llamadas cociclos de 7

H
e

_—
h

Observacion.
De la definicion anterior se pueden deducir facilmente las siguientes propie-
dades de los cociclos:

® §oo = € (la identidad en G).
_ o1

° gOéﬁ - g/@a

® Jap © 9py = Joary

Definicién 2.2.8. Diremos que n = (E, 7w, B, F') es un fibrado vectorial si
F =R" (para algin n fijo) y G = GI,(R).

Teorema 2.2.9. Sea n = (E, 7, B,R") un fibrado vectorial. Si B es una
m-variedad diferenciable y los cociclos g, son diferenciables, entonces 7 es
diferenciable y F es mn-dimensional.

DEMOSTRACION

Para ver que 7 es diferenciable debemos probar que E es una variedad
diferenciable y que 7 es una aplicacién diferenciable.

Veremos primero que F es una variedad, es decir, daremos un atlas dife-
renciable para E.
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Supongamos que A = {(U,, ©a) }aca €s atlas de B. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que {(Uy,, %) }aca, con los mismos abiertos de A, es
mapa trivializante de 7 (pues en caso contrario se consigue refinando).

Consideremos

B = {(pa x 1gn) 0the : 77 (Ua) — R™ X R" = R™" }qep
Veamos que B es un atlas diferenciable para F:
o 7 1(U,) es abierto en E Va € A pues 7 es continua.
o U,m 1 (U,) =71 (U U,) =7"YB)=E

e (o X 1gn) 01, es un homeomorfismo por ser composiciéon de homeo-
morfismos.

e Va,3 € A tales que m 1 (U,) N7~ H(Up) = 71 (U, NUp) # O (es decir
Ua NUg # 0) se tiene que:

[(Pa X 1rn) 0 Pa] 0 [(pp X 1rn) 0 5] [(pa X 1gn) 0 tha] 0 [t 0 (95" X 1gn)]
(ba X 1gn) o (Yo 09h5") 0 (5" X 1rn)
= (pa X 1rn) o (Irn X gag) © (95" X 1gn)
(

Pa © 3051) X Gap
es un difeomorfismo.

Veamos ahora que 7 es diferenciable:
Localmente, 7 tiene expresién © = p o 1),. Luego

SDOC omo [((pa X ]_Rn) O¢a]_1 = 9006 O']TO’QZ};I © (90;1 X ]_Rn)
= a0 (potha) oyt o (prt X 1gn)
= @aopo(p,’ X Ign)
= Yoo,
= Iy,

es diferenciable.
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2.3 Vectores Tangentes a una Variedad

Las nociones de vector tangente y espacio tangente a curvas y superficies
suaves se generalizan a variedades diferenciales con la misma finalidad de
poder estudiarlas linealmente.

Definicién 2.3.1. Dada una variedad diferenciable M y un punto p € M,
denotaremos por C*(M, p) al conjunto de las funciones reales diferenciables
en un entorno de p.

Proposicién 2.3.2. C*(M,p) es un algebra con las operaciones usuales.
DEMOSTRACION

Sean f,g: U — R en C® y A € R. Existe ¢ en el atlas de M tal que
fop ™ty gop ! son diferenciables. Luego

Af+g) ot =Afop+gop™

es diferenciable. De donde Af 4+ g € C*(M, p).

Anélogamente (f.g)op~t = (fop™).(go¢™!) es diferenciable, entonces
f-g€C=(M,p).

O

Definicién 2.3.3. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Un vector
tangente a M en p es una aplicacién v : C*°(M,p) — R tal que:

L. v(Af+g) = v(f) +v(g) (es lineal)

2. v(f.g) = v(f)gp) + f(p)v(g) (es derivacién)

El conjunto T, M de todos los vectores tangentes a M en p lo llamaremos
espacio tangente a M en p.

Proposicién 2.3.4. T),M es un espacio vectorial con las operaciones usuales.
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DEMOSTRACION

Sean f,g € C>®(M,p), vi,v3 € T,M y a, A € R.

(Avr +v)(af +9) = Avulaf+g)+va(af+g)
aXvi(f) + Avi(g) + ava(f) + va(g)
= a(Avy +v)(f) + (Avg + v2)(9)

(Ao +v)(f.9) = Avi(f.g) +va(f.g)

Ai(f)g(p) + f(p)Avi(g)
+ v2(f)g(p) + f(p)v2(9)
= (A +v2)(f)g(p) + f(p)(Avr + v2)(9)
Por lo tanto Avy + vy € T, M.
([l
Ejemplo 2.3.5. Sea M una n-variedad y (U, ¢ = (z1,...,x,)) una carta de
M en p (es decir, con p € U). Para cada i = 1,...,n, la aplicacién
~1
8ax- :C®(M,p) — R: (9% (f) = a(fg—;é)
tip tip ¢ ©(p)

que llamaremos i-ésima derivada parcial de ¢ en p es un vector tangente
a M en p.

DEMOSTRACION

Sean f,g € C*°, A € Ry (U = (z1,...,2,)) una carta de M en p.
Entonces:

0
al‘i

(F+9) = Al +g) o]

P »(p)

= Zisoe ) +(goe]

»(p)
0 0
= A —(foe™)| 4+ -(goyp)
i o(p) i ¢(p)
= \ aii ) (f)+ ai ) (g9) es lineal.
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o, 00 = grlaes™|
= gleeTeed ™|
0 1 —1 0 1 -1
= (foe )| (gop )W)+ f-(goe™ )| (foe  )(elp)
Iri e(p Ir; ©(p)
= o D)+ 5| @IW) es derivacion.

2.4 Diferencial de una Aplicacién Suave

Definicién 2.4.1. Sea F' : M — N una aplicacion diferenciable entre dos
variedades diferenciables dadas. Para cada p € M definimos el diferencial
de F' en p como la aplicacion

dF, : T,M — TpepyN : (dF,(v))(g) = v(go F)

Proposicién 2.4.2. Sean F': M — N y G : N — P aplicaciones dife-
renciables y p € M.

1. dF, : TyM — Tr)N es una transformacion lineal.
2. d(G 9 F)p = dGF(p) o de : TpM — TGoF(p)P

3. d(lM)p = 1TPM
4. Si F' es un difeomorfismo entonces dF}, es un isomorfismo.

DEMOSTRACION
Sean v,v;,v; € T,M, A\ € R, f € C®(M,p), g € C*(N,F(p)) y
h € C=(P,(G o F)(p)).
1.
dF,(Avi +v2)(9) = (Avi+v2)(go F)

= Mvi(go F)+wvy(goF)
= AE,(v1)(g) + dF,(v2)(9)
= (AdF,(v1) + dF,(v2))(9)



[d(G o F)p(v)l(h) = v[ho(GoF)]=v[(hoG)oF]
= (dFy(v))(ho G) = [dG pp)(dFp(v))I(h)
[(dG @) 0 dF)(v)I(h)

3. [d(La)p(W)](f) = v(f o 1n) = v(f)
4. 1q, N =d(F o F )y =dF, o dFI;(;) = dF}, es un epimorfismo.

lr,m = d(F~'o F),= dFI;(;) o dF, = dF}, es un monomorfismo.

Por lo tanto dF}, es un isomorfismo.

Lema 2.4.3. Si M es una n-variedad y p € M, entonces dim(7,M) =n
DEMOSTRACION

Sea (U, ) una carta de M en p. Como ¢ : U — p(U) C R" es difeo-
morfismo, por la parte 4 de la proposicién anterior, dy, : T,U — T, ;,)0(U)
es isomorfismo.

Por otro lado, como el concepto de espacio tangente es local, ocurre que
T,M =T,U. Asi

TpM = TpU ~ Tw(p)gO(U) = Tw(p)Rn =R"
O

Teorema 2.4.4. Dada M una n-variedad, p € M y (U, = (x1,...,2,))

es una base de T),(M).

una carta local de M en p. El conjunto { 3
T

P)i=1
DEMOSTRACION

Gracias al lema anterior es suficiente probar que el conjunto de las derivadas
parciales es linealmente independiente.
Tomemos entonces su combinacion lineal igualada a cero:

=0

p

Feta,
... a/n —
8!Ei

ai

81’1‘ P
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Veamos que Vi=1,...,n:a;, =0

Consideremos f =1, 0¢ € C*(M, p). Nbtese que

0 0 0 0
(N=2| yor)= Lyopor™| =2n| =s,
O p O p ! or; ©(p) or; @(p) !
de donde
0 0 .
0=a o p(f)+...—|-an8—%p(f):aj:>aj:0‘v’z:1,...,n

Por lo tanto { 4
(9.1'1‘

n
} es linealmente independiente.
PJi=1

O

Observacion.
Para cada p € M, tenemos una base de 7,M al fijar una carta local
¢ = (21,...,2,) de M en p. Asi podemos representar cualquier v € T,M de

manera inica como
n
a L
v = a; —
81‘1‘

=1

y tenemos el isomorfismo natural entre R™ y T, M

(a1,...,an) Hiaii

Veamos ahora las expresiones correspondientes a dos cartas distintas en
un mismo punto p € M:

Sean ¢ = (1,...,2,) y ¥ = (y1,...,yn) dos cartas locales distintas de
M en p,y seav € T,M. Representando a v en ambas bases se obtiene

22



Evaluando v(y;) tenemos que

n

B
sz‘a—%

i=1

— b
¥(p)

u 0 - 0
) =30 Lirovou| =3 n 2o,
p ! ; or; ¥(p) ; or;

de donde

n

0
by =v(y;) =D a; oz

i=1

(yj) = Z a;

Por lo tanto la matriz cambio de base es la matriz jacobiana de la trans-
formacion 1 o =1

y;
o0x;

p

oy ... du
3301 al’n
—1 . .
J@Wop )= : oo
Oyn .. Oun
oz Oxy

Lema 2.4.5. Sean F' : M — N una aplicacion diferenciable, p € M,
¢ = (z1,...,x,) carta local de M en py ¥ = (y1,...,ym) carta local de
N en F(p). La expresiéon del diferencial dF), en términos de las derivadas
parciales como bases de T,M y Tp,) N es

0 " O(y;oF) 0
= |=Y 2L~/
d P (8% p) Z 3xj 8yz

=1
DEMOSTRACION

Sea g € C*(N, F(p))

F(p)

0 - 0 - 9]
——| (9o F)=dF, ( ) (9) = ( a; 75— ) (9)=) ais-(goy™)
Owjl, "\ Ozjl, ; i | p(p) ; ori (WoF) ()
para ciertos aq,...,a, € R
0
Tomando g = y; = r; o ¢ para cada i obtenemos que a; = S (y; o F).
l’j p
O
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Teorema 2.4.6. Dadas M, N variedades diferenciables y F' : M — N
diferenciable. Si M es conexa y Vp € M : dF,, = 0, entonces I es constante.

DEMOSTRACION

Fijemos ¢ € F(M). Claramente F'~*(q) es cerrado en M. Bastaria en-
tonces ver que F~!(g) es también abierto en M, pues los tnicos conjuntos
simultaneamente abiertos y cerrados en un espacio conexo son el espacio
completo y el conjunto vacfo. De manera que se tendria F~1(q) = M, es
decir, F' constante.

Sean p € Fl(q), (U = (x1,...,2,)) carta local de M en p y
(V.Y = (y1,...,ym)) carta de N en ¢ tales que F(U) C V (esto siempre
se puede conseguir tomando U suficientemente pequeno).

Probaremos que U C F~1(q).

Fijemos j. Dado que dF, (%) — Z a(yﬁ—;j)ﬁfji =0 Vi entonces

O(y; o F 0 Ny . -
M = ——(yioFop')=0 ViVj (por independencia lineal).
al'j 87"]‘

De donde y; o F o ! es constante en o(U) para todo i.

Luego v o F|y es constante = F'|y; es constante por inyectividad de ¢ y
-1
oL
Asi Fly = q = U C F~!(q) de donde F~!(q) es abierto y F es constante
en M.

0

2.5 Fibrado Tangente a una Variedad

Definicién 2.5.1. Dada una n-variedad M, definimos el espacio tangente
a M como
T™ = | | T,M
peEM

y la proyeccion candnica de T'M sobre M la aplicacion 7 : TM — M
w(v) =p siveT,(M).
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Una topologia para T'M se puede definir de la siguiente manera: Para
cada carta (U, @0 = (21,...,2,)) de M definimos:

n

Yo i (Ua) = | | M — UsxR" 10 =)

peUq i=1

— (p, (ay,...,a,))

aA —
! 8377,
Claramente 1), es biyeccion pues T, M ~ R".

Al conjunto 771(U,) lo dotamos de la topologfa inicial dada por ¢, v a
TM de la topologia final inducida por las inclusiones i, : 71 (Uy) — TM,
es decir la topologia dada por

{ACTM : An7 Y (U,) es abierto en 7~ *(U,) para todo a}

Con esta topologia 7 es continua: Sea A abierto en M, para ver que
77 1(A) es abierto en TM basta ver que 7 (A) N7~} (U,) =7 H(ANU,) es
abierto en 77! (U,) para cada «. En efecto, 7' (ANU,) = ¥, (ANU, x R")
es abierto puesto que 1, es continuay AN U, x R" es abierto en U, x R".

Teorema 2.5.2. 7 = (T'M, 7w, M,R") es un fibrado diferenciable que lla-
maremos fibrado tangente a M.

DEMOSTRACION

Sea {(Uy, ¢a)} un atlas diferenciable de M, y sea 1, la biyeccién descrita
arriba. Con la topologia dada al espacio tangente 1, es homeomorfismo y
7 es continua y sobreyectiva. Ademads, es evidente la conmutatividad del
diagrama

7Y (Uy) —22= U, x R™

lo que prueba la local trivialidad.
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De manera que solo debemos verficar que los cociclos son diferenciables:
Sean (Uy, Vo = (21,...,24)) ¥ (Ug, Y3 = (y1, ..., yn)) dos trivializaciones
locales de 7. Entonces

0
(¢50¢;1)(p, (al,...,an)) = W (Zalg
=1 ¢

9
P dy;

)

j=1 \i=1
= (p, (bl, . 7bn)
n ay n 3
donde b; = Z a; 6;» = Z a; Jji(p 0 V3 )y
i=1 tip i=1

De donde vemos que los cociclos son los jacobianos J (15 o ¢;') que son
diferenciables por ser ¢5 0 ;! diferenciables para cualesquiera «, (3.

O
Corolario 2.5.3. Si M es una n-variedad, entonces T'M es una 2n-variedad.

DEMOSTRACION

Es consecuencia inmediata del teorema 2.2.9.

Proposicién 2.5.4. Sea F': M — N diferenciable. Entonces

T™ TN

WMl lm

M T> N
es un homomorfismo de fibrados y dF es diferenciable.

DEMOSTRACION

Trivialmente el diagrama conmuta:
Siv e T,M entonces (F omy)(v) = F(p) = (mn o dF,)(v).
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Probemos ahora que dF es diferenciable:
Sean (U, = (z1,...,x,)) cartade M enpy (V,¥ = (y1,...,ym)) carta

de N en F(p), y sean (7 1(U),9) y (m1(V),) las cartas correspondientes
en T'M y T'N respectivamente. Entonces

(B0 dF o T ) (e(p). (ar....a)) = (FodF) (Z%i

= (W(EP),; (b, 0m))

n

;o F
donde b; = Z a; i o F)

j=1 Oz p

coordenada a coordenada pues ¢ o F o™t € C™.

= Z a;Jij(ho Fop™) es diferenciable
j=1

O

2.6 Campos Vectoriales

Definicion 2.6.1. Dada una variedad diferenciable M, un campo vecto-
rial X sobre M es una seccion diferenciable del fibrado tangente a M. En
otras palabras, es una asignacién suave de vectores para cada punto p € M.

Al conjunto de los campos vectoriales sobre M lo denotamos por X (M).
Con las operaciones usuales X' (M) es un espacio vectorial.

De esta forma, si U es una carta de M, un campo vectorial sobre M lo
podemos escribir localmente como una aplicacion

Xlp:U—UxR'~7Y(U)CTM: X(p) = (p, (a1(p), - .., an(p)))
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Proposicion 2.6.2. Dada M una n-variedad diferenciable. X es un campo
vectorial sobre M si, y solo si, para cada funcién diferenciable f : M — R
la aplicacién

Xy M — R: Xs(p) = X(p)(f)

es diferenciable.

DEMOSTRACION: Ollarves [6], pdgina 17.
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Capitulo 3

Fibrado de Formas

En este capitulo desarrollaremos brevemente la teoria necesaria para pre-
cisar el concepto de forma diferenciable, el cual es, a grosso modo, una gene-
ralizacion sobre ideas previas como el gradiente, la divergencia, el rotacional,
etc. Esa generalizacién y la moderna notacién usada en el estudio de las
formas difenciables se debe a Elie Cartan'.

3.1 k-formas Alternadas

Definicién 3.1.1. Sea E un R-espacio vectorial de dimension n y k > 1,
decimos que una aplicacién o : E¥ — R es una k-forma sobre F si es lineal
en cada variable, es decir, Vj =1,... k:

a(vy, ..., vj+wj, .o vp) = Aa(vr, .05, 0k) Falvr, Wy, Ug)
Denotaremos por Ly (FE) al espacio vectorial de las k-formas sobre E.

Definicién 3.1.2. Dado k£ > 1, sea S el grupo de las permutaciones de
{1,...,k}. Diremos que una k-forma « es alternada si Vo € Sk:

O((Uo-(l), Ce ,’Ug(k)) = (—1)|J|Oé(1)1, Ce ,’Uk)
Denotaremos por A*(E) al subespacio vectorial de las k-formas alternadas

sobre E.

1¥lie Cartan (Dolomieu, Saboya, 9 de abril 1869 - Parfs, 6 de mayo 1951) fue un
matematico francés, que llevo a cabo trabajos fundamentales en la teoria de grupos de Lie
y Sus usos geométricos.
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Observaciones.

1. Convenimos que toda 1-forma es alternada.
2. Convenimos que A°(F) = R.

3. A'(E) es el espacio dual de E.

4. Si «v es alternada, entonces a(vq, ..., v;,...,0;,...,7;) = 0 siempre que
V; = Vj.

Definicién 3.1.3. Sean a € A*(E) y 3 € AY(E), el producto exterior de
a por 3 es la (k 4 [)-forma alternada definida por

1

O[/\/B('Ul,...,’l)k+l) == m Z (_1)|U|a(va(1)a-'-7Uo(k))ﬁ(va(k+1)7--~7U0(k+l)>

UESkJrl

Proposicién 3.1.4. Propidades del producto exterior
L anfB=(-DFB3Anasiae A (E)y 3eA(E).
2. (aNB)Ay=aAN(BAY).
DEMOSTRACION

1

1. a/\ﬁ(vlv"ka+l):m Z (_1)|U|a(vd(1)a"-7va(k))ﬂ(vo(k+l)a-~'7Ua(k+l))

(TESkJrl

Consideremos la pemutacion 7 € S;; dada por:

{1, . k+1}—A{k+1,... k+1,1,... k}
Sea 0 € Sy y llamemos € = o o 7. Se tiene que

= [ ki) sit<i<h
W=V eli—k) sik+1<i<k+l

Nétese ademés que (—1)¢l = (=1)lol(=1)I"l = (=1)¥(=1)l°!, pues para

obtener 7 es necesario permutar 1,...,k con k+ 1,...,k + [ sucesiva-
mente totalizando kI permutaciones. Entonces:
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aNBui,...,ve1) = Gt 1) Z(_l)ld‘a(va(l)a---7Ua(k))ﬁ(va(k+1)7-~-ava(k+l))
T 0ESk
(=D* le]
= GxD Z(—l) A(Ve(hg1)s - -+ s Vet ) ) B(Ve(1)s - -+ 5 Veie))
: €ESK+1
(_l)kl e]
= G1D Z(—l) B(Ve(1)s - -+ Ve()) (Ve (let1)s - - > Ve(lti))
: EESk+l

= (=D"(BAa) (o1, vk11)

2. Para la demostracién de esta propiedad usaremos un lema previo.

Sea F un R-espacio vectorial y sean k,[,j > 0, llamaremos A*'"(E) al
espacio vectorial de las (k + [ 4 r)-formas que son alternadas respecto
a las k primeras variables, alternadas respecto a las [ siguientes va-
riables y alternadas respecto a las j iltimas. Analogamente definimos

AkH,j(E) y Ak’l+j(E).

Consideremos la funcién ¢y : AM7(E) — A*7(E) dada por

SOk,l(Oé)(Ul, S ;Uk+l+r) = Z(—l)a(va(l), - avcr(k+l+r))

[

donde la sumatoria esta extendida sélo a las permutaciones o que dejan
fijosk+14+1,....k+14+r.

De la misma forma definimos ¢ ; : A¥(E) — AMTI(E),

Prl+k Ak’lH(E) E— AHZH(E) Y Pkt : AR —s Ak+l+j(E)-

Lema 3.1.5. El siguiente diagrama conmuta

ARLI(E) kL AR (E)

@l,jl \L‘PkJrl,j

Ak7l+j(E) s Ak+l+j (E)

Pk,l+j
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La demostracion de este lema es trivial.

Apliquémoslo para probar la propiedad. Para obtener (a A 3) A 7
consideramos la (k + [ + j)-forma A € A*%(E) dada por

A1, Okgagg) = (@i, O) B(Vkt1s - s V)Y Okt 15 -+ o s Ukttg)

y aplicamos ©p415 0 k-

Para obtener o A (3 A7) se considera A € ARHi(E) dada por

/\(Uh e 7Uk+l+j) - Oé(Ul, . 7Uk)(ﬁ(vk+17 e aUk+l)'7(Uk+l+17 - 7Uk+l+j))

y le aplicamos ¢y 145 0 ¢l, j.

Pero A = A por asociatividad en Ry por el lema @1 j00k; = Q14001
de donde se sigue el resultado.

O

Teorema 3.1.6. Sean E y F espacios vectoriales y h : E — F una trans-
formacién lineal. Entonces la aplicaciéon h# : A¥(F) — AF(E) definida
mediante

h#(a)(vy, ..., ve) = a(h(v),. .., h(vg))

satisface las siguientes propiedades

1
2

h# es lineal.

h# es monomorfismo <= h es epimorfismo.

3. h¥ es epimorfismo <= h es monomorfismo.

4. h#(a A B) = h#(a) A h#(5)
Teorema 3.1.7. Dado un espacio vectorial F, si {ey,...,e,} es base de F
v {fi,..., fn} es la base del dual E* relativa a {ey,...,e,}, entonces

es base de A*(E) y asf dim A*(E) = (n)

k
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DEMOSTRACION

Veamos primero que {fj; A... A f;, 1 < ji1 < ... <jp < n} genera a
A¥(E). Sea v € E, tenemos que v = fi(v)ey + -+ - + fn(v)e,. Por lo tanto, si
a € A*(E), entonces

a(vy,...,v) = a(ijl(vl)ejl,UQ,...,vk>

Ji1=1

= Z Ii (Ul)a<ej17 U2, - Uk)

Ji=1
n n
= Z fjl (/Ul) a<€j1> Z ij(Ug)ejZ, V3, ... ,Uk>
Jji=1 J2=1
n n
= ijl(vl) ijQ(UQ)a(€j17ej27U3v“'7Uk)
Jji=1 jo=1
n
= Z fjl(vl)ij(UQ)a(ejp€j27v37"ka)
Ji,52=1

Asi sucesivamente, reemplazando cada v; por su expresién en la base
{e1,...,en}, obtenemos que

Oé(?}l, . 7Uk) = Z fjl(vl) s fjk(vk)a(ejn s 7€jk)

J1yesJk=1

Pero, para ji < ... < ji fijos,

k!fj“ /\"'/\fjik(vlv"'7vk)a(eji1 77777 ej,;k-) = Z (_1)|a‘f]'7;1(v0(1))"'qujk(va(k))a(ejil ----- ejik)
ocESy
= Y Fia) . 0ale - eh,)
JilsJik
= Z Fiioy @)« Figp ey (k)G )55 € 1)
cESH

n n
= Z f]—l(vl)...fjk(vk)a(ejl,...,ejk) = Z fjl/\.../\fjk(vl,...,Uk)a(ejl,...7ejk)
JiyenJe=1 J1<...<Jk

n

Ast avy, ..., v5) = Z alej, .. e ) fin Ao A fi(vn, .o k)

J1<.<Jg
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Esto demuestra que {f;, A... A fj, : 1 < j1 < ... < jp < n} genera a
AF(E).
Veamos ahora la independencia lineal. Sea

9= Y. CGuafa - AT

J1<.<UJk

Dado que

0 sii.# jr, paraalginr=1,... k

fjl/\/\f]k(ezla7elk):{ 1 Siir:jT'a paratOdO'f’:L--~ak

se tiene que Cir.jr = g(ejl, <. 7€jk)‘
En particular, para ¢ =0, ¢j,_j, =0
O

Gracias al teorema anterior, toda k-forma alternada « sobre un espacio
vectorial E de dimensién n y base dual {f1,..., f,} se puede escribir como

n
o = Z Cj1~--jkfj1 AN fjk

J1<.<Jk

(para 1 < k <n).

3.2 Fibrado de Formas en una Variedad

Similar a la construccion del fibrado tangente a partir de los espacios
tangentes a una variedad, construiremos un nuevo fibrado llamado de formas
a partir de los espacios de k-formas alternadas, con el propdsito de definir
las k-formas diferenciables.

Definicién 3.2.1. Dada una n-variedad M y 0 < k < n, definimos el
k-espacio de formas en M como

AMM) = | | A%(T,M)

peEM
y la proyeccién canénica de A*(M) sobre M la aplicacién

T AN M) — M :7(a)=p si «acA¥T,M)
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Observacion.
Una k-forma o € A*(M) tiene expresién local

n

a = Z ajl_,_jkaa:jl VANPVAN al'jk

J1<...<Jk

donde Ozx;, denota el dual de 9
ax]z P

Dotaremos a A¥(M) de una topologia de la siguiente manera: Sea p € M y
(U, = (1,...,x,)) una carta local de M en p, entonces tenemos que:

T (U) = |_| Ak<TpM)

peU

y la aplicacion

- 0
gﬁp:R"—>TpM:(al,...,an)l—>2ai—

es un isomorfismo. Entonces la biyeccion:

- n n m n
a N (U) = | | AHTM) ~ | | ARR) = U x A¥RY) ~ U xR™, m = (k)
peU peU
induce en 771(U) la topologia del espacio producto U x R™.
Luego a A¥(M) lo dotamos con la topologfa final dada por las inclusiones
i Y (U) — AR(M).

Teorema 3.2.2. ( = (A*(M), 7, M, A¥(R")) es un fibrado diferenciable que
llamaremos k-ésimo fibrado de formas en M.

DEMOSTRACION

Con la topologia dada a A¥(M), resulta 7 continua y sobreyectiva. El
diagrama del fibrado claramente conmuta. Resta ver que los cociclos son
diferenciables.
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Sean (U, = (z1,...,2,)), (V.Y = (y1,...,yn)) dos cartas locales de M

en un mismo punto p € M, y sea v € T,M con representacién ) | a; %
0
p 89@

Consideremos ahora las trivializaciones locales (U, ®) y (V, V) correspon-
dientes a las cartas ¢ y 1 respectivamente. Entonces,

(@ o W) (p,a) = D (p, 0 ()
(p, [(@, ) 0 ¥F]())
= (p,(dpog, ) ()

en

la base relativa a . Se tiene que:

_ n B _ n o
R ST PETATR S i

i=1

p

h (e

j=1 \i=1

Por lo tanto, ¥, 0 @, ! = J(pop™1)

dado que

(w_p © @pil)#(O‘)(Ulv C ) = O‘(w_p o 90_:071(”1)7 e ,151, °© @pil(vk»
a(J(poy™)(v), .., J(por™)(u))
- J#(gpo1p_1)(oz)(vl,...,vk)

resulta
(@' o W)(p,a) = (p, JH(pot™)(a))

y por lo tanto los cociclos son diferenciables.

3.3 k-formas Diferenciables

Las k-formas diferenciables constituyen los elementos sobre los cuales tra-
baja la cohomologia de De Rham, de manera que juegan un papel fundamen-
tal en el presente estudio.

Definicién 3.3.1. Dada M una n-variedad diferenciable y 1 < k < n, una
k-forma diferenciable sobre M es una seccién diferenciable del k-ésimo
fibrado cotangente a M.

Denotamos por QF(M) al espacio vectorial de las k-formas diferenciables
sobre M.
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Observaciones.
1. Siwe QM) yv e Q(M), entonces w A v € Q¥(M).

2. Claramente Q°(M) es el conjunto de las funciones diferenciables de M
en R.

3. Una k-forma diferenciable tiene la siguiente expresién local
w(p) = Z Ajy ..., (p)ale ARERRA 81‘]%
J1<.<Jk

donde aj,. j, es una funcion diferenciable del entorno coordenado U
respectivo en R.

Sean M y N variedades diferenciables, cada F': M — N diferenciable,
induce una aplicacién F* : QF(N) — QF(M) dada por

Fr(w)(p)(v1, ... vk) = w(F(p))(dFp(v1), . .., dFp(vy))
VweQN); vi,...,un €T,Mype M.

Proposiciéon 3.3.2. Sean FF: M — N y G : N — P aplicaciones dife-
renciables.

1. F™ es lineal.

2. I sobreyectiva = F* es monomorfismo.
3. F inyectiva => F* es epimorfismo.

4. (GoF)* =F*oG*

5. 13 = Lok

6. F*(wAv)=F*(w) A F*(v)

DEMOSTRACION: Cartan [3], pagina 39.
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3.4 k-formas Diferenciables Vectoriales

Podemos generalizar el concepto de forma diferenciable para que tomen
valores en espacios vectoriales més generales que R de la siguiente manera:

Definicién 3.4.1. Sea M una variedad diferenciable y £ un espacio vectorial
de dimension finita, una k-forma diferenciable F-valuada w en M es una
asignacion suave de puntos de M a funciones k-lineales y alternadas

w(p) :TyM x ... xT,M — E

El conjunto de las k-formas diferenciables E-valuadas forman un espacio
vectorial que denotaremos por QF(M, E).

En particular se tiene QF(M,R) = QF(M).

El siguiente lema es trivial:

Lema 3.4.2. La aplicacién QF(M)® E — QF(M, E) dada por w®a — w,
donde

w(p)(vi,...,vp) =w(p)(ve,...,v6)-a pe M, v;eT,M

es un isomorfismo.

3.5 Variedades y Fibrados Orientables

A través de las k-formas diferenciables se puede definir el concepto de
orientabilidad de una variedad diferenciable. Las variedades orientables son
las que podremos analizar mediante la sucesion de Gysin.

Definicién 3.5.1. Una funcion determinante en un espacio vectorial n-
dimensional es una aplicacion n-lineal, no nula y alternada a valores reales.

Ejemplo 3.5.2. El determinante usual de matrices de orden n, es una
funciéon determinante en R™.

Definicion 3.5.3. Decimos que una n-variedad M es orientable si existe
una n-forma diferenciable A € Q"(M) tal que

Ap)£0, Ype M
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Podemos establecer una la relacion de equivalencia entre tales n-formas:
Al NA2<:>A1 :fA2

donde f : M — R es una funcién diferenciable tal que f(x) > 0, x € M.
Una clase de equivalencia de estas n-formas es lo que se conoce como una
orientacion en M.

Si M es una variedad orientable, la eleccién de una orientacién, o n-forma
representante, se dice que orienta a M.

Ejemplo 3.5.4.

1. Una funcién determinante A en R™ interpretada como un elemento de
Q"(R™), orienta a R”

2. La n-esfera unitaria S® C R"*! es orientable. En efecto, sea nuevamente
A una funcién determinante en R"™! definimos © € 2"(S") mediante

Op)(v1,...,vn) = A(p)(v1,...,v,), peS", v €T,S"
Esta n-forma orienta a S™.

3. CP™ es orientable puesto que CP™ ~ §?"*!/ ~ y cualquier orientacién
para S*"*1 también orienta a S*"*1/ ~.

Ahora podemos definir los fibrados orientables. Sea n = (E,m, B, F') un
fibrado diferenciable con B n-dimensional y F r-dimensional. Recordemos
que la fibra F}, sobre x € B es una subvariedad de E y denotemos la inclusion
por i, : F, — E.

Consideremos las r-formas diferenciables w € 2"(E) tales que para cada
x € B la r-forma diferenciable ifw € 2"(F,) orienta a F, (podria no haber
ninguna forma que satisfaga tal condicién). Decimos que dos de estas formas
wi,we son equivalentes si i;w; y 7;ws inducen la misma orientacién en F)
para cada x € B.

Definicién 3.5.5. El fibrado diferenciable n se dice orientable si existe
una r-forma diferenciable w € Q"(F) tal que ifw orienta a F, para cada
x € B. Una clase de equivalencia de tales r-formas diferenciables es llamado
orientacion del fibrado.
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Proposicién 3.5.6. Sea n = (E, 7, B, F') un fibrado diferenciable tal que F
es conexo y orientable. Entonces 7 es orientable si B lo es.

DEMOSTRACION: Greub [2], pagina 310.
0

Ejemplo 3.5.7. El fibrado de Hopf (S*"! 7, CP" S!) es orientable pues
S?"*1 es conexo y orientable y CP" es orientable.

3.6 Integraciéon de n-formas

Notacién. Dada una variedad diferenciable M, denotaremos mediante Q¥ (M)
al subespacio de las k-formas diferenciables en M con soporte compacto.

Sea M una variedad n-dimensional orientable y sea O un subconjunto
abierto de M. Definiremos constructivamente una aplicacién lineal:

/ QM) — R
o
llamada integracion de n-formas.

Sea w € QF(M) y supongamos primero que Sop(w) C U para alguna
carta (U, ) de M. Entonces definimos

/ o= / ()
19 o(ONU)

Veamos que esta definicién no depende de la eleccién de la carta (U, ¢):
Consideremos (V%) una segunda carta tal que Sop(w) C V, y sea
W =UnNV. Se tiene entonces que

—1\x, ., —1\x, . 071* 71*: —1\*x
waﬁj)”‘ﬁmmﬁw)“‘ﬂwmﬁw¢’)W Y Amwﬁ”)”

Ahora tomemos w € Q7 (M) arbitraria. Como w tiene soporte compacto,
existe una familia {(U;, ¢;)}i_, de cartas de M tales que

Sop(w) € | J Ui
=1
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Llamemos Uy = M — Sop(w). Existe una particiéon de la unidad diferen-
ciable {p; }I_, subordinada al cubrimiento {U;}. Luego

W:ZPi'w y pi-w€ Q)

i=1

/Ow:;/opi-w

Veremos que esta definicién no depende de la eleccién de las cartas
{(Ui, i)} ni de la particién de la unidad {p;}.

Definimos

Sea {(V}, ;) };—; una segunda familia de cartas tales que Sop(w) C U, V;.
Llamemos Vo = M — Sop(w) y sea {g;};—, una particion de la unidad dife-
renciable subordinada al cubrimiento {V;}.

Como qy - w = pg - w = 0, se tiene

s
plw:ZQJp’Lw7 izla"'ur
j=1

luego

T s S S
Z/pi'WZZZ/iji'W:Z/Qj'W
i=1 70 0 j=1"70

i=1 j=1
Proposicién 3.6.1 (Propiedades de la integracién de n-formas).
Sea M una variedad n-dimensional orientable y w € Q7(M). Entonces
1. f® w=20
2. Si{z e U :w(x)#0} ={zr €V :w(x)# 0}, donde U y V son abiertos

En particular, si w|y = 0, entonces fU w = 0.

3. Si U,V son abiertos disjuntos de M, entonces

Jo= e e
vuv U %4
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DEMOSTRACION

Utilizando una particién de la unidad diferenciable adecuada es facil re-
ducir al caso M = R", donde estas propiedades no son mas que las usuales
de la integral de Riemann.

O

Ahora veremos como se generaliza esta integracién para n-formas
vectoriales.

Sea M una n-variedad orientable y E un espacio vectorial de dimensién
finita. Recordemos del lema 3.4.2 la relacién QF(M, E) = Q¥(M) ® E. Es
claro que también QF(M, E) = QF(M) ® F.

Sea w € Q(M, E), escribimos

T
w= E w; ® a;
i=1

donde ay,...,a, son base de E'y w; € Q2(M). Es facil ver que el vector en
FE dado por

T

$(/)

i=1
(O es abierto de M), es independiente de la eleccion de la base {a;}. Defini-
mos entonces la integral de w como ese vector,

[= ()
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3.7 Derivada Exterior

Definicién 3.7.1. Sea M una n-variedad. La derivada exterior es el
operador ¢ : Q¥(M) — QF1(M) definido de la siguiente manera:

" Ow

e Siw e Q°M) entonces dw =
1 (9.1'1

Ox; = dw, el diferencial de w.

1=
e Siw € QF(M) con la siguiente expresion:

n

W = Z ajl_njk('?le VAN 8xjk

J1<.<Jk
entonces .
&u = Z 6aj1---jk N anl VANPIRIAN 8:L‘jk
J1< . <Jg
Observaciones.

1. El valor de dw no depende de la expresion local de w como se puede
ver en Singer [5], pdgina 108.

2. QF(M) es estable bajo ¢ (es facil de ver usando que Sop(dw) C Sop(w)
para w € QF(M)).

Teorema 3.7.2. Propiedades de la derivada exterior

1. ¢ es lineal.

2. S(wAv)=dwAv+ (=1)fwAdvsiwe QF(M) yve QY(M).

3. 6(6w) = %w = 0 para toda w € QF(M).

4. Si F': M — N es una aplicacién diferenciable, entonces o F* = F*0J.

DEMOSTRACION

1. Trivial.
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n n
2. Seanw = Z iy .i, 0Tiy N AN Oz, y U = Z bi,..;, 05 N ...\ Oz,
11 <. <1, J1<...<J;

Entonces
5(w A ’U) = Z (5(a¢1,,,ikbjl,,_jl)(6:vil A A a.%lk) A (81‘jk+1 Ao A al‘ij)
= Z((S(ail---ik)bjl---jl) A (8%11 FANPAAN &Tzk) A (83:jk+1 FANAN (%cjw)

+ Z(ail--~ik6(bj1~--jl)) VAN (8:611 VANIAN 856%) AN ((%:ij VANPIRAN al‘ij)
= JdwAv

+ (—1)k Z(ailmikﬁxil VANRAN 895%) A (6bj1‘..jla$jk+1 VANRAN afﬁij)
SwAv+ (—1)fwAv

donde cada una de las sumatorias estan extendidas sobre los indices
1§@'1<...<ik<jk+1<...<jk+l§n

3. Primero supongamos que w € Q°(M). Entonces
" Ow
Pw = 06 Ox;
1 &r,

0w 0w

Omjax,- - 8:1728:16]

Z 0w *w
2 — — - P —
0w = (5xjax, (‘9%8%) ax] A axz 0

i<j

Como y 0z; A\ Ox; = —0x; A Ox; para i # j tenemos

Ahora supongamos w € QF(M) con expresién w = a;,._;, 0z, A Oy,
Por la parte 2. se tiene

Pero 6(0x;, A ... A Oxy) = 6(1) A Oy A ... A Oz, = 0. Y como
ai,..q, € Q(M) entonces 6%(a;,. ;) = 0.
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Por lo tanto
52(,«) = (5((5(1“% AN @l’il VANPIRAAN 8$Zk)
= 52@2'1...ik N 81’11 VANPIRAN (956% + 50@1“.% N (5(81’11 VANRRAN 8:1:%) =0

n
En general, paraw € QF(M) con expresion w = Z iy i, 0T, A ... N0z,
11<...0)
usando dos veces la parte 1,

n
(52(4) = 52 Z ailmikaxil VANPIRAN 8:10%

1< .0k
n
= 0 Y 0(ai..q,0m, A A Ozy,)
11<...0k
n
11 <...<ip

= 0

4. Cartan [3], pagina 38.
U

Definicién 3.7.3. Decimos que w € QF(M) es cerrada si dw = 0. Y decimos
que es exacta si existe v € Q*1(M) tal que Jv = w.
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Capitulo 4

Cohomologia de De Rham

La cohomologia de De Rham consiste en una coleccién de espacios vecto-
riales obtenidos dentro del calculo de la exactitud de un complejo de formas
diferenciables asociado a una variedad dada, que aporta informacién acerca
de la arquitectura del espacio.

4.1 Complejos Diferenciables

Definicién 4.1.1. Un complejo diferenciable C = {(C",d,)} es una
sucesion de espacios vectoriales y transformaciones lineales

0 d d dn— d d
0 — 0 e, ot 4, . Dl o ey, ot DAL

tal que Vn d,, od,_1 = 0.
Notese que d,, od,,_1 = 0 implica Imgd,,_; C kerd,,.

kerd,
El espacio vectorial H"(C) = T

= lo llamaremos n-ésimo grupo de
Img dn—l

cohomologia de C.
Ejemplo 4.1.2. Si M es una variedad diferenciable y § : QF(M) — QF (M)
la derivada exterior, entonces

0 -2 QO(M) -2 QY(M)

es un complejo diferenciable llamado complejo de De Rham, su coho-
mologia la llamaremos cohomologia de De Rham y la denotaremos por
Hpr(M).

O o () S ar ) -5 0
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Proposiciéon 4.1.3. Si M es una variedad conexa, entonces HY (M) = R.

DEMOSTRACION

ker o ker o
Hpp(M) = Img0 0

Es decir HY (M) es el conjunto de las aplicaciones f : M — R dife-
renciables tales que 0 f = df = 0. Luego, por el teorema 2.4.6 se sigue que
HYn(M) =R.

= kerd

O

Definicién 4.1.4. Decimos que un complejo diferenciable C = {(C™,d,,)} es
exacto en C" si kerd,, = Imgd,,_1, es decir, si H"(C) = 0. Y decimos que
el complejo es exacto si es exacto en C" para todo n.

Proposicién 4.1.5. Sea
04 AL B0
un complejo diferenciable.
1. El complejo es exacto en A si, y sélo si, f es monomorfismo.
2. El complejo es exacto en B si, y sélo si, f es epimorfismo.
3. El complejo es exacto si, y sélo si, f es isomorfismo.

DEMOSTRACION

1. ker f =Imgg = 0 < f monomorfismo.
2. Img f = kerh = B & f epimorfismo.

3. Inmediato de las partes 1y 2
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Definicién 4.1.6. Dados C = {(C™,d,)} vy D = {(D",b,)} complejos dife-
renciables, un morfismo o transformacién de cadenas entre C y D es
una familia F = {f, : C" — D"} de transformaciones lineales tales que
br o fr = frs1 0 dg. Es decir, son transformaciones que hacen al siguiente
diagrama conmutativo para todo n

Cn ﬂ> On+1

fni \Ldn-kl

Dt = o
n

Un morfismo de cadenas F entre C y D lo denotaremos usualmente mediante

F:C—D.

Si F = {fn: C" — D"} es un morfismo de cadenas, entonces, para
todo n, f,, induce una transformacién lineal f: H"(C) — H"(D) dada por
fi([a]) = [fn(a)]. Claramente f* es monomorfismo (epimorfismo) si, y sélo
si, f es monomorfismo (epimorfismo).

Notemos que en el caso del complejo de De Rham se obtiene una induccién
cofuntorial: Si F': M — N es diferenciable, sabemos que esta aplicacién
induce transformaciones lineales Fy : Q¥(N) — QF(M), que inducen a su
vez F} i HEo(N) — HER(M).

4.2 Lemas Algebraicos

Este apartado estarda dedicado a mostrar resultados indispensables para
el calculo de cohomologia de De Rham de variedades en general. Entre estos
resultados destaca el teorema de Mayer-Vietoris, el cual reviste particular
importancia y sera utilizado reiteradamente en las préximas secciones.

Lema 4.2.1 (de los Cinco).

Sean C = {(C™,d,)}, D = {(D",b,)} complejos diferenciables exactos y
F ={f.} : C — D un morfismo de cadenas. Si f, 2, fu_1, fat1 ¥ far2 son
isomorfismos, entonces f, también lo es.

48



DEMOSTRACION
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

o2 dn—2 cn—1 d";1> cn g Cntl ! Ont2 d

fn—zlﬁ fn—llz fni fn+1l2 fn+2l2

Dn72 anl S Dn S Dn+1 Dn+2
bn_z bn—l bn bn+1 bn+2

dn 42

Veamos primero que f,, es monomorfismo:

Sea x € C™ tal que f,(x) = 0. Luego b, o f,,(x) = 0 y por conmutatividad
del diagrama f,.1 o d,(x) = 0, de donde d,(z) = 0 por ser f,,1 isomor-
fismo. Como C es exacto en C™ existe y € C™! tal que d,,_1(y) = x. Asi
0= fn(x) = fno dnfl(y) = bp10 fnfl(y) = by1 0 fnfl(y) = 0y por la
exactitud de D en D" ! existe z € D" 2 tal que b, _o(2) = f,_1(y). Ahora
bien, como f, 5 es isomorfismo existe w € C™ 2 tal que f, o(w) = 2. Es
decir f,,—1(y) = byp_o(2) = by 0 fro(w) = fu_1 0d,_o(w). Esto implica
que y = d,_o(w) por inyectividad de f,_1 y por lo tanto z = d,_1(y) =
dy—1 0d,_o(w) =0 De donde ker f,, = {0}, es decir, f,, es monomorfismo.

Ahora veamos que f, es epimorfismo:

Sea y € D" = b,y 00b,(y) = 0. Existe z € C™! tal que f,11(2) =
b, (y) por ser f,+1 isomorfismo. Luego b1 0 fri1(2) = 0 = fri2 0 dpii(2)
por conmutatividad del diagrama, y como f, 2 es isomorfismo, se sigue que
dny1(z) = 0. En virtud de la exactitud de C en C"*! existe z € C" tal
que d,(z) = z. Esto implica que f,i1 0 d,(z) = b,(y) = b, o fu(z) =
b(y— fu(x)) = 0, de donde existe v € D" ! tal que b,_1(v) = y— f,,(z) por la
exactitud de D en D™. M4s ain, como f,_; es isomorfismo, existe w € O™}
tal que f,_1(w) = v. Entonces b, 10 f,_1(w) =y — fu(x) = fnod,_1(w), de
donde, por linealidad f,(d,_1(w) + z) = y. Por lo tanto f, es epimorfismo.

O
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Definicién 4.2.2. Sean C = {(C",d,)}, D = {(D",
complejos diferenciables y F = {f,} : C — D, G
morfismos de cadenas. Se dice que

bn)}, € Z.{(E",hn)}

0—C-D %0

es una sucecion exacta corta si en el siguiente diagrama cada columna es

exacta

0 0 0

..Hon—lgcn$0n+14>...
fn—1 fn fn+1
bn 1 bn
..4>Dn—14>Dn4>Dn+14>...
gn—1 9n gn+1
hn—l

..HEn—lﬁEngEn-ﬂﬁ...

0 0 0

Usualmente nos referiremos a una sucesién exacta corta por una de sus

columnas 0 — C"™ = In, pn 9 o 0

Lema 4.2.3 (de la Serpiente).
Si0—C 2D & 0 es una sucesién exacta corta, entonces

existe una aplicacién lineal A, : H"(£) — H"™(C) conocido como mor-
fismo de conexién o conectante tal que

s HYC) PR B (D) 2 m(g) An () T gy T

es una sucesién exacta.
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DEMOSTRACION

Definicion de A,: Sea x € kerh,. Como la sucesiéon corta es exacta g,
es sobreyectiva, luego existe y € D" tal que g,(y) = x. Entonces
0 = hp(x) = hp o gu(y) = gne1 © by(y) por la conmutatividad del
diagrama. Asf b,(y) € ker g,y = Img f, 11, por tanto existe z € C"*!
tal que fr11(2) = b,(y) y como f,1 es inyectiva (por la exactitud de
la sucesion) este z es unico. Mé&s atn, se tiene que f, 4190 dyi1(2) =
bpi10 frr1(z) = bpr10b,(y) = 0y como f,42 es inyectiva por exactitud,
entonces d,11(z) = 0. De modo que z € ker d,,;1.

Definimos A,, : H"(£) — H"™(C) mediante A, ([z]) = [z].
Buena definicién de A,: Sean z,a € kerh, tales que ] = [z], entonces
a —x € Imgh,_ 1, de donde se sigue que existe € E"! tal que

[0].

Como g,_1 es sobreyectiva por exactitud, existe € D" ! tal que
gn-1(y’') = 2’. Ahora hacemos h,_i(z’') = = (el = de la construccién
anterior), y obtenemos = = h,_1(') = hy—1 0 go_1(V') = gn 0 bu_1(¥).
Asiy=0b,1(v) = b,(y) =br0ob,_1(y) =0=2=0.

Veamos ahora que la definicién de A,, tampoco depende de la eleccion
del y € D™ tal que g,(y) = x:

[a

x
hn_1(2") = a — x. Basta ver entonces que A, ([h,_1(z")])

Y

Sabemos que existen
") = b,(y'). Queremos
otras palabras que
(y — y) = 0 y por
=y —1y'. De donde
(w) y como fri1 es

=z = gu().
bn ( ) ¥ far(z

2| =0, o en
z — 2 € Imgd,. En efecto, g,(y) = g.(v') = gn
exactitud de la sucesién existe w € C™ con f,(w)
fn-i-l(z - Z/) = bn(y - y/) = b, 0 fn(w) = far104d,

inyectiva d,(w) = z — 2/ = z — 2/ € Imgd,.

2,2 € C™! tales que f,11(2)

Sean y,y’ € D™ tales que g,(y)
probar que [z] = [2/] es decir [z —

Linealidad de A,;: Se sigue de la linealidad de todas las transformaciones del
diagrama: Sean A\ € Ry [x1], [x2] € H"(E)

A, (Azy] + [ ]() = Au([Axy + 22]). Existen y,y1,y2 € D™ tales que

gn(yl) =T1, gn\Y2) = T2 'y gn( ) = )\231 + 2. Asi gn(y) = )\$1 + 9 =
Agn(y1) + gn(y2) = gn(Ay1 + y2). Existen z,21,25 € C™! tales que
fn+1( ) - b ( )7 fn+1(zl) = bn(yl) y fn+1<22) = bn<y2)7 entonces
for1(Az1 + 22) = by(Ayqs + y2). Finalmente A, (Az1] + [22]) = [2] =
[Az1 + 2] = Az1] + [22] = AAL([21]) + An([z2)).
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Exactitud de la sucesién: La exactitud es clara excepto en H"™!(C). Es claro
que Img A, C ker fr,, pues f1(An([2])) = fra([2]) = [fara(2)] =
[bn ()] = [0].
Veamos que ker fr,; C ImgA,. Sea [z] € ker f,|, i.e. x € kerd,
V foi1([2]) = [fara(z)] = [0] = foyi(2) € Imgb, = existe y € D"
tal que b,(y) = fuor1(z). Ahora bien, h, o g,(y) = gni1 0 bu(y) =
gnt1© faa(z) = 0. De manera que g,(y) € kerh, y [ga(y)] € H"(E).
Mas ain, la definicién de A,, muestra que A,([g.(y)]) = [z]. Por lo
tanto ker fr ; C Img A, y se tiene la exactitud.

Lema 4.2.4 (de los Nueve).

Supongamos que en el siguiente diagrama conmutativo de complejos dife-
renciables cada columna es exacta.

0 0 0

0 0 0

Si las dos ultimas filas son exactas, entonces la primera también lo es.

La demostracién de este lema se realiza de con la misma técnica de
pastoreo usada en las dos pruebas enteriores.
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Proposicion 4.2.5 (Sucesién de Mayer-Vietoris).

Dada una variedad diferenciable conexa M y {U,V} un cubrimiento
abierto de M, entonces

0 — QFM) -5 QFU) @ QM (V) L QHU N V) — 0
es una sucesioén exacta corta. Donde

o(w) = (wlp,wlv) v Bw,v) =wlunv —vluay

DEMOSTRACION

Exactitud en QF(M): Sean w,v € QF(M) tales que a(w) = a(v). Entonces
(W, wlv) = alw) = a(v) = (v|y,vlv) = wlv = vlo y wly = vlv.
Pero como {U, V'} es cubrimiento de M, w = v y a es monomorfismo.

Exactitud en QF(U)®Q*(V): Es claro que foa = 0, de donde Img o C ker 3.
Para la otra contencién, tomemos (w,v) € QF(U) @ QF(V) tales que
B(w,v) = 0. Entonces se tiene w|yny — v|uay = 0 = wluavy = v|vav
de modo que no hay ambiegiiedad en definir

_ J w(p) sipeU
w(m_{v(ﬁ) siiEV

que satisface a(w) = (w,v). Por lo tanto ker § C Img a.

Exactitud en QF(U N V): En virtud del teorema 1.5.5. existe {py,py}
particion de la unidad diferenciable de M subordinada al cubrimiento
{U,V}. Fijemos w € QKU NV) y definamos w; = pyw, wy = —pyw.
Como Sop(py) C Uy Sop(py) C V, entonces w; € QF(U) ywy € QF(V).
De modo que f(wi,w2) = B(prw, —pyw) = prwlvav — (—pyvwluny) =
(pv + pv)(W)|vnv = wluay = w.

Por lo tanto (8 es epimorfismo y se tiene la exactitud.

93



Teorema 4.2.6 (Mayer-Vietoris).

Sea M una variedad diferenciable conexa y {U, V'} un cubrimiento abierto
de M. Entonces

a*

a* 8* Ap,
I HIE)R(M) - vaR(U) D HIBR(V) - HIBR(U nv) —= HE%I(M) —

es una sucesion exacta.

DEMOSTRACION
Es directo de la proposicién anterior y el lema de la Serpiente.
OJ
Proposicién 4.2.7. Dadas M, N dos variedades tales que M NN = ()
entonces HYp(M UN) = HE (M) ® HER(N).

Y

DEMOSTRACION

Sean M, N variedades diferenciables tales que M NN = (), luego M U N
es también una variedad diferenciable. Consideramos {M, N} cubrimiento
abierto de M U N, como HY (M N N) = H%,(0) = 0, por Mayer-Vietoris se
obtiene, para cada k, la siguiente sucesion exacta

0 — Hip(MUN) 25 HE (M) & HEp(N) — 0
Luego por la proposicion 4.1.5 a* es isomorfismo.

O

En adelante denotaremos los grupos de cohomologia de De Rham de
una variedad M simplemente por H¥(M) omitiendo el subindice DR por
simplicidad.

4.3 Homotopias, Variedades Contractiles y Re-
tractos por Deformacién

Definicién 4.3.1. Sean M, N variedades y f,g : M —— M aplicaciones
diferenciables. Diremos que f es homotodpica a g si existe F': M xR — N
diferenciable tal que F(z,0) = f(z) v F(z,1) = g(z). Tal F es llamada
homotopia entre f y g
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Teorema 4.3.2. Dadas M, N variedades v f,g : M — N aplicaciones
diferenciables. Si f es homotépica a g, entonces f* = g* : H*(N) — H*(M)
para k > 0.

DEMOSTRACION: Spivak [4], pagina 376.

O

Definicién 4.3.3. Una variedad diferenciable M se dice contractil si 1, (la
identidad en M) es homotépica a alguna aplicacién constante ¢ : M — M

Lema 4.3.4. R™ es contractil.

DEMOSTRACION

F:R"xR — R : (z,t) — tz es homotopia diferenciable entre 1g» y 0.
Luego, por el teorema anterior se tiene que 1%, = 0* : H*(R") — HF(R")
para k > 0. Asf Vw € H¥(R"), w = 15.(w) = 0*(w) = 0 = H*(R") = 0.

O

Corolario 4.3.5. _
H’“(R”):{ R sik=0

0 sik>0

Teorema 4.3.6. Sean M y N variedades diferenciables, con N contréctil.
Entonces H*(M x N) = H*(M).

DEMOSTRACION

Como N es contractil, existe una homotopia suave FF : N x R — N
entre 1y y alguna aplicacién constante ¢ : N — N. Es decir F(z,0) =z y
F(z,1)=c.

Veamos que 1y ny es homotépica a 1 x ¢c: M x N — M x {c}. Efec-
tivamente, G : M x N x R — M x N definida por G(z,y,t) = (z, F(y,t))
es homotopia diferenciable. Luego 1%, v = (1 X ¢)* de donde H¥(M x N) =
H*(M x {c}). Y como M x {c} =~ M entonces H*(M x N) = H*(M).

OJ
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Definicién 4.3.7. Una subvariedad diferenciable A C M es un retracto de
M si existe una aplicacién diferenciable r : M — A tal que Va€ A r(a)= a.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

AN

A

Y decimos que A es retracto por deformacion si ademas el siguiente
diagrama conmuta en homotopia

M
rl 1m

Es decir, si existe una homotopia diferenciable F': M x R — M entre 1,
yior.

Proposiciéon 4.3.8. Sea A C M una subvariedad diferenciable. Si A es
retracto por deformaciéon de M, entonces H¥(A) = H*(M).

DEMOSTRACION

Como A es retracto de M, roi =14 = i*or* = (roi)" = 1} = lyra) =
r* . H*(A) — H*(M) es monomorfismo.

Ademas, como A es retracto por deformacién, ior es homotopica a 1,; =
r*oi* = (ior)" =13 = lgrny = r* es epimorfismo.

Por lo tanto H*(A) = H*(M).
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Ejemplo 4.3.9. M x {0} es retracto por deformacién de M x R.
La aplicacion diferenciable

r:MxR— M x {0}: (m,t) — (m,0)
y la homotopia diferenciable
F:MxRxR— MxR:(x,t,8) — (z,ts)

entre i o y 1p/«g, hacen al siguiente diagrama conmutar (a la izquierda) y
conmutar en homotopia (a la derecha)

M x {0} M xR
l v xr
1m r\
M x {0}—> M xR

De manera que H*(M x R) = H*(M x {0}) = H*(M). Esto constituye
la demostraciéon del siguiente resultado

Lema 4.3.10 (de Poincaré). H*(M x R) = H*(M)

Que también es consecuencia directa del teorema 4.3.6

4.4 Cohomologia de De Rham de S”

La esfera unitaria constituye la variedad techo del fibrado de Hopf como
vimos en el ejemplo 2.2.3. Obtener su cohomologia nos facilitard significati-
vamente el calculo de la cohomologia de De Rham de los espacios proyectivos
complejos mediante la sucesion de Gysin, nuestro objetivo final.

Recordemos del dlgebra abstracta el

Teorema 4.4.1 (fundamental de homomorfismos). Sean G y H grupos y
f: G — H un homomorfismo de grupos. Entonces G/ ker f ~ Img f.

Nos serd de gran utilidad para obtener nuestro resultado.
Teorema 4.4.2 (Cohomologia de De Rham de S™).
R sik=0,n
k/rqny __ )
H(8") = { 0 otro caso
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DEMOSTRACION

Procederemos por induccion sobre n.
Para n = 1: Consideremos el cubrimiento abierto {U,V} para S! dado por
las proyecciones estereogréficas donde U = S' — {N} y V = S! — {S} siendo
N y S los polos norte y sur respectivamente. Sabemos que U ~ R ~ V' y
ademds UNV =S' — {N, S} ~ RUR claramente.

En virtud del teorema de Mayer-Vietoris tenemos la siguiente sucesién
exacta

0 — HOSYH 25 HOeH (V) L HOWAY) 2% 5Y(SY) 2L BN U) e H (V)
La cual, aplicando los resultados 4.1.3, 4.2.7 y 4.3.5, se traduce a
0—RSROR S ROR 2% HYSH 250

Por exactitud de la sucesién se tiene que kera* = 0 e Img A, = H'(Sh).
También por exactitud y por el teorema fundamental de homomorfismos
obtenemos

R R
ker 3* =1 ¥~ =—=R
er 5 e & ker o* 0
RoR RoOR
ker A =1 * o~ = —R
. mg 3 ker (3* R
RoR RoOR
H'Y(SY) = Img A ~ = =R
() e ker A R

Siguiendo con el método inductivo, supongamos cierta la tesis paran —1
y probémosla para n:
Nuevamente cubrimos a S™ con los abiertos {U, V'} dados por las proyecciones
estereograficas. Sabemos que U ~ R" ~ V y ademas UNV =S§"—{N, S} ~
S xR

Por Mayer-Vietoris se tiene la siguiente sucesion exacta
0 — HO(S™) % HOWYer (V) LS HOWUNY) 2% B 2L HYU)eHY(V)

Es decir
o

0—RSROR R A% HU(SY) 250
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Usando los mismos argumentos de exactitud y el teorema fundamental de
homomorfismos, se obtiene que H'(S") = 0.

Por otro lado, si £ > 1. Consideramos la sucesion

Ap_1 *

H U)o HY(V) 2 B U nv) 22 HESY) 25 HRNU) @ HY(V)

que, por el lema de Poincaré, se reduce a

0 25 gl 22 s 250

Por exactitud de esta sucesién Aj_; es un isomorfismo, de manera que
HY(S™Y) = HFS™) si k> 1

y por hipdtesis inductiva obtenemos el resultado.

4.5 Integracién Sobre la Fibra

En esta seccion y la siguiente definiremos los operadores fundamentales
que intervienen en la Sucesiéon de Gysin.

Definicién 4.5.1. Sea n = (E, 7, B, F') un fibrado diferenciable orientable
con B n-dimensional y F' r-dimensional y compacto. Definiremos un oper-
ador lineal

]i L QP (B) — QF(B)

llamado integraciéon sobre la fibra de la siguiente manera:

Sea w € QP (E) (p > 0). Para cada € B, w determina una r-forma
diferenciable AP(T,B)-valuada con soporte compacto, w,, en F,, definida
como sigue: Fijamos z € F}, y vectores tangentes

vi,...,0 €Ekerdn, y w,...,uy, € T,B

Sea w; € T,(E) tal que dr(w;) = u;. Como ker dr, tiene dimensién r, el valor
w(z)(wj, ..., wp,v1,...,v,) no depende de la eleccién de los w;. Definimos
entonces w, como

we(2)(v1, .o (U, - up) = w(2)(wr, . Wy, U, L, V)
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Asi podemos definir $w como

(ﬁw)(w):/mwx, x € B.

Teorema 4.5.2 (Propiedades de la integracién sobre la fibra).
La integracion sobre la fibra es un operador sobreyectivo y satisface
L $(mwAv)=wA v weQ(B), ve W (E)

2. 5O§F:3§FO(5

DEMOSTRACION: Greub [2], pagina 300.

4.6 El Operador 5*

Primero enunciaremos dos lemas que seran utilizados en las demostra-
ciones posteriores de este apartado.

Lema 4.6.1. Sean M y N variedades diferenciables. El operador
K:QM)@QN) — QM XN):w®v+—— w X v

es un homomorfismo llamado homomorfismo de Kiinneth que induce un
isomorfismo k* en cohomologia y satisface:

(1Q(A)®/B)zjion

Nota. En el enunciado anterior no se colocan los superindices de los 2
sobreentendiendo que son los apropiados.

DEMOSTRACION: Greub [2], pdgina 208 y 302.
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Lema 4.6.2. Dada M una variedad n-dimensional, conexa y orientable.

Entonces
/ ZQP ) @ &6(Q (M)

DEMOSTRACION: Greub [2], pdgina 201.

O

Consideremos n = (E, 7, B,S") un fibrado diferenciable orientable con B
n-dimensional y » > 1. Por la parte 1 del teorema 4.5.2 tenemos que

frw=wA$l=0 weP(B)
de manera que podemos considerar 7* como una aplicacién lineal
B QP (B) — ker § C QPF(E)

Ademds, como ker § es estable bajo la derivada exterior ¢ (por parte 2
del teorema 4.5.2), 3 induce

5% HP*"(B) — HP*"(ker §)
Proposicién 4.6.3. 3* es isomorfismo.

Para probar esta proposiciéon haremos uso del siguiente

Lema 4.6.4. La proposicién es cierta si el fibrado es trivial, es decir, si
E~BxS.

DEMOSTRACION (del Lema)

En virtud del lema 4.6.1 se tiene el siguiente diagrama conmutativo de
sucesiones exactas cortas:

00— Q(B) @ker [, —Q(B) ® Q(S) L oB) —~0

lm J{n llﬂ(B)
fs

0 ——ker fs

donde k; denota la restriccién de k.
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Como 1y ) y £* son isomorfismos, podemos aplicar el lema de los cinco
a la sucesion que se induce en cohomologia (mediante el lema de la serpiente)
para obtener que k7 es un isomorfismo,

nf:H(B)@H(ker/J iH(kerfi)

Por otro lado, sea

v:QB)— QB)® ker/s

el operador lineal dado por y(w) = w ® 1. Puesto que k1 es la restriccién de
k, el siguiente diagrama conmuta

Q(B) ® ker [y ——ker §g

De manera que solo debemos probar que v* es un isomorfismo.
Por el lema 4.6.2 tenemos

fer [ = Y o() @ (@ (9),

de donde )
H (ker/> => H*(S)=H"(S) =R,
s =0
y asi

H(B)® H (ker/s> = H(B).

De aqui se sigue que v* es un isomorfismo.

62



DEMOSTRACION (de la Proposicion)

Segun la proposicién 2.2.4, existe un mapa trivializante finito {(U;, ¥;)} 7™,
de 7, es decir, los fibrados (7~ '(U;), 7, U;,S") son triviales para todo
i = 1,...,m. Procederemos la demostracion por inducciéon sobre m. El
caso m = 1 es precisamente lo establecido en el lema previo.

Supongamos entonces que la proposicion es valida para mapas trivia-
lizantes finitos con menos de m elementos. Fijemos

U=, V=JUu
=2
y sean
EU:ﬂ'il(U), EV:ﬂ'il(V), EUmV:ﬂ'il(UﬂV)

Entonces los fibrados
(EUaﬂ-7 Ua ST)7 (EV77Ta‘/aST)7 (EUﬂV7W7UmMST)

satisfacen la hipdtesis inductiva.

Por otro lado, sean

Kp =ker (§ : Q"7 (E) — QF(B))
Ky =ker (§ : Pt (Ey) — QP(U))
Ky =ker (§ : QPF"(Ey) — QP(V))

Kyny = ker (§ : Q" (Eyay) — QXU NV))
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0

0 Kf\B KU @\KV KU/QV 0
0 — WP (B) — QP (By) @ QP (By) — QP (Eyny) — 0
¢ jof ¢
0——QP(B) »U)e QP (V) PUNV)——0

63



Las dos ultimas filas son las sucesiones exactas cortas de Mayer-Vietoris. Las
columnas también son sucesiones exactas cortas pues es la inclusién es in-
yectiva y la integral sobre la fibra es sobreyectiva. Luego, por el lema de los
Nueve, la primera fila también es exacta.

Consideremos ahora las aplicaciones
ﬁB ZQP+T<B) —>KB, 5U:QP+T(U) —>KU

By : QP (V) — Ky, Buav: @T(UNV) — Kyny

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exac-
tas cortas

0 — QP (B) —— QP () @ P (V) —= 7 (U A V) —— 0
iﬁB lﬂU@ﬂv \LﬁUﬁV
0 Kp Ky ®© Ky

0

Kunv

Como 0, By v B{ny son isomorfismos por hipdtesis inductiva, el lema
de los Cinco puede ser aplicado a la sucesion exacta inducida por el diagrama
anterior para obtener que 3} es un isomorfismo.

O

4.7 Sucesion de Gysin

La Sucesion de Gysin es un complejo exacto que relaciona los grupos de
Cohomologia de De Rham de los espacios base y techo de un fibrado dife-
renciable orientable con fibra esférica. Fue introducida por primera vez por
Werner Gysin en 1942.

Sean = (E,m,B,S") un fibrado como antes. Consideremos la siguiente
sucesion exacta corta

0 — ker § < v+ (B) 4o or(B) — 0
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Por el lema de la Serpiente obtenemos la siguiente sucesién exacta en
cohomologia

B (ker §) s HY(B) 2 H(B) 2% B (ker §) — -

Por otro lado tenemos el isomorfismo 3* que hace al siguente diagrama

conmutativo

*\—1
Hp+r+1(ker §)(&> Hp+r+1(B)

|

HP++(E)
Definicién 4.7.1. La aplicacién lineal D : HP(B) — HP*™™!(B) dada por
D= (p)"'oA,0e donde e(w)=(—1)P"w, we HP(B)
es llamado operador de Gysin.

Mediante este operador podemos combinar la sucesion y el diagrama an-
teriores para obtener la sucesion exacta

. 1P(B) 2 mrr(B) 2 g (B) L By —

conocida como sucesién de Gysin.

4.8 Cohomologia de De Rham de CP"

Veremos ahora una aplicacién de la Sucesiéon de Gysin para calcular la
cohomologia de los espacios proyectivos complejos. Nuestro resultado final.

Teorema 4.8.1.

R si0<k<2nykespar
0 otro caso

H*(CP") = {
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DEMOSTRACION

Apliquemos la sucesién de Gysin al fibrado de Hopf (S***! «, CP",S')
para obtener

. HP(CP) 2 greepr) I prrsety 2 griepry —

Probaremos primero que HP(CP") = HP*?(CP") para p < 2n — 1.

Para p = 0 tenemos la siguiente sucesion exacta

*

0 — Ho(CP") 2 H2(CP™) =5 H2(S*™) =0
Luego, por la proposicién 4.1.5 H°(CP") = H*(CP™).

En adelante cualquier otro punto de la sucesion, para p < 2n — 1, tiene
la siguiente forma

0= Hp+1(S2n+1) §_*> Hp(cpn) i) Hp+2(CPn) ”_*) Hp+2(S2n+1) =0

de donde efectivamente HP(CP™) = HP™?(CP™) para p < 2n — 1.

Sabemos que la dimensién de CP™ es 2n y por lo tanto H*"*(CP™) = 0.
De aqui que los grupos de cohomologia impares para CP" son nulos. También
con esto vemos que el final de la sucesién es
0 — H2n+1(CPn> LN H2n+1(82n+1) R f_) H2n<CPn) D H2n+2(CPn) -0

es decir, H*"(CP") = R. Lo cual implica que los grupos de cohomologia de
CP™ pares y menores que 2n son R.

O
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Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los espacios proyectivos complejos como
variedades diferenciables y como espacios base de un fibrado diferenciable
llamado fibrado de Hopf, con la finalidad de obtener su cohomologia de De
Rham. Para definir este concepto fue necesario primero introducir todo el
marco tedrico necesario, abarcando el estudio del fibrado tangente y el fi-
brado de formas de una variedad diferenciable.

El calculo de la cohomologia de De Rham de una variedad generalmente
es complicado, son pocos los casos donde la solucion es trivial. Es por ello
que se requieren multiples resultados algebraicos para poder simplificar los
problemas. Entre dichos resultados se encuentra la Sucesion de Gysin, que
fue nuestro principal objeto de estudio. Analizamos los operadores que en
ésta intervienen y vimos en detalle su construccion.

La particularidad de la Sucesién de Gysin, y de aqui el interés en estu-
diarla, es que ella permite relacionar las cohomologias de los espacios base
y techo de fibrados diferenciables orientables con fibra esférica, de manera
que conociendo la cohomologia de alguno de estos espacios se puede obtener
informacion acerca de la cohomologia del otro.

Cuando lo aplicamos al caso del fibrado de Hopf observamos que tinicamente
conociendo la cohomologia de las esferas unitarias, es sumamente sencillo
obtener la de los espacios proyectivos complejos. Esta aplicacién particular
de la Sucesion de Gysin constituyd nuestro resultado final.
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