UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICA

La Transformada de Hilbert en LP(R)

Trabajo Especial de Grado presentado
ante la ilustre Universidad Central de
Venezuela por la Br. Alejandra Patricia
Aguilera Aguilera para optar al titulo de

Licenciado en Matematica.

Tutor: Dra. Cristina Balderrama.

Caracas, Venezuela

Mayo 2012



ii

Nosotros, los abajo firmantes, designados por la Universidad Central de Venezuela como
integrantes del Jurado Examinador del Trabajo Especial de Grado titulado “La Trans-
formada de Hilbert en L?(R)”, presentado por la Br. Alejandra Patricia Aguilera
Aguilera, titular de la Cédula de Identidad 19.379.268, certificamos que este trabajo
cumple con los requisitos exigidos por nuestra Magna Casa de Estudios para optar al titulo

de Licenciado en Matematica.

Cristina Balderrama

Tutor

Stefania Marcantognini

Jurado

Andrés Contreras

Jurado



Dedicatoria

A mis padres, Neyda y Luis, y a mis
queridos hermanos Jacobo y Pablo, sin

ustedes mi mundo no seria el mismo.

1ii



iv

Agradecimiento

En primer lugar, quiero agradecer a mi excelente tutora Cristina Balderrama, quien me
guid en la realizacion de este trabajo. Por su habilidad y paciencia para leerlo y corregirlo

las veces que fueron necesarias y por ensenarme tanto.

A mi companero de carrera y de vida Edwin Pin Baque quien siempre estuvo para ani-

marme y decirme que todo saldria excelente aunque a mi me costaba creermelo.

A mi amiga incondicional Jennifer Guevara Thomas por su gran apoyo y por demostrarme

que la verdadera amistad existe y se mantiene intacta con el pasar del tiempo.

Finalmente, a todas las excelentes personas que conoci en el transcurso de esta maravillosa
carrera, llamada MATEMATICA, porque todos ustedes aportaron su granito de arena para

que estos anos fueran los mas enriquecedores de mi vida...hasta ahora.



CONTENIDO

Introduccién

Capitulo 1. Nociones de analisis armdnico

1.

2
3.
4

La transformada de Fourier en L'(RR)
La transformada de Fourier en L?(R) y el Teorema de Plancherel
Sumabilidad de integrales de Fourier

La transformada de Hilbert

Capitulo 2. La transformada de Hilbert de la Gaussiana

Capitulo 3. La transformada de Hilbert y las funciones de Hermite

Bibliografia

13
22

39

93

71



Introduccién

En matemaética y procesamiento de senales, la transformada de Hilbert se denota por H
y es un operador lineal que lleva su nombre en honor al matematico aleman David Hilbert
(1862-1943), inicialmente definida (entre 1904 y 1912) para funciones periédicas y en este
caso se puede obtener como la conjugada arménica de una serie de Fourier. Posteriormente en
1924, el matematico inglés Godfrey H. Hardy estudié este operador para funciones definidas
en la recta real, el cual es el caso que se estudiara en este trabajo, y dié algunos resultados
en el espacio L*(R), entre los cuales destaca la relacion que existe entre la transformada de
Fourier y la transformada de Hilbert. Esta relacion permite demostrar que la transformada
de Hilbert es un operador continuo, unitario, su inversa viene dada por —H y que ademas

es una isometria.

Hardy definié la transformada de Hilbert en R por medio de la siguiente expresion:
1 o —t
Hf(x) = —V.p./ w dt, parazx € R.
™ —0o0

El simbolo v.p. denota el valor principal de Cauchy, cuyo efecto es, basicamente, asignar un
valor a una integral impropia eliminando una seccién infinitamente pequena del intervalo de

integracién centrada en la singularidad ¢ = 0.

En 1928, Marcel Riesz demostro que la transformada de Hilbert puede ser definida para
funciones en LP(R), 1 < p < oo, y que es un operador acotado en estos espacios. Usando
esto es posible demostrar que H tiene inversa para toda f € LP(R), con 1 < p < 0o y estéd

dada por —H al igual que en el caso p = 2.

Volviendo al espacio L?(R), demostrar que H es isometria usando su relacién con la
transformada de Fourier es relativamente sencillo. En este trabajo mostraremos otra prueba

detallada de ello que consiste en estudiar la accion de H sobre las funciones de Hermite,
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las cuales forman un sistema ortogonal completo de este espacio. Este resultado se basa
en el articulo The Hilbert transform and the Hermite functions de Javier Duoandikoetxea
(ver [9]). Para esta demostracion serd necesario calcular explicitamente la transformada de

Hilbert de la funcion Gaussiana
Gx)=e /2.

Existen varias demostraciones de esto ultimo basadas en la teoria de funciones analiticas
y ecuaciones diferenciales (ver [1] y [2]), las cuales serdn mostradas con detalle en el segundo

capitulo de este trabajo.



CAPITULO 1

Nociones de analisis armonico

En este capitulo preliminar daremos algunos resultados en analisis armdnico que seran
necesarios para abordar los capitulos siguientes. Comenzaremos en la seccion 1 definiendo la
transformada de Fourier en L'(R) y nombrando algunas de sus propiedades mds conocidas.
En la seccién 2 daremos una extensién de la transformada de Fourier al espacio L?(R).
Durante el estudio de este objeto matématico surgira la siguiente interrogante: Dada la
transformada de Fourier, denotada por f, de una funcién integrable f, ;como hacer para
obtener la funcién f de regreso? Para darle respuesta a esta pregunta se utilizaran ciertos
métodos de sumabilidad para integrales que seran explicados con detalle en la secciéon 3. En
el desarrollo de esta seccién aparecerd el kernel de Poisson, el cual es importante para la
seccién 4, en la que se definird la transformada de Hilbert, con la cual trabajaremos en el
resto del presente trabajo. Como referencias para el desarrollo de este capitulo consultamos
principalmente los libros Interpolation of operators and singular integrals de Cora Sadosky
[11], Measure and integral de Richard L. Wheeden y Antoni Zygmund [10], y Fourier analysis
de Javier Duoandikoetxea [8], ademds de otros citados en la bibliografia.

Antes de abordar los tépicos mencionados, repasamos algunos aspectos de la notacion
que utilizaremos. Se asumird parte del contenido visto en los cursos de Teoria de la medida
y Anélisis funcional, gran parte de este contenido se puede encontrar en Introduccion a la
Teoria de la medida de Tleana Iribarren (UCV) [7] y Functional Analysis de George Bachman
y Lawrence Narici [5].

El espacio donde trabajaremos sera, generalmente, R.

Las expresiones “casi siempre” (c.s.) o “en casi todo punto” se refieren a propiedades
que se satisfacen salvo en un conjunto de medida nula.

La funcién caracteristica, o funcion indicadora, xg de un conjunto F esta definida por

1 sizekFE,

xele) = 0 siz¢E.
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La funcién signo se denota por sgn(z) para todo x € R y se define como

1 sixz>0,
sgn(z) =< 0 siz=0,
-1 siz <O0.

Denotamos por LP(R), y en algunos casos simplemente por £, con 1 < p < oo, al

conjunto
LP(R) ={f:R— C: f esmedible y [;|f(z)|Pdz < oo}.

Si consideramos la siguiente relacion de equivalencia: Sean f,g : R — R funciones
medibles, f ~ g si, y solo si, f = g casi siempre. Entonces, para p > 0 se define el espacio
LP(R) como el conjuto de todas las clases de equivalencia inducidas por la relaciéon ~ en el

conjunto LP(R), esto es: LP(R) = LP(R)/ ~. Para f € LP tenemos la norma definida por

i1 = ( [ |f<a:>\Pda:)‘l’.

(LP,]| - |l,) es un espacio de Banach, es decir, es un espacio completo con respecto a esa
norma.
Sip = oo se define L*(R) como el conjunto de las clases de equivalencia de las funciones

que son acotadas c.s. y
[flloe = nf{M = m({|f] > M}) = 0}.

En el caso p = 2, tenemos que L*(R) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(f. g)2 = /R f(2)9(z) de,
fra€ L2y Iflla = (f, )3

Diremos que una funcién f es integrable si f € L'(R). Una funcién que es integrable
sobre todo subconjunto compacto de R se dice localmente integrable, y denotamos el espacio
de estas funciones por Lj .(R). Si f € L? entonces f € Lj . (R).

Sea f € L} (R). Decimos que = € R es punto de Lebesgue de f si

1
—/|t|<T]f(a:—t)—f(:L’)|dt—>O (1.1)

r

cuando r — 0. El conjunto de todos los puntos que satisfacen (1.1) se denomina conjunto de

Lebesgue de f. Es usual dar la definicién de los puntos de Lebesgue en términos de bolas,
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es decir, si

limi/r |f(x —t)— f(z)|dt =0

r—0 2r _r

entonces = es punto de Lebesgue de f. Notemos que la expresién anterior implica que si

f e Ll (R) entonces

Este resultado es conocido como el Teorema de diferenciacion de Lebesgue. Por lo tanto
podemos concluir que el conjunto de Lebesgue de f lo conforman los puntos que satisfacen
dicho teorema.

Dada una funcién F' definida en R, cuando escribimos F'(-) colocamos el punto para hacer
referencia a la variable de la funcion. Esto lo hacemos para evitar ambigiiedades al momento
de relizar algunos cdalculos.

C(R) denotaran el espacio de todas las funciones continuas.

Co(R) es el conjunto de las funciones continuas con soporte compacto. Cy(R) es denso
en LP para todo 1 < p < oo.

Coe®) = {f € C(R): lim f(2) =0},

C*(R) denota el conjunto de las funciones que tienen derivadas continuas de todos los
ordenes.

—x2/2

La funcién de densidad Gaussiana estandar es f(z) = e . Un resultado que usaremos

frecuentemente es
/ e dr = \/2r, (1.2)

por lo que daremos una prueba de esto. Sea

I:/ e /2 dy.

Luego tenemos que

I? = /OO /OO e~ @2 4o dy.
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Utilizando el cambio de variables a coordenadas polares nos queda

e ™ [e9) b b
/ / e Prdrd) = / 2me™"Prdr = lim [ 2me”rdr = —27 lim e/
0 -7 0

b—oo [ b—o0 0

= —2r lim (e /2 —1) = 2r.

b—o0

De donde I? = 27w. Asi podemos concluir que / e ?dy = V2r. Las integrales

/ e dz, e dzx, se pueden calcular a partir de (1.2) haciendo un cambio de

O‘O — 00
variable adecuado.

1. La transformada de Fourier en L'(R)

Definicién 1.1. Sea f € L'(R). La tranformada de Fourier de f se define por

fla) = / b Flt)e 2™t gy, (1.3)

para todo x € R.
A continuacion se da una lista de propiedades de la transformada de Fourier.

Proposicién 1.2. Sea f € L*(R) y o, A nimeros reales

(a) F es lineal. -

(b) Si g(x) = f(—x) entonces g(t) = f(t).

(c) Si g(x) = A" f(z/N) entonces §(t) = F(AL).
(d) Si g(z) = f(x)e®™* entonces G(t) = f(t — a).
(e) Sige L'(R) y h = f*g entonces E(t) = F(H)G(t).

(f) [ es diferenciable y si tf es integrable entonces (g—f) (t) = (=2mitf(t)) (z).

donde f x g denota el producto convolucion de las funciones f y g (ver (1.14)).
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DEMOSTRACION. La prueba de (a), (b), (¢) vy (d) se hacen por sustitucién directa de la

férmula (1.3). La prueba de (e) es una aplicacién del Teorema de Fubini

i) = [ (amea= [ ( T ds) 2ot gy

- /_ Z ( / Z F(t — 5) e~ 2mia(t=9) dt) g(s) e~ s
= /_ Z 9(s)
f(x)

]?(l') 6727rix5 ds = ]/c\(x) /OO g(S) 6727ri:):s ds
= 9(x)

x).

Para probar (f) usamos (d),

flath) = flo) _ [ [ e 0 — fp)emet < (e -] —2riat
- = /_OO p dt_/_ <T>f(t)e it .

o0

6—27riht71

Notemos que - — —2mit cuando h — 0. Ahora,

—2miht __ 1

h

e—27riht -1
h

‘ \ < @Y

ftye ™ = ()]

donde tf(t) € L', y por el Teorema de convergencia dominada se obtiene

~

(d_f> () = lim flath =) oy [~ <—6_2mht - 1) F(£) e dt

dx h—0 h h—0 J_ h

_ / " (it f(t) 2 dt = (~2nit ()] (x).

[e.9]

Observacién 1.3. Notemos que si f € L', no necesariamente f € L'. Por ejemplo si
f(t) = X(ap)(t), entonces,
—2miar __ e—27r7jba:

[eS) b
~ B ; (&
— u t —2mixt dt = / —2mixt dt =
/(@) /_ X (e a ¢ 2mix

[e.e]

En este caso, fno es integrable en R. Lo que si se cumple es lo siguente,

Teorema 1.4. Si f € L'(R) entonces [ es continua y || fllse < ||f]1-
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DEMOSTRACION. Sea {x,} C R tal que 11m x, = x. Entonces

-~

o~ Fal = | [ s ey

< / | f(t)||e” 2™ — e 2| gt — 0 sin — 00,
—00

—2mitxy,

ya que la funcién | f(t)]|e — e 2™ estd acotada por 2| f(t)| € L' y se aplica el Teorema

de convergencia dominada de Lebesgue. Esto prueba la continuidad de fA

ﬂ@|s/mvww%mﬁ=/wWMﬁ=wm

o —00

Por otra parte,

y ast [| flloe < [[f]]1- u

Si denotamos por F el operador transformada de Fourier en L'(R) dado por Ff = ]/”\, el

teorema anterior nos dice que F es un operador lineal acotado de L' en L™, con ||F|| < 1.
Teorema 1.5 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f € L'(R) entonces lim;|—,o flz)=0.

El teorema anterior da una condicién necesaria, mas no suficiente, para que una funcién

sea la transformada de Fourier de una funcién en L. Esta condicién es que ]?E Cw(R).

Teorema 1.6 (Férmula de multiplicacién). Dadas f,g € Ll(R), se satisface que

Aﬂm M—/}

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema de Fubini, tenemos

/R F@)g(z)dz = /R < /R f(t)e2mtdt) o(x) dz = /R ( /R g(x)emtdx) oL
- [ rwaa

Uno de los problemas interesantes de la teoria de transformadas de Fourier es el problema

de inversién, es decir, como determinar la funciéon f dada J? Si consideramos una extensién
de la transformada de Fourier en el espacio de Hilbert L?(R), es posible encontrar una
solucion para el problema de inversién de manera natural utilizando las propiedades de este
espacio. En la seccién siguiente abordaremos este punto. El problema en L!'(R) tiene una

mayor dificultad, por lo que lo explicaremos con detalle en la seccion 3.
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2. La transformada de Fourier en L?(R) y el Teorema de Plancherel

La definicion de la transformada de Fourier dada por la férmula (1.3) no es directamente
aplicable para toda funcién f € L?(R). Sin embargo, la transformada de Fourier tiene una
definicién natural en este espacio. Si, ademds de ser integrable, suponemos que la funcién
f es cuadrado integrable entonces J?también serd cuadrado integrable. De hecho, tenemos

el siguiente resultado:
Teorema 1.7. Si f € L' N L? entonces f € L2 y || f]l2 = || f]|2-

Notemos que si f € L'N L2 C L' entonces f est4 definida y se puede probar que L' N L2

es un subespacio lineal denso de L?. En efecto,

(1) Sean f, g € L' N L? y A € R. Entonces
/ M+ ) (@) de = / M () + g(a) do
R R
= |\? 2d Re()\ 2d
||/R|f(x)| x+2/R e(f+g)+/R|g(m)| v < oo,

va que f, g € L%
(2) Si f € L? debemos encontrar una sucesién { fy} C L'NL? tal que llcir% If = fxll2 = 0.
H

Basta tomar la sucesién { fy} correspondiente como:

ful) = fx) sile| <F, (1.4)

0 silz|>k.

El Teorema 1.7 afirma que Fy : L' N L2 — L? dado por Fof = f es un operador lineal
acotado definido en el subconjunto denso L' N L? de L?, de hecho F es una isometria, esto

es ||[Fofll2 = || f|lz para toda funcién f € L' N L.

Si f € L? definamos el operador F : L? — L? por Ff := lim Fyf,, donde {f,} es
n—oo
cualquier sucesién en L' N L? que converge a f en L2
Si {f.} es una sucesién de Cauchy en L? entonces la sucesién {Ff,} también es de

Cauchy en L%, pues

HFOfn - FOmeZ = H‘FO(fn - fm)”? = an - fm”2 — 07 cuando n,m — 00.
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Esto prueba que lim Fgf, existe. Por lo tanto tiene sentido definir F/ como antes. Notemos
n—oo
que la definicién de F da directamente que en L'N L? este operador coincide con Fy. Usando

las propiedades de Fy es facil verificar que F cumple lo siguiente:
e F estd bien definida. Si {f,},{g.} C L' N L? tal que
lim [|f, = flla=0 y lim [[g, — fll2=0
n—00 n—00

entonces lim || Fof, — Fognll2 = 0.
n—oo

En efecto, usando que Fj es isometria se tiene

[Fofn = Fogull2 = [Fo(fa = gn)ll2 = /o — gnll2

< Ifa="Fllz+IIf = gnll2 — 0, cuando n — oo.

e F eslineal. Sean f,g € L? y A € R. Podemos elegir sucesiones {f,},{g.} C L*NL?
tal que lim f, = f y lim g, = g en L?. Entonces la sucesién {f, + \g,} converge
n—oQ n—oo

a f+ \gen L?. Luego,
F(f+Ag) = lim Fo(fo+Agn) = lim (Fofn + AFogn)
= nh—>nc>10]:0f" + )\Ji_)ﬂ&ofogn =Ff+A\Fg.
o ||Ffll2=1fll2. Se sigue del hecho que Fy es isometria, pues
Il = I lim Fofulla = lim [Fofulle = L (4l = ]

De todo lo presentado previamente podemos generalizar el resultado dado en el Teorema

1.7 como sigue:

Teorema 1.8. F es una isometria en L?, es decir, para f € L? se tiene que fA € L?y

Ifll2 = 1lf ll2 para toda f € L.
Asi, podemos concluir que

Teorema 1.9. Sea Fy : L' N L? — L? como antes. Ewiste un tinico operador F acotado de

L? en L? que extiende a Fo y que llamaremos la transformada de Fourier en L*(R).

Para el operador F seguiremos usando la notacion Ff = fpara cualquier f € L2 M4s

especificamente, el Teorema 1.7 nos dice que sup{||Fof| : f € L'NL? y ||f| <1} =1.
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Observacién 1.10. Usando la notacién fijada tenemos que si f € L?(R) se define la trans-
formada de Fourier de f como el limite en L? de una sucesién {/f;k}, donde {h} es cualquier
sucesiéon en L' N L? que converge a f en L?. Conviene elegir la sucesiéon {h;} como en la
expresién (1.4) y asi

hyo(z) = / N hy(t)e 2™ dt = f(t)e 2™ qt. (1.5)

9] [t|<k

Las propiedades de la transformada de Fourier en L' enunciadas en la Proposicién 1.2,
asi como la Férmula de multiplicacién, se extienden a la trasformada de Fourier en L? por
continuidad.

En vias de resolver el problema de inversién de la transformada de Fourier en el espacio
L?(R) recordemos que un operador lineal que es una isometria y cuya imagen es todo el
espacio de llegada, es llamado un operador unitario. Los operadores unitarios en espacios
de Hilbert son invertibles y su inversa viene dada por el operador adjunto. Asi, el objetivo

inmediato es probar lo siguiente,
Teorema 1.11. F es un operador unitario en L*(R).

DEMOSTRACION. En vista del Teorema 1.8 basta probar que F es sobreyectivo.

Sea S la imagen de L? por F. Entonces

(i) S es subespacio de L?, pues F es un operador lineal.

(i) S es un subespacio cerrado de L?. En efecto, sea {ﬁ} C S una sucesién tal que
||f— gll2 = 0 cuando k — oo para g € L% Entonces existe una sucesién {f} C L?
tal que Ffr = ﬁ para todo k € N. Como {ﬁ} es una sucesién de Cauchy, dado

e >0 existe N € N tal que si k,m > N entonces || fy — fml|l2 < €. Luego

1 fx = Fmllz = 1 Fe = Fnll2 < €,

lo que quiere decir que {f;} también es de Cauchy en L?. Como L? es completo,

entonces existe f € L? tal que klim || f = fll2 = 0. Ahora bien,
—00
Jim | fi = flla = lim [[fi = flla = 0.
—00 k—o0

De donde g = f
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Veamos que S = L2, Supongamos que S es un subconjunto propio de L? entonces podriamos
encontrar (por el Teorema de descomposicién ortogonal de un espacio de Hilbert) una funcién
g € L?, g # 0 tal que (f,g)2 = 0 para toda f € S, es decir (ﬁ, g)2 = 0 para toda h € L2

Luego, usando propiedades de la transformada de Fourier obtenemos

0=(h,g)s = /]R h(t)g(t) dt = /R h(t)g(t) dt = / h(t)g(—t) dt. (1.6)

R
En particular, tomando h(t) = g(—t) para todo ¢t € R, entonces 0 = —||g]|2 = —||g||2, lo que
contradice que g # 0 c.s. Asi S = L? y el teorema estd probado. [

El siguiente teorema resume los resultados basicos de la transformada de Fourier en L?

y plantea la solucién al problema de inversién.

Teorema 1.12 (Plancherel). Si f € L? y {fi.} C L*'NL?* converge a f en norma L?, entonces
ﬁ converge en norma L? a ]?E L2
El operador lineal F : L?> — L?, Ff = f es un operador unitario, y su inversa F ' puede

ser obtenida como

(FLH)() = (FH(-1) (1.7)
para toda f € L?.

DEMOSTRACION. La primera parte corresponde a la Observacién 1.10. Ya probamos
que F es unitario, por lo que basta ver que se satisface la igualdad (1.7). Mostraremos (1.7)
para f € L' N L2, luego como L' N L? es denso en L2, el caso general (f € L?) se sigue por
continuidad.

Para f € L' N L?, consideremos la siguiente funcién

Ft) = / " Fa)em de = (FF)(~1). (18)

Si g € L' N L?, usando el Teorema de Fubini se tiene

(g, o = /Zg(t) (/Z f(;p)ezmtdx) dt:/z (/Zg,(t)e—?mdt)%dx

-~

= <‘ngf>27

de donde (g, f)o = (Fg,Ff)s. Como F es unitario, preserva el producto escalar, es decir,

(Fg,Ff)e = (g, )2, lo que implica que (g, f}z = (g, f)2, esto es, f: f c.s. Asi por la
igualdad (1.8) obtenemos (Ff)(—t) = f(t) 6 (Ff)(—t) = (FLf)(t) cs. |
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Observacion 1.13. Del teorema anterior podemos dar una férmula explicita para el prob-
lema de inversiéon como sigue:

Si f € L' N L? entonces
1) =(FH0 = [ Foemtan, cs

En general, si fE L?, f puede ser expresada como el limite en L? de la sucesién definida
por

fe(t) = j?(x)eQ’rm dr, c.s.

jo|<k

3. Sumabilidad de integrales de Fourier

En la seccién 1 se introdujo la transformada de Fourier de funciones integrables definidas
en R y, como mencionamos, el problema de inversiéon de determinar f, dada ]?, no es tan
sencillo como el caso que estudiamos en la seccién anterior (L2(R)), pues en general f ¢ L (R)

y la integral de Fourier

/ Z Flz)e®™ da (1.9)

no necesariamente existe.

El problema consiste en encontrar una manera de dar significado a la integral de Fourier y
buscar condiciones para asegurar la convergencia de la integral a la funcién original. Para
abordar esta dificultad se utilizan ciertos métodos de sumabilidad para integrales que definire-

mos a continuacién.

o0

Definicién 1.14. Sea F' : R — R y consideremos la integral / F(z)dzx. Dada una

funcién @ tal que F(-)®(e-) € L' para todo ¢ > 0y lir%cb(ew) = 1, la ®-media de
e—

/ F(z)dx, estd dada por,

o0

Mg (F) = /_OO F(x)®(ex)dx, €>0. (1.10)

o0

Decimos que F' es ®-sumable a ¢ € R si hr% Mg, (F) = (.
€E—
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Estudiaremos dos casos particulares de la Definicién 1.14. Primero introducimos el
método de sumabilidad de Abel, cuyo andlogo para series de Fourier es bien conocido y

se puede ver en [10].

o0

Definicién 1.15. Sea F' : R — R. Dada la integral / F(z)dx, para cada € > 0, su
media de Abel es -

A(F) = A, = / F(x)e ™l gy,
Para F € L', A.(F) existe para todo € > 0 y por el Teorema de convergencia dominada
de Lebesgue lirr[1) A(F) = F(z)dx. Un hecho interesante es que A, puede existir, incluso
€E—> — 00

si I ¢ L'. Existe, por ejemplo, cuando F' es acotada. Si lir% A(F) existe y es igual a ¢,
[ d

decimos que F' es Abel sumable a /.

Otro método de sumabilidad es el de Gauss, tambien llamado método de Gauss-Weierstrass.

[e.9]

Definicién 1.16. Sea F': R — R. Dada la integral / F(z)dz, su media de Gauss de

orden € > 0 es
G.(F) =G, - / Fz)e—mt gy,

F se dice Gauss sumable a ¢ si

o0

lim G(F) = lim F(x)e ™ do = ¢.

e—0 e—0 oo

Observacién 1.17. Notemos que en la Definicion 1.15 la funcién ® dada por la Definicién

1.14 es ®(ex) = e~ y en la Definicién 1.16 tenemos que ®(y/ex) = e—cl2mel’,

El objetivo es, dada la transformada de Fourier fy la integral / h f(m)e2”m dx, la cual
no necesariamente es convergente, calcular sus medias de Abel y G;.loss con el fin de ver si
podemos asegurar sumabilidad para f(z)e2™,

Para estudiar la sumabilidad de Abel y Gauss de la integral (1.9) usamos en primer lugar

la Férmula de multiplicaciéon dada en el Teorema 1.6 de la seccién 1, para asi obtener las

siguientes expresiones

/OO f(x)e27rixt6727re|x\ dr — /oo f(x)(eZﬂi-tefwrd-\)A(x) dx (1.11)
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y
PN ) 2 112 > . 2112~
/ f(x)erriwte=dmelel® gy — / f(x)(e2 e 4Ty () da. (1.12)
—0 —o0
En este punto es necesario calcular explicitamente las transformadas de Fourier de e=27l*l
y e~ 4mdt” | Haremos el célculo para e = 1 y utilizando ciertas propiedades de la transformada

de Fourier obtendremos las formulas para ¢ > 0, asi

o o —0oQ0
El segundo término de la derecha es cero pues es la integral de una funcién impar en un
intervalo simétrico, luego

/ e~ 2t o —2mizt gy 2/ e~ ™ cos(2mat) dt.
_ 0

o0

Integrando por partes dos veces, obtenemos la siguiente igualdad:

[e.e] 1 oo
/ e *cos(2mat)dt = — — xQ/ e~ ¥ cos(2mat) dt,
0 2 0
- —2mt 1 :
de donde / e ™ cos(2mat) dt = ————. Finalmente,
0 2m(1 4 x?)
—27|t| ,—2mixt dt = ]
[ n(1+?)
—Am?[t|*

Calculemos ahora la transformada de Fourier de e Reescribiendo la integral y

haciendo el cambio de variables y = v/4nt, obtenemos

oo oo —x2/4 oo
/ 6—47r2|t\2e—2mt dt — / e—w((\/ﬂt)ugizt) dt — e / / e_ﬁ(y-m:/\/ﬂ)z dy.
_ oo Var J_

o0 o0

Para calcular el valor de / e~ WHE/VAD 4y consideremos la integral compleja Jr e dz,

donde z = y 4 ix/v4m y para M un nimero real positivo, I' es el contorno cerrado simple

orientado en sentido antihorario dado por el rectangulo

Im

Ds| a/\Ax

Ty Ty
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_ 2 ., .
Como e~ ™" es una funcion entera, por el Teorema de Cauchy se tiene que

/6_“2 dz = 0.
r

Por otra parte, parametricemos cada segmento del rectangulo dado por separado. En-

tonces

ParaT'y: z(y) =y, —-M <y < M.

Para I'y: z(y) = M + iy, 0 <y < x/v4m.

2 @/\/Am N2
/ e dz:z'/ e~ ™MW gy
Iy 0

Para I's: 2(y) =y +iz/vVin, —-M <z < M.

M
/ 6771'22 dz = _/ effr(erigc/\/ZE)2 dy
I's -M

Para I'y: 2(y) = —M + iy, 0 <y <z /4.

2 z/Vin N2
/ e ™ dy = —i/ e~ TEMFWT gy
I 0

Luego, la integral fr e ™ dz es igual a la suma de las cuatro integrales anteriores y a su

vez es igual a cero, es decir,

M ) z/V4m o M ' ) x/VaT -
0 = / e~V dy+z'/ e~ T(M+iy) dy—/ e~ (y+iz/V/4r) dy—i/ e~ T(=M+iy) dy
-M 0 -M 0

M 2 M ; 2 o/Vim 2,2 ; ;
_ / e~ ™Y dy o / efw(y+zx/\/ﬂ) dy —|—Z/ e*Tl'(M —y )(efQMMy - 62772My) dy
-M -M 0

M 2 M ; 2 @/ Vi 2_,2
= / e ™ dy—/ e lyHin/VAT) dy+i(—27r)/ e "M =Y sen (2w My) dy.
-M -M 0

Haciendo tender M a infinito tenemos

0 = / e’ dy—/ ¢ T WHE/NVAT gy 97 lim e ™M =Y) sen (21 My) dy.

00 M—o0 0
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x/\/ﬂ 2 .2
e T(M==y)

Para resolver el limite lim sen(2w My) dy, notemos que

M—oo 0

z/Vix . x /AT 5 o
/ e M~y )Sen(27rMy) dy| < / |€_W(M Y )sen(QWMy)| dy
0 0

z/Vin 2 9
< / 0= g
0

Para cada y € R, la familia de funciones gy (y) = e ™M*~¥*) gatisface que

gu(y) = guaa(y) y  lim gay(y) = lim e ") —

M — o0 M—oo

Por el Teorema de Convergencia mondétona

lim e T gy = lim e "M v) gy = 0

M—oo [ 0 M—o0 ’

z/Vin 2 2
y por lo tanto / e ™M =) sen (2 My) dy = 0.
0
Finalmente
0 — / — dy — / " i VAR dy.

y asi,

/Oo e—w(y—l—zm/\/ﬂ)Q dy — /Oo e_ﬂ'yQ dy — ]_

o
De lo expuesto previamente obtenemos que la transformada de Fourier de la funcién
e 4™ es igual a e %/ /\/4x.
De aqui en adelante, denotaremos por P y W las transformadas de Fourier de e=27l! y

420412 . .
e~ 4 It respectivamente, es decir,

6712/4
P(I)Zm oW = (1.13)

Las funciones P y W son positivas e integrables. P es llamado el kernel de Poissony W

el kernel de Weierstrass. Ademas verifican lo siguiente:

Proposicién 1.18. Para todo € > 0,

(a)/ooP(x)dle y (b)/ZW(x)dle.

—0o0



3. SUMABILIDAD DE INTEGRALES DE FOURIER 18

DEMOSTRACION.
o o 1 “ 1 t “
/ P(x)dr = / ————dz = lim ————dz = lim arctan(z)
oo (14 2?) a—oo J_, m(1+ x2) a—00 T Y

— im (arctan(a) — arctan(—a)) _

a—00 m

/ T Ww)d / i 61_/_3:2/4 R
z)dr = —_— = — e =1.
oo —oo VAT VAT ) _so

Es posible reescribir las integrales (1.11) y (1.12) como la convolucién de la funcion f

. . _ _ 2 2
con las transformadas de Fourier de las funciones e=27ltl y e=4m"ltl

, las cuales tienen una
estrecha relacion con los niicleos de Poisson y Weierstrass. Para esto es necesario mencionar

algunos resultados de la teoria de aproximaciones de la identidad.

Recordemos que dadas dos funciones medibles f vy g en R, su convolucion f x g estd bien

definida si, para todo x, f(x — t)g(t) es una funcién integrable en t, y escribimos:

(f + g)(x /f m—t)dt:/Rf(:c—t)g(t)dt. (1.14)

El operador convolucién tiene gran significado en andlisis. Una de las razones es que
dadas dos funciones f y g, la convolucién f % g “mejora”, en el sentido que el producto
hereda las propiedades “buenas” de cada factor. Por ejemplo, si g es diferenciable (de cierto
orden), entonces la convolucién f % g también serd diferenciable (del mismo orden que g).

Recordemos también algunas propiedades de este operador.

Proposicién 1.19. Sean f, g funciones medibles, o, 5 € R.
(a) fxg=gxf
(b) fx(gxh)=(fxg)xh
(¢c) (af +Bg) * h=a(f «h)+ B(g*h)
(@) 11f *glly < I flhllgll-

Ahora bien, una convolucién f*¢, con f medible y ¢ € L! fija, define una transformacién

f N f = ¢ llamada operador de convolucion con kernel ¢. Dado ¢ y € > 0, sea

Pe() = %cb (%) (1.15)
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Una familia {¢. : € > 0} para la cual f * ¢. converge a f, en algin sentido, es llamada una
aprozimacion de la identidad. El siguiente teorema da condiciones para que la convergencia

sea valida.

Teorema 1.20. Sea ¢ € L' tal que /(b =1yo¢.=elp(xfe). Si felP,1<p< oo,

R
entonces || f * ¢ — fll, = 0 cuando € — 0.

El resultado anterior también se puede obtener en el sentido de convergencia puntual
bajo condiciones adicionales. Consideremos la funcién ¢(z) = sup |¢(t)|. Notemos que 1)
[t]>|z|
es una funcién par, decreciente y satisface que (ver [11])

(i) lim |z[Yp(x) =0y ‘llim |z](x) = 0.

|z]—0
1 1
(ii) Para todo 0 < n < ooy 1 < p < 00, |[xy¥elly — 0, con p + ] = 1 cuando
e — 0, donde x, denota la funcién caracteristica del conjunto {z : |z| > n} y

ve(x) = e (x/e).

Teorema 1.21. Sea ¢ € L' con /ng =1y sea (x) = sup |p(y)|, ¢ como la ecuacion
R

ly|>||
(1.15). Si € L', entonces, para f € LP, 1 < p < 0o se tiene que

lim(f * ¢c)(x) = f(),

en todo punto de Lebesque de f.

Observacién 1.22. Bajo las hipétesis més generales ¢, 1 € L y ngb =k con k # 0 se

tiene que

liny(f + 60)(a) = f(2) [ o)t
en todo punto de Lebesgue de f.

Para la prueba basta considerar la funcién ¢ = ¢/k. Tenemos que ¢ € L' y

/RsO(t)dt:/R@dt:%/RqsG) dt = 1.

Ademas para € > 0 tenemos

wi=2o ()= o (=42

Ahora aplicamos el Teorema 1.21 a la funcién ¢ y se obtiene el resultado.
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Si / ¢ = 0 el resultado también es cierto y esta dado en el siguiente teorema.
R

Teorema 1.23. Sea ¢ € L' con ngb =0y sea ) € L' como antes, entonces, para f € LP,

1 <p < oo setiene que

lim(f * ¢c)(z) =0

e—0

en todo punto de Lebesque de f.

La demostracién de este teorema requiere de otras técnicas que no son abordadas en este
trabajo. Remitimos a [11].

Dados los aspectos anteriores podemos continuar con el problema planteado al inicio
de la seccién. Consideremos el método de sumabilidad dado por la media Mg (F') en la
Definicién 1.14. Sea ® una funcién integrable tal que ¢ = ®. Por la parte (c¢) del Teorema

1.2 de la seccién 1,

(B(e-)) (z) = e 'é(x/e) = ¢e(x) para €> 0. (1.16)
Si denotamos por ®F () = e~ 27l entonces ¢F (x) = P.(x). Andlogamente si "W () = e=47° It
tenemos que ¢! (z) = We(z).

En los siguientes graficos podemos ver el comportamiento de las funciones P. y W,

Yy
1/v4
/\/7 e=0.125
€=0.25
€ = 1 x
1
Figura 1.1. Grdficos de las funciones Pc(x) = @ y We(x) = \/T?e_‘rz/%.

Utilizando el razonamiento previo, las igualdades (1.11), (1.12) y la parte (d) del Teorema

1.2 de la seccion 1, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 1.24. Si f,® € L' y ¢ = ® entonces

| Faemaeds = [ e )@= [ o -1 ds

para todo € > 0. En particular,

| Foemariayis = [ f@R@-nde= (R0

/_OO A(:c) mict W (\Jex) du / f@)We(z —t)dx = (f * W)(t). (1.18)

La expresién (1.17) es conocida como la integral de Poisson de f y la correspondiente en

(1.18) es la integral de Weierstrass de f.

De los Teoremas 1.20 y 1.24 se obtiene una solucion para el problema de inversion:

Teorema 1.25. Sea ® € L' tal que ¢ = ® € L' y /¢ = 1. Entonces la ®-media de la
R

integral de FOUTier/ f(x)e%m dx converge a f en L*. En particular, las medias de Abel
y Gauss de la mtengLl de Fourier, es decir, las integrales de Poisson y Weierstrass de f,

convergen a f en L.

Corolario 1.26 (Unicidad). Dadas fi, f, € L' tal que fi(z) = fo(z), = € R, entonces
fi(t) = fo(t) c.s. parat € R.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.25, f(x) = ( para todo x implica que f(t) = 0 c.s.

Aplicando esto a la funciéon f = f; — f5 se obtiene el resultado. [ |

El problema de inversién de Fourier también admite una solucién en el sentido de con-
vergencia puntual que complementa la solucién dada en el Teorema 1.25.
Teorema 1.27. Sea ® € L' tal que ¢ = ® e L' con /(;5 =1y sea ¥(x) = sup |p(y)|.
R ly|> ||

Entonces la ®-media de la integral de Foum'er/ f(x)e2”m dx converge a f c.s.

En particular, las integrales de Poisson y Weierstrass de la funcién integrable f, fx P, y

f * W, convergen a f cuando ¢ — 0 para casi todo punto t € R
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Corolario 1.28. Si f € L' y f € L', entonces

10 = [ Fayers ao

para todo t € R.

La conclusion del Corolario 1.28 se obtiene aplicando el Teorema de convergencia domi-

nada de Lebesgue a / f(x)e%”te—‘lﬂzdwlz dr.

4. La transformada de Hilbert

En esta seccién definimos la transformada de Hilbert de una funcién definida en R, pero
antes damos la nociéon de valor principal de una integral.
Sea f una funcién medible en R y absolutamente integrable sobre cada conjunto {|z—t| >
e >0, t € R} para x fijo. Decimos que f es integrable sobre R en el sentido valor principal
si
t—e o]
V.p. / f(z)dx =lim f(z)dx =lim </ f(z)dz + f(x) dm) :
R e—0 |x—t|>e 0 —0o0 t+e
existe y es finito.
Damos una definicién similar para el caso cuando f esta definida en un intervalo (a,b) C R

y t € (a,b), esto es,

b t—e b
v.p./ f(z)dr = 151(1) (/ f(x)dx + f(x) dx) :
a a t+e

Ejemplo 1.29. Para ilustrar la diferencia entre el valor principal de una integral y una

integral impropia, consideremos la funcién f(z) = 1/x en el intervalo (—1,1) C R. Entonces,

| 01 |
/ —dr = / —da:+/ —dz.
_137 _1(L’ O l’

0 1
1
Como / —dzy / — dx son integrales impropias que no convergen se tiene que la integral
1 o T

la integral impropia de f es

1
/ — dx es divergente. Si calculamos ahora el valor principal de f en ¢ = 0 tenemos

"1 1 "1 "1 "1
V.p./ —dxr = lim(/ —d:L‘+/ —dm) zlim<—/ —dm—i—/ —dx) =0.
1 e—0 1 Z e I e—0 e I e I
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Definicién 1.30. La transformada de Hilbert de una funciéon f definida en R esta dada por

Hf(a:):v.p. T® 4t~ tim 1/ SO i L [ =Dy,
|z—t|>e ¥ T

RL—1 =0 T 0T Jlt)>e t

1 —
Si definimos la transformada de Hilbert truncada por H.f(x) = — M

tonces H f(x) = li_r% H.f(x).

dt en-
[t|>€

Para estudiar la existencia de H f para cualquier f € LP(R) recurrimos a la teoria de

funciones analiticas

Sea f € LP(R), 1 < p < oo y consideremos la integral

F(z) = =), (1.19)

27rz ot — z
donde z = x + 7 es un nimero complejo cuya parte imaginaria es igual a 1.
Si descomponemos 1/i(t — z) en su parte real e imaginaria podemos escribir

BN S (O N U e (VR ()
P& =5 mdt—% @_ner1

r—t

- /f x_t)+1dt+ / f) l‘—t)“rl)dt
= (*P)() (f Q)(x)

2
1 . iy :
donde P(z) = —— —7 el kernel de Poisson (como en la seccién anterior), y
T
1 =
Q) = Ta?+1

es el kernel de Poisson conjugado en R% = {z + iy : z,y € R,y > 0}.
A partir de P y @) definimos para y > 0 las funciones

1 T

P,(z) = iP(as/y) LYy Q)= ég(x/y) _1

T T2+ y?

Si estudiamos la integral andloga a (1.19) pero ahora con z = z + iy donde y > 0

obtenemos

It = 3 (f * B)(a) + 5 # Q,)(@).

Para cada N > 0, la funcién

MRION

2m Nt—z

FN(Z) =
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es analitica en R? y, para z perteneciente al semiplano superior, tiende uniformemente,

cuando N — oo, a

1 [ f(t
F(z):—,/ 10 4
2m J_ ot — 2
Por lo tanto F' también es una funcién analitica en R? . As, las funciones

u(z,y) = fxPy(x) vy olz,y) = f*Qyx)
son armonicas conjugadas; u(z,y) y v(x,y) se conocen como la integral de Poisson de f y
la integral conjugada de Poisson de f respectivamente. Ya estudiamos en la seccién anterior
la integral u(x,y) utilizando el hecho que {F,} es una aproximacién de la identidad. Para
estudiar v(z,y) no nos podemos valer del mismo razonamiento, ya que {Q,} no es una

aproximacién de la identidad (no son funciones integrables en R). En efecto,

oo © 1 ® 1 b 1
/ Qy(x)|dv = / 1_lal dx:Q/ ' gz =21lm [ ————ds
o oo T2 4y o T2+ y? b—oo Jo w4 y?

’ , (1n|b2+y2| —1n|y2|)
=2 lim =00
b—oo T

l 2 2
_ iy BT
b—o0 T

0

Podemos mencionar una propiedad que tienen en comun las integrales u y v. Para ello

introducimos el concepto de limite no tangencial.

Definicién 1.31. Dado zgp € Ry a > 0, el cono I'y(z9) en R de vértice (z,0) y abertura

a es la regién definida por

Ty(wo) = {(z,y) € R : |x — 20| < ay}. (1.20)

Zo

Figura 1.2. Grdfico de la region dada por I'o(zo) = {(z,y) € R : |z — x| < ay}.
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Definicién 1.32. Una funcién u : R?> — R tiene limite no tangencial £ en xy € R si, para

cada o > 0,
lim wu(x,y)=1¢
(z,y)—(20,0) (@9)

dentro del cono I', ().

Proposicién 1.33. Si f € LP(R), 1 < p < oo, entonces su integral de Poisson

| sopa =1 =)

tiene limite no tangencial en casi todo x € R y es iqual a f.

DEMOSTRACION. Consideremos un punto fijo zg € Ry, para a > 0, (z,y) € Ty(z0).

Entonces

oo

o) = fao) = [ (10 = )P~ 1) dr
Para cualquier x tal que |x — zg| < ay se tiene
|zo| < at + |z,
si elevamos ambos lados al cuadrado tenemos
x5 < @®y® + 27 + 2at|z|.
Ahora, 0 < (ay — z)? = o?y? — 2at|z| + 2%, de donde 2at|z| < a?y? + x2. Luego
x5 +y? < (14 20°)y* + 22°.
Asi,
z2 4+ y* < max(1 + 202, 2) (2 + ?).

Luego tenemos

1y Ly
P, = — < Cy— =C,P,
() ma?+y? T “wad 4 y? v(0)
donde C, = max(1 + 2a?,2). Luego si (z,y) € T'u(z0), entonces

[e.e]

() — flao)] < /m () — F()| Py — 1y dt < C, / () — F(0)| Py (a0 — ) dt.

—00 —00

Por el Teorema 1.21 la ultima integral tiende a cero cuando y — 0 casi siempre. Asi,

u(z,y) — f c.s. cuando (z,y) — (x0,0) dentro del cono I, (zo). [
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Antes de mostrar un resultado andlogo para la integral conjugada de Poisson v(x,y),

enunciamos un teorema que es importante para la demostraciéon del mismo.

Teorema 1.34. Sea u(z,y) una funcion armdnica en R tal que existen C' > 0 y p, 1 <

p < oo, tales que ||u(-,y)|l, < C para todo y > 0, entonces u(x,y) es la integral de Poisson

de una funcion f € LP(R).
Una demostracién de este teorema se puede ver en [11].

Teorema 1.35. Para f € LP(R), 1 < p < oo, la integral de Poisson conjugada de f
T —1
dt
o) = (F+@)0) = = [

tiende a un limite finito cuando z — x no tangencialmente.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad supongamos f < 0. Si no es asi, descom-
ponemos la funcién en sus partes positiva y negativa, es decir, f = f* — f~, y aplicamos
el siguiente razonamiento a las funciones —f* y —f~. Sea z = u + v, donde u y v son la
integral de Poisson y la integral conjugada de Poisson de f respectivamente, y consideremos
la funcién G(z) = €“*. La funcién G es entera por lo tanto es una funcién arménica en

Ri. Como f <0, su integral de Poisson u(-,y) también es negativa por lo que se tiene
G(2)| = |e"*™] = e"] < 1

Por el Teorema 1.34, GG es la integral de Poisson de una funcién en LP y por la Proposicién
1.33 tiene limite no tangencial casi siempre. Este limte no puede ser cero en un conjunto de
medida positiva porque siendo asi, u tenderia no tangencialmente a —oo en un conjunto de
medida positiva, lo cual es imposible ya que u es la integral de Poisson de una funcién en LP.
Ahora, como los limites no tangenciales de G y u existen, entonces el limite no tangencial

de v existe y es finito casi siempre. [

El siguiente teorema garantiza la existencia de la transformada de Hilbert para una

funcion f € LP, con 1 < p < oo.

Teorema 1.36. Para f € LP(R), 1 < p < o0, la transformada de Hilbert H f existe y es

finita c.s. Mas aiun, es igual al limite de la integral conjugada de Poisson de f en todo punto
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de Lebesgue de f. Es decir,

. o0 t flz—1) B

si x es un punto de Lebesque de f.

DEMOSTRACION. Para y > 0, la diferencia de las dos integrales en (1.21) se puede

reescribir como sigue,

¢ 1 ¢
(2 —1) <——-) di+ [ flo—t)——dt
111>y +y? Itl<y 2 +y?

= S0 (i) 0 70y () @

- [ fe-nema

donde, ®,(t) =y '®(t/y)

t D Gsa
— — 81
2+1 ¢ ’
B(t) =
t
si|t] < 1.
241
1 1

Notemos que si [t| > 1 la funcién es decreciente y por lo tanto

1
sup |[®(t)] = ——F—=
jt]> 2] |lz] (22 + 1)

241 [t e+

si |z| > 1. Por el contrario, si |t| < 1 entonces

i 1
[©(1)] = < =5

241 1241 2

1

esto es, sup |P(t)| = = si |z| < 1.

tllal 2
En resumen,

— §i |z > 1,
T S

U(z) = sup |(t)] =

[t1= ||

si|z] < 1.
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o0

Obsérvese que ¢ es impar, por lo tanto / O(t)dt =0y ® € L'. Veamos ahora que
U e L'(R). )

/ V() dr — / U(z) da +/ U(z) da
—o0 |z>1 lz|<1
/1 dz +/°° dx +/11d
pu— — —_— — x
oo —x(22 4+ 1) . ow(x?+1) 12
o dx |
= 2 _ —d
| st L
Calculemos aparte la primera integral del lado derecho de la igualdad.

< dr * dx < _ b dx b
—_— = — - dr = lim — - dx
1 ox(x?+1) . . 2?2411 bsoo \ J; L 2 +1
In(b? + 1) + In(2
e (i B0 )

b—o0
: b In(2)
= blgrolo <ln( 62+1)+ 5 )
In(2) In(2)
= In(1) =
5 + In(1) 5
Asi,
/Ooxp()d —2/00 d +/11d =In(2) +1<
- x)dr = oy 2 x=1In 0.
Por el Teorema 1.23, hH(l)/ f(x —t)®,(t)dt =0y asi la prueba estd completa. [
y=0 J_

Como se puede ver, en los Teoremas 1.35 y 1.36 se excluye el caso p = oco. Si elegimos
por ejemplo f la funciéon idénticamente igual a 1, por calculo directo se verifica que su
transformada de Hilbert es el valor principal de 1/x en R, que con un célculo anélogo al del
Ejemplo 1.29 se puede ver que existe y es igual a cero, sin embargo su integral conjugada de
Poisson es

o0 " o0
v(x,y) = /_OO Py R dx = /_OO Qy(x) dz, (1.22)

y como ya vimos (), no es una funcién integrable.

A continuacion enunciamos algunas de las propiedades basicas de la transformada de

Hilbert que seran claves para resultados que mostraremos mas adelante.
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Proposicién 1.37. Sean f y g € LP(R), 1 <p < oo y a € C. Entonces

(o) H(af +g)(x) = a(Hf)(x) + (Hg)(x).

(b) Si f es una funcion impar, es decir, f(—x) = —f(x) para todo x € R, entonces su
transformada de Hilbert es una funcion par.

(c) H(f g)(2) = (Hf  g)(z) = (f * Hg)(x) para todo z € R.

(d) Sea f € LP(R) y consideremos, para e > 0 fijo, la funcion g(x,t) =
Si

—t)
t

X{jt> (1)

(i) f es derivable, en cuyo caso aaxg(a:,t) f(x — U)X {1} (1) ewiste.

(i1) ‘ﬁg x,t)‘ < W(t), para alguna funcion h € L', para todo x € R y para todo
e > 0.

(111) Las integrales /

— 0
e > 0.

—€

g(x,t)dt y/ g(x,t) dt convergen uniformemente para todo

entonces

st =1 (L),

DEMOSTRACION. Para probar (a) usamos la definicién de la transformada de Hilbert y
la linealidad de la integral.

La prueba de (b) la haremos utilizando la transformada de Hilbert truncada, es decir,
dada f una funcién impar veamos que H f(z) = H.f(—x), para € > 0.

En efecto,

H.f(z) = = Je=t, 1 ( _Ef(x_t dt+/ fx_t dt>

> b

([

B 1 < flz+1) —€ f(x+t)
1 —f(z+1) 1 f( r—t)
—dt = — dt
/t|>e

t m |t|>e t

Ast Hf(z) = ling H.f(z) = hr% H.f(—z) = Hf(—z). Usando las mismas técnicas se
e— e—

prueba que si f es una funcién par entonces su transformada de Hilbert es impar.
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La propiedad (c¢) se demuestra usando el Teorema de Fubini. En efecto,

H(f % g)(z) = %V.p/i%ﬁz%Vp/Zﬁ (/Zf(s)g(t—s)ds) dt
[ (e [ K)o
L] )

_ /: f(s)Hg(z — s) ds

= (f=Hg)(x).
Ademas,
H(fxg) = %V.p/OO %dt: %V.p/oo % ( h f(t—s)g(s)ds) dt

[ Gve [ =20 aa
= /Z(%vp/m%dt)g(s)ds

[e o]

= fo—s (s)ds
= (Hf*g)( )-

De las dos igualdades anteriores se deduce que (H f x g)(z) = (f * Hg)(z).

La parte (d) de la proposicién se demuestra como sigue

d . Hf(x+h)—Hf(z)
) = i
= lim lim — Lfw—t+h) - f(x_t)dt
h—0 e—=0 7 It >e t h
PO POONLY B e 0 Bl A et D1
=0 h=0 T Jiys, T h
— i Lo (SO (@)
e—0 71 h—0 R h

Por el Teorema del valor medio de Lagrange existe £ entre x y x + h tal que

gz + h,t) — g(x, t)

- D).
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Por la condicién (i)

g(x+ h,t) — g(x,t)’ _

h

%(g,t)‘ < h(t), helL.

Luego por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue

d 1 h,t) — t
i) = tim L [ R Z 0@,
dx e=0 T Jg h—0
1
= lim— @(a},t) dt

—07 Jp Ox
1 1d d
= lim—/ ——f(x—t)dt:H(—f) (x).
e—=0 71 It|>e t dx dx
Asi concluye la demostracién. |

A continuacién damos un resultado importante para el caso p = 2.

Teorema 1.38. Si f € L*(R), entonces

—~ ~

(Hf) (z) = (—isgnz)f(x) c.s. (1.23)

donde sgn(x) denota el signo de x. En particular,

IHfll2 = [Ifl2 (1.24)
H(Hf) = ~f, (1.25)
/Hf(x) cg(r)de = — / f(z) - Hg(x)dz, f,g reales (1.26)
R R
DEMOSTRACION. Sea z = x + iy y consideremos I(z) = 27_m'z‘ Entonces
1 , 1 Y .z iz —1y) iz —1
§<Py(I) +iQy(x)) = o (xQ +y? A y2> C2m(z? 4 y?) 27|22 2miz IGz).
Luego
Py(r) = 2Re(I(2)) 5 Q) = 2Im(I(:). (1.27)

Para y > 0 se tiene

/ e At = / e?mirt g2yt dt:/ e *™ cos(2mat) dt—l—i/ e~ *™ sen(2mat) dt
0 0 0 0

= Il + Z[Q
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Integrando por partes dos veces cada integral obtenemos que

T 22,
L = ——— e ™" cos(2mat) dt,
2y y* Jo
T 12 oo
L = -= 2 sen(2mat) dt.
2 oy y2/0 e sen(2mxt)
Despejando se tiene
> P,

/ e 2 cos(2mat) dt = 2y = y(:v)7
0 2m (2% + y?) 2
/ e ™sen(2nat) dt = ’ = Qy(x).
0 21 (22 + y?) 2

Esto prueba que

I(z):/ e dt,
0

Podemos reescribir las igualdades en (1.27) como
P,(x) =2Re </ it g 2myt dt) = 2/ e~ 2™ cos(2mat) dt
0 0

o0 2maxt —2mat o0
_ 2/ e~ 2yt (6 —0—26 ) dt — / 6—27r|yt|62mxt(x+(t) + X (t)) dt

Qy(x) =21Im (/ ettt g2yt dt) = 2/ e *™ sen(2mxt) dt
0 0
00 627r:pt _ 6727ract es] )
_ 2/ e—27r|yt| (2—) dt = —Z/ 6—27r\yt\e27rwt(x+(t) — Y (t)) dt
—0oQ ? oo

donde x, y x_ son las funciones caracteristicas de [0, 00) y de (—o0, 0) respectivamente. Por
el Corolario 1.28 de la seccién 3 y observando que xo(¢)+x_(t) =1y x4 () — x_(t) = sgn t,
para todo t # 0 obtenemos las siguientes igualdades

P,t) = e ¥l (1.28)

Qy(t) = (—isgn t)e >, (1.29)

De la igualdad (1.29) se deduce que

~ ~

(Qy * [ (z) = Qy(@) f(z) = (—i sgn x)e "I f(x), (1.30)
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lo que implica que existe una funcién g € L? tal que

o~

(o) = lim(~i sgn )e> F(a) = (=i sgn ) f(a)

Usando el Teorema 1.12 se obtiene que ilg%(Qy*f)(m) = g(x). Ahora, por el Teorema 1.36,
Q, * f tiende a Hf, cuando y — 0, es decir que H f(x) = g(x). Aplicando transformada
de Fourier a ambos lados se obtiene (1.23). La igualdad (1.24) se sigue del hecho que la
transformada de Fourier es una isometria en L?(R).

Ahora, si f € L? y 2 € R se tiene

(H(H)) (x) = (—isgna)(Hf) () = (—isgnz)’[ (z) = = (2) = (=) (2), e,

Obteniendo asf (1.25). De aqui se sigue que H* = —1I, donde I es el operador identidad en
L?. Este hecho junto con (1.24) implican que H es un operaor unitarioy H* = H' = —H,
donde H* denota el operador adjunto.

Para demostrar la igualdad (1.26) usamos (1.25) y el argumento anterior. Si f y g son

funciones a valores reales tenemos

/ Hf(x) - g(x) dz = (HF, g)s

Ademas,

(Hf,g)2 = (Hf,—H(Hg))» =—(Hf, H(Hg))> = —(H"(Hf), Hg)

— (~H(Hf), Hg), = —(f, Hg) / f(x) - Hy(x) d.

Asi se concluye la prueba del teorema. [

El resultado anterior nos permite ver ahora que la integral de Poisson conjugada de una

funcién en L? coincide c.s. con la integral de Poisson de su transformada de Hilbert.
Corolario 1.39. Si f € L*(R), entonces para y > 0,
(f % Qy)(x) = (Hf = F))(x) cs. (1.31)

DEMOSTRACION. Basta verificar que ambos lados de (1.31) tienen la misma transfor-

mada de Fourier. En efecto, utilizando propiedades de la transformada de fourier de la
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convolucién y las férmulas (1.23), (1.28) y (1.29) obtenidas en el teorema anterior, tenemos

—~ ~ ~ -~

(f % Qy) (2) = f(2)Qy(2) = (—isgn z)e*™" f(x)

(Hf % Py) () = (Hf) (x)P,y(x) = (=isgnz)e >™" f(x).
Asi obtenemos la igualdad requerida. [

En el siguiente teorema probaremos que la transformada de Hilbert es un operador con-
tinuo en LP. Antes enunciaremos un teorema de interpolacién que sera necesario para su

demostracién.

Teorema 1.40 (Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin). Sean 1 < po,p1,q0, 1 < 00 y
para t € [0,1] definamos p y q como
11—t t 11—t t

p P m 4 @ a@
Si T es un operador lineal de LP° + LP* en L% + L% tal que

1Tl < Mollfllpy parafe L?,

ITfllgg < Mifllp, parafe L.
Entonces,
ITflly < My~ My fll, parafe L”.
La demostracién de este teorema se puede ver en [3].

Teorema 1.41 (M. Riesz). Si 1 < p < oo entonces H es un operador continuo en LP | es

decir,

I fllp < Coll Fllps

para alguna constante Cp, > 0.

DEMOSTRACION. Recordemos que a cada funcién f € LP, 1 < p < oo le podemos asociar

una funcién analitica, definida en Ri, dada por

Fio) =2 [ I g (rep@) +i(f Q) (),

T ) ot — 2
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donde z = z + iy, con y > 0. Por los Teoremas 1.33 y 1.36, F'(z) tiende, cuando z tiende a

x no tangencialmente, a la funcién F(z) = f(z) + ¢H f(x). Luego,
FP(x) = (f+iHf)?=f"— (Hf)>+i2f -Hf (1.32)

y ademds, la funcién f? — (H f)? tiene una extensién arménica v en el semiplano superior

cuya conjugada arménica v tiene valor limite H(f? — (H f)?). Por lo tanto,

H(f* = (Hf)?)=2f-HJ.

Como para p = 2 se cumple H(H f) = —f, tenemos que —(f* — (Hf)?*) = 2H(f - Hf),
de donde

(Hf)? =2H(f-Hf)+ [ (1.33)

Demostraremos ahora por induccion el siguiente resultado:
Si f e L2 entonces || H f|or < (28 — 1| ]|
Para k = 2 notemos que si f, Hf € L* entonces f2, (H f)? € L?. En efecto,

172 = [ 17w a) T (f If(x)l4d:v)2/4 ~ IR < oo

Andlogamente se demuestra para (H f)2.

Reescribiendo ||H f||3; y usando la férmula (1.33), tenemos

2/22 1/2
VI = ( [ s d:c) _ ( / <|Hf<x>12>2dx) — s
< NP2+ 2B - Bl < 112 +21f - HF o

Ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

[ spa < [ rwp?a) " ([amsep2a) -

, 2/22 , 2/22
_ ( [1sr dx) ( [1s@r d:c) 12 Ef 1
R R

I f11Z2 < 115 + 20 fllo2 | H £z

ILf - H A3

De donde

Ahora, si [|H f|l22 < || f]|22 se tiene la desigualdad buscada. Es decir

I £z < 11122 + 21112 = 3IIf1% = (2° = DI f]l2-
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Por el contrario, si || f|loz < ||H f]|22 tenemos
HHFIZ < o2l H flle + 20 f 1 fll22 = 3] f 21 f |22

y ast [Hfll2 < (22 = 1) fl]2=.
Supongamos que la desigualdad se satisface para k = n y veamos que vale para k = n+1.

Para ello hacemos un procedimiento andlogo al caso k = 2. Esto es,

» 2/2n+1 1/2"
Ve = ( J dw) :( / <|Hf<x>|2>2"dx)  H P

< NP llon 21 (f - HE)llze < I f Iz + 227 = DS - H o

< 13w + 202" = )| fllzna | H £ lgn.
Haciendo el mismo razonamiento que para p = 2 obtenemos
[H fllantr < 277 = D) fllonsr.

Ahora, H es un operador de L2" + L% en L¥ + L2"™" k > 0 por lo que acabamos de

probar, esto es,

IH flly < (2% = D)[|f]l2¢, paratoda f € L*

1H flloers < (250 = 1) flloes, paratoda f € L

Entonces por el Teorema de Riesz-Thorin,

1 fll, < 2" =D @ = 1)IIf1,, Vf € L7,

1—¢ t ) k+1
o + y0<t<1,1.e,p:2_t

t, 28 < p < 281 ge tiene que H es un operador acotado en LP con 2F < p < 281 Como el

1
donde — =

T , 0 <t < 1. Como para estos valores de

retultado anterior es vélido para todo k& > 1 se tiene que H es acotado en LP para p > 2.
El resultado para p < 2 se obtiene con un argumento de dualidad. Recordemos que si

f, g son funciones a valores reales entonces

[ 1) twyde = [ @) Hyta)da (1.34)
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Usando la igualdad anterior, la desigualdad de Holder y el resultado para p > 2 se tiene

\Hyl, = sup{

= sup{

/R Hf(z) - glx) do

cgel”, gl < 1}

/R f(z) - Ho(—z) d

g€ I, lglly < 1}

< sup {IflblHgly : g € 27, llglly <1}
< I fllpsup {1 Hglly : g € 17, gl < 1}
< Cpllfllp,
donde p’ es el exponente conjugado de p. Asi se completa la prueba del teorema. [

Observacion 1.42. Notemos que si f € LP, 1 < p < ooy {f,} es una sucesién en Cy(R)

tal que lim || f, — f|l, = 0 entonces por el Teorema de M. Riesz
n—oo
I1H fo = Hflp < Collfu = fllp — 0, cuando n — oo,

para alguna constante C,.
Usando lo anterior podemos ver que la transformada de Hilbert truncada de f, H.f,
converge a H f en norma p cuando € — 0. Basta notar que H,f satisface estimaciones como

las del Teorema de M. Riesz, y por la desigualdad de Minkowski tenemos
IHf = Hefllp < Hf = Hfollp + [Hfn — Hefullp + |1 Hefu — Heflp
< Collfu = Fllp + 1 Hefoo = Hfully + Cllfu = fllo

= (Co+ O)lfn = fllp + [[Hefr = H fullp,

donde C,, y C son constantes.

Si {fn} es una sucesién de funciones continuas con soporte compacto, entonces existe
A C R acotado tal que si z € A° entonces H f,(z) =0y Hf,(z) = 0.

Luego

|Hefn — Hfullb = 4|Hefn(x)—an(x)|pdx
- / \Hofu(w) — Hf(2)? da

- / Hofol2) — H fo(@) Pxa() da.
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Ademas |H f,(z)| v |H fn.(x)| estdn acotadas para x € R. Asi
[Hefn(x) = H fu(2)[Pxa(z) < CPxa(2),

donde C?x4 € L'(R), para alguna constante C, > 0. Por el Teorema de convergencia

dominada de Lebesgue se tiene

iy [, ~ Al = limy [ [Hofule) = H (o) Pxale) da
R

e—0

= [ Nty Hofola) = Hfol)Pxale) da
r €0

0.
Por lo tanto, sin — oo y € — 0 se tiene |Hf — H.f||, — 0.

El operador transformada de Hilbert, ademés de ser continuo, es un operador unitario

en P, 1 <p<ooysuinversa es —H. Esto dltimo lo demostramos a continuacién.
Teorema 1.43 (Férmula de inversién). Si f € LP, 1 < p < oo, entonces H(Hf) = —f c.s.

DEMOSTRACION. Como la férmula es vdlida en L?, en particular lo es en Cy(R). Co(R)
es denso en LP, es decir, si f € LP, existe {f,} C Cy(R) tal que lim f, = f. Como
n—oo

H?(f,) = H(Hf,) = —fn c.s entonces usando el teorema anterior

H*(f) :HQ(ILm f) = lim H*(f,) = ILm (=fn)=—1lim f, =—f.

n—oo n—oo

Por lo tanto ||H2f + f]|, = 0, lo que implica H?(f) = —f c.s. |



CAPITULO 2

La transformada de Hilbert de la Gaussiana

En este capitulo calculamos la transformada de Hilbert de la funciéon de densidad Gaus-
siana. Los resultados que mostraremos se basan en los articulos The Hilbert transform of
the Gaussian de A.P. Calderén y Y. Sagher, y On a theorem of Akhiezer de E. Kochneff,
Y. Sagher y R. Tan. En el articulo de Calderén y Sagher consideran la funcién de densidad
Gaussiana normalizada, es decir, f(x) = e~e"/2 /v/2m. Para nuestro propésito y a fin de tener
regularidad en el trabajo realizamos un cambio de constante, es decir, trabajaremos con la
funcién f(z) = e /2,

El problema a considerar fue mencionado por primera vez por Nestor M. Riviere aprox-
imadamente en el ano 1971. Se daran tres demostraciones de este resultado. En la primera
se hace una conexion entre la transformada de Hilbert y la ecuacién del calor unidimensional
y se utilizan resultados de la teoria de aproximaciones de la identidad, en la segunda se hace
uso de la transformada de Fourier y sus propiedades y en la tercera demostracion usamos
las propiedades de la transformada de Hilbert y la teoria de ecuaciones diferenciales. Es
importante resaltar la técnica utilizada en cada demostracién, ya que cada una de ellas tiene
ventajas en la resolucion de distintos problemas.

Para comenzar consideremos el kernel ¢ tal que ¢,(z) = igb(%) satisface la ecuacion de
Laplace para el semiplano superior (y > 0), i. e., A¢, = 0. Calculando las respectivas

derivadas parciales se tiene

0280, = 5 (3ot + 5 (Sotas)

_ % (y%qs’(x/y)) + a% (—%cb(x/y) - %aﬁ’(x/y))

= S )+ Zolafy) + 6 )+ 6 )+ ‘;—¢ (e/y)

1 ZL’2 " dx 2
_ (y— i y—) 8 (afy) + 1 /) + S8(e/y)

39
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Multiplicando ambos lados por 3* y haciendo el cambio de variables v = z/y tenemos

que la ecuacion de Laplace antes mencionada induce la siguiente ecuacién diferencial
(1+u*)¢" (u) + 4ug' (u) + 2¢(u) =0, (2.1)
la cual se puede reescribir como:

0 = (1+u®)¢ (u)+ 2ud (u) + 2u¢ (u) + 2¢(u)
d

d o
= (L u)e (u) + - (2ud(u))

- d%((l +u?)o (u) + 2ud(w))

d[d )
= o @((1+U)¢(U))

Integrando dos veces la ultima expresion se obtiene que la solucién general de la ecuacion

A B 1
(2.1) es o(u) = e + 1 +u 5. Tomando A = 1 y B = 0 se obtiene P(u) =
u u

(1 u?)’
1

el kernel de Poisson. Tomando A =0y B = -, obtenemos Q(u) = ﬁ, el kernel de
T u
Poisson conjugado. Ambas funciones fueron estudiadas con detalle en el capitulo anterior. A

continuaciéon enunciamos un teorema que relaciona las funciones P y () usando el operador

transformada de Hilbert.

Teorema 2.1. Si H denota el operador transformada de Hilbert dado por

Hf(z) = l1}.p. ®) dt

us rRT—1T

entonces HP = Q).

DEMOSTRACION. Para la demostracién primero evaluamos la transformada de Hilbert

truncada de P. Recordemos que la transformada de Hilbert truncada satisface

HP(x) = lg% H.P(x).

Entonces,
1 P(t 1 1
T Jiz—t]>e L — t T Jiw—t|>e (‘T - t)(l +1 )
B 1 / 1 n t n x 0t
(142 Jps \T—t 1482 14¢2
1

= m[(m)
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Resolvamos la integral indefinida asociada a I(z):

/ ! + ! + v dt |
= In
r—t 1+t2 1+1¢2

V14t

+ x arctan(t)

‘r j—
Luego,
T—€ b
V1+t? V1+t?
I(x) = lim (hl i + xarctan(t)) + lim <ln + +x arctan(t))
b—oo T —1 b—oo T —
—b xr+e
1 IRV
In al ) + zarctan(x — €) + mx — r arctan(z + €).
1+ (z+€)?

Sustituyendo la expresion anterior tenemos que la transformada de Hilbert truncada de

P es

1 1 1+ (x—¢)?

HPz)=———(=In + x arctan(x — €) + mx — xr arctan(x +¢€) | .
( ) 7T2(1+332) (2 ‘ 1+($+6)2 ( ) ( )
Ahora, si € — 0,

Y9 T
HP(z) = = = Q(z).

21422 w1+ a?)
|

La siguiente figura muestra las graficas del kernel de Poisson y su transformada de Hilbert.

Y

Figura 2.1. Grdficas del kernel de Poisson y su transformada de Hilbert en el

intervalo (—6,6).

La discusién anterior sirve como motivacién a lo que sigue. Sea T" el operador diferencial

del calor:

Tz@i—@t
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y consideremos la funcién ¢ tal que ¢ g (z) = \/Lﬁqb (%) satisface que T'(¢ z(x)) = 0.
Calculando las respectivas derivadas parciales, tenemos

9? 9
0 = 55bym() — 5 (dym(z))

0? 1 0
]. l/
= ( )3/2 ( /\/_) \/_(2 )3/2

Simplificando y haciendo el cambio de variables u = z/ V/2t obtenemos la ecuacién diferencial

(%w:x/ﬁt))

o(z/V2t) + ¢ (x/V21).

(2t)3/2

¢ (1) + ug (u) + d(u) =

la cual se puede reescribir como:

d , d
0 = 6 (w) + (b))
= (6 (w) + udw)
= % [67“2/2 (e“z/zcﬁl(u) +ue“2/2¢(u))]

- % {e_“2/2diu <6“2/2¢(u)>} :

La solucion general de esta ecuacion es

dlu) = Ae /% 4 Be‘“Q/Q/ e%/? ds.
0
Tomando A = 1, B = 0 se obtiene la funcién de densidad Gaussiana G(u) = e /2.

Ahora, si elegimos las constantes A =0y B = /2/7 obtenemos la funcién

2 u
= \/je—qﬂ/z/ e/ ds. (2.2)
T 0

En resumen, toda solucién de la ecuacién diferencial

"

0" (u) + ud (u) + ¢(u) =0, (2:3)
viene dada por una combinacién lineal de las funciones G y L, es decir,
o(u) = AG(u) + BL(u).

Analogo al Teorema 2.1, el objetivo es probar que HG = L. Antes mostraremos dos

resultados que seran necesarios para la demostracion de este hecho.
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Lema 2.2. Las siguientes igualdades se satisfacen:
(i) e [o e P (u — 5)*ds = O((3)%),
(ii) L(u) = O(3),

st ju| — oo.

DEMOSTRACION. En ambos items aplicamos el Teorema de L’Hopital. Para demostrar

(i) veamos que existe una constante C' tal que

e/ Iy e 2(u — s)2 ds

lim <C.
|u|—o00 1/U3 -
Reescribiendo el limite anterior nos queda
- e~ u?/2 fou 652/2(u _ 3)2 ds . ud Ou 652/2(u _ 3)2 ds
|u| =00 ]./U3 |u|—o00 6“2/2
] u5f0u652/2ds 2u4fues /23d3+u3fu s*/2 2ds
B \ulgloo eu?/2

Aplicando repetidas veces el Teorema de L’Hopital y simplificando en cada paso se obtiene

. —u?/? o e’ 2 (u — s)? ds . but [ef 2 ds — 8u? Iy e’ /2s ds + 3u? Iy 51252 ds
lim = lim 5
|u|—o0 1/U3 |u]—o0 uev?/2
. bud [ e /2 ds — 8u? Iy e 2sds + 3u Iy e5'/252 s
= lim 273
lu|—o00 e
. 1sd? ) /2 ds — 16u Iy e 2sds + 3 Iy e’/252 ds
= lim 273
|u|—o00 ue
15u [ es*/2ds — 16 [ e5*/2s ds 3 [Me?/252 ds
= lim f 5 fo + lim —fo 5
|u|—o0 eu®/2 |u|—o0 uev’/2
15[ e ds + 1hue/? — 16ue”™/? 32
= lim 5 lim
|u|—o00 uevw’/2 lu|—o0 1 + u?
I
N \u|1£>noo uew?/2
= L;—1+4+3.
Donde,
15 [ es*/2 ds 15¢4°/2
L; = lim fo—: lim ——C  __ — im —2— < 15.

|u|—o0 uevw?/2 |u]—o0 (1 + u2)e“2/2 lul—oo 1 +u2 —
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Finalmente,

_.2/2 2
‘ u OU s /2(u _ 8)2 ds
lim

] T <15-1+3=1T.
Uu|—0o0

Para demostrar (ii) hacemos un procedimiento analogo al anterior. A saber,

- E(u) _ . \/gefu /2 fou s /2 ds

u 2
2 u [“es /2 ds
[
T |u|—o0 eu?/2
\/5 e P ds 4 uer
= — lim >
T |ul—00 uev?/2
u 2
2 0 € 2 ds
= \E o (T +1
_ \/E u es*/2 ds N 2
N T \uHoo 6“2/2 T
2 u?/2 \F
N ;u|—>oo eu /2—i—u 6“2/2+ P
B \/5 2
-V \u|—>oo 1+ u2 T

2

- .

< 2
Asi concluye la prueba.
Teorema 2.3. Si f € LP, 1 <p < oo, y L(u) = LL(u/e) entonces
lim £ f = VorHf, cs.

DEMOSTRACION. Reescribiendo £ tenemos

44
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Haciendo el cambio de variables t = u — s y utilizando el desarrollo en serie de Taylor en

x = 0 de la funcién exponencial se tiene

zﬁ(U) = 6“2/ 5 /2 gulu=s) ds:/ e 2emus g
2 0 0
= e_“SZ— — | ds
|
/0 —n 2
" —us “ —Uus - 1 52 "
= /Oe ds+/oe Zm(§> ds
n=1
2 v > 1 82 "
— Z(l—eH —us — | 2 d
u( e )—l—/oe ;n!(Q) s

Consideremos la funcién
\/g L osiful>1
k(u) =
0 en otro caso

y sea ¥(u) = L(u) — k(u), entonces

—u2 u o0 n .
—e ey <§) ds si|ul > 1,

U n=1 nl

e/ [ et ds sifu| < 1.
U es impar, ya que £ y k lo son. Ademas podemos acotar la funciéon ¥ de la siguiente

manera: Siwu > 1

S5l < €

»

=] 1
_l’_
o\:
)

:
| %,
]2
S|
e
| %,
~__
3
L
jo ¥

(V)

3
Il
—_

VAN
®|
S
(V)
+
o\é
m|
IS
»
| R,
()¢
—~
3
+ |~
=
VR
|CID
[\]
N——
3
ISH
»

i
[e)

INA

o
g|l\')

_|_
h

®

:
| R,
Nk
S|
A~
| 9,
~__
s

QL

(V)

3
I
=)

I
—_
®|
IS
[\V)
~
%)
O\
IS
Q)
w
[V
~
)
—~
IS
|
V2)
SN—
o
QL
V2)
AN
| o
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c
Asi, U (u)| < P para todo |u| > 1. Si |u| < 1, ¥ = L y por lo tanto |¥(u)| < M,
u
con M una constante positiva. En resumen |V| estd acotada por una funcién integrable y
e}
/ U = (. Por el Teorema 1.23 del capitulo anterior tenemos que para toda funcion f € LP,

o0

1 <p<oo,

lim(f * W) (x) = 0, (2.4)

e—0

en todo punto de Lebesgue de f. Notemos que ¥, = L. — k. y

1 1
(f % k)(z) = /t/gqu(m—t)—k(t/e)dwr4/6>1f(x—t)gk(t/e)dt

€

_ Flo— O)2k(t/e) dt

[t|>e €

1 /2
- flz— t)—\/if dt
|t|>e € Tt

1 —t

= V27— Mdt =V2rH f(x),
T Jigse 1

donde H.f denota la transformada de Hilbert truncada de f. Ahora, el limite (2.4) implica

que
lim(L * f)(x) = M (f * Uo) (@) +lim(f * ko) (2) = V2r lim(H.f)(x) = V2rH f(x).
Asi se completa la prueba. [ |

Teorema 2.4. HG = L.

Como mencionamos al inicio del capitulo, daremos tres demostraciones de este teorema.
La primera pueba se basa en la teoria de aproximaciones de la identidad y en la ecuacién
diferencial inducida por el operador del calor T'. En la segunda demostracién hacemos una
conexion entre la transformada de Hilbert y la transformada de Fourier y usamos algunas
técnicas de la teoria de variable compleja; y la tercera se basa practicamente en resolver una

ecuacion diferencial.
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PRIMERA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.4. Del Lema 2.2 se sigue que si 1 < p en-
tonces

el = [ lep - /| e [ et

9] |u|>M

1
< / |L(w)|P du + C —du < 00,
|u|<M

|u|>M |u|p
donde M es un ntmero suficientemente grande. Es decir, £ € L? para 1 < p. Por lo tanto
las convoluciones que aparecen en el desarrollo de la prueba estdn bien definidas.

Para cualquier f € LP, 1 < p < oo tenemos por el Teorema 2.3 que
lir%ﬁ6 « Hf =V2rH(H(f)) = —V2nf, c.s.
€—

La tultima igualdad se tiene por la formula de inversion de la transformada de Hilbert,
es decir, H(H(f)) = —f. Por otra parte, usando la propiedad (c) de la Proposicién 1.37 se
tiene L. x H(f) = H(L,) * f, ademés

HE)w) = v [ L) gy Lyp I £ g Lo, I £s)

oL —1 TE o T —1 T oo X — €S
1 * L(s) , 1 B
= —vp. /_oo e dt = —(HL)(x/e) = (HL)(),

Usando las tres iltimas igualdades tenemos lo siguiente

lim(H (L)), * f =lim H(L) = f =lim Lox H(f) = =27, c.s.

e—0 e—0

Como L es solucién de la ecuacién (2.3), se tiene que satisface T'(L, 5;) = 0; usando esto

y propiedades de la derivacién se prueba que T'(H (L ;) = H(T(L, 5)). Veamos,

T(H(Cm) = 45 (H(E (@) — 5 (L))
0? 0
= H (@ﬁﬁt(ﬂf)) - H (&E\/ft(x)>
= H(T(L5)).

Como T'(L ) = 0 se tiene que T((HL) ) = T(H(L 5)) = H(T(L,5)) = 0, lo que
quiere decir que HL también es solucién de la ecuaciéon (2.3), esto es, HL = AG + BL.
También se cumple que (HL). = AG. + BL..
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Como L es una funcién impar, HL es par al igual que G, por lo que B = 0. Ahora, por

la Observacion 1.22 del capitulo anterior tenemos
lim(G, * f) = V27 f.
e—0
En resumen,
—2onf = lim(H L)+ f = lim A(G = f) = AV2nf.
€— €—>

De aqui A = —1yasi H(L) = —G. Aplicando H a ambos lados de la igualdad obtenemos
H(H(L)) = —H(G), lo que es equivalente a £ = H(G). |

Para la segunda prueba de H(G) = £ enunciamos un lema previo.

Lema 2.5. Parat >0

00 t
Im (/ e~ (it=)*/2 dw) :/ et /2 dx,
0 0

donde Im denota la parte imaginaria de un niumero complejo.

DEMOSTRACION. Para demostrar este lema haremos un procedimiento analogo al que se
hizo en la seccién 3 del capitulo 1 para calcular la integral / e~ ytiz/Vir)? dy.
—0o0

Consideremos la integral compleja / e~ (it=2)*/2 dz, donde para M un numero real posi-
r
tivo, I' es el contorno cerrado simple orientado en sentido antihorario dado por el rectangulo

Im
t b
Ty Iy
o Y Re

4 \2 ., .
#=2)°/2 es una funcién entera, por el Teorema de Cauchy se tiene que

/(3_(”_’2)2/2 dz = 0.
r

Por otra parte, si parametrizamos cada segmento del rectangulo por separado tenemos,

Como e~
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ParaT'y: z(z) =2, 0 <z < M.

. 2 M : 2
/ 6—(zt—z) /2 dz = / 6—(zt—r) /2 dr
I 0

Para I'y: z(z) = M +iz, 0 <z < t.
t t
/ ef(itfz)Q/Z dy — z/ ef(ithfiz)Q/Q dr — Z/ e(tfx)2/2€fM2/2€fiM(tf:v) dr
Iy 0 0
Para I's: z(z) = o +it, 0 <z < M.

M M
/ e—(it—z)2/2 dy — _/ e—(it—m—it)2/2 dr — _/ e—a:2/2 dx
Ty 0 0

ParaTy, 0 <x <t. z(z) =iz, 0 <z <t

t t t
/ e W=2%/2 0, _ —z'/ e~ it=i)*/2 g0 —i/ et=0/2 gy — —z'/ 12 dg.
I 0 0 0

La tltima igualdad se obtiene haciendo el cambio de variables u =t — z y volviendo a la

variable x.
Luego,
0:/6_(”_2)2/2 dz = / e (it=2)?/2 dz+/ e (it=2)%/2 dz+/ e~ (i=2)*/2 dz—i—/ e~ (=22/2 g,
I I I's I's Ty
Esto es,

M t M t
0= / e W=aP/2 gy 4 z/ (=) 2= M2 =iM(t=2) g / e "2 dy — z/ /2 dx.
0 0 0 0
Si hacemos tender M a infinito se tiene que

o0 t ') t
0= / e~ (1=2)%/2 g, + 14 lim et=0)*/2g=M?/2 —iM(t=2) g, _ / e /2 dg — 1/ e /2 do.
0 0

M—o0 0 0

Estudiemos el segundo término.

t t
/ (1=2)2 /2= M /2 —iM(t=2) g0 < / ’e(tfx)2/267M2/2€fiM(tfx) du
0 0

¢
< /e(t_”)Qﬂe—MQ/zdm.
0

Si consideramos la familia de funciones fy/(z) = e(t=2)*/2=M?/2 tenemos que

fu(x) > fua(x)
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(t—x)2/26—M2/2

para todo x y lim e = 0. Por el Teorema de convergencia monoétona

M—oc0

t t
lim =0 /20=M2/[2 g0 / lim et=/2e=M*/2 gq — 0,
0

M—oo 0 M—o0

por lo tanto

) ) t
0= / e~ (i=2)*/2 g0 _ / e 2 dy — z/ ™12 d.
0 0 0

La anterior es una igualdad de ntimeros complejos, sus partes reales e imaginarias son

iguales. Nos interesa igualar sus partes imaginarias, esto es,

00 t
0=1Im (/ e~ (it=2)/2 dx) — / e”’/? dz,
0 0

de donde se sigue que

(o] t
Im (/ e~ (it=2)/2 d:v) :/ 12 dx.
0 0

Asi queda probado el lema. [ |

SEGUNDA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.4. Dado que

[N ORI A

o —00

G € L*(R) entonces (HG)(z) = —i sgn = G(x).

Ademas,

é(x) - / 67t2/2€72ﬂ-imt dt — / 67(t2+4ﬂ-ixt)/2 dt — 672772552_00006*@2‘#27”@)2/2 dt — \/%672772x2.



2. LA TRANSFORMADA DE HILBERT DE LA GAUSSIANA 51

Usando la formula de inversién de la transformada de Fourier para HG tenemos

(HG)(t) = /_OO (HG)(t)e*™ ™ do = —i /00 sgn G ()™ dy

[e.9] —0o0

[e.e]
. 5. 2.2 .
= —2\/27?/ sgnx e 2™ 2™t g
—0o0

0 0
. _ 2,.2 . _ 2.2 .
= —ivVor (/ e 2mx e?m:{:t dr — / e 2nx eQm:L‘t dl‘)
0 —00

_ —Z\/% (/OO 6—27r2z2627rizt dr — /OO e—27r2z26—27rixt dl’)
0 0
00 5 o e27rizt _ e—27rixt
- o [T (R
0

2
= 2\/27r/ e~ 2 sen(27xt) da
0

= 227 Im </ g~ 2mi@? p2mizt dx) )
0

Haciendo el cambio de variables y = 27z,

242 > 2 2 o o
(HG)(t) = m Im (/ eV /2t dx) — \/jfm </ o V?/2 iyt da:)
2 0 T ;
= \/269/2 Im /OO o~ (it=1)?/2 dy ) .
T 0

Si ¢t > 0, usamos el resultado probado en el lema previo y obtenemos

t
(HG)(t) = \/geﬁﬂ/ e da.
T 0

Sit <0, como HG es impar

(1)) = (Gt = 2 [ ran =2 oo [
v 0 T 0

Asi, para todo t € R

(HG)(t) = L(1).

Antes de mostrar la tercera prueba del teorema enunciamos la siguiente proposicién.

Proposicién 2.6. Sea f una funcion integrable. Si H f(x) existe, entonces H(xf)(x) existe

Y

Ha)w) =oHi) ~ - [0 2.5)

o0
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DEMOSTRACION. El resultado se obtiene procediendo de la siguiente manera

1 > Lf(t)
H = —v.p. ——=dt
O
1 “(r—(z—
- Ly [T,
oo T —1
_ T [T L F(b)dt
o T—1 T J_oo
[ |
Observacién 2.7. Si f no es integrable pero lir% f(t) dt existe, la igualdad dada en
eV Jz—t|>e

la Proposicién 2.6 también es cierta pero aparece este limite en lugar de la integral de f.

TERCERA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.4. Como G'(x) = —2G(x)y (HG) = HG',

usando la Proposicién (2.6) tenemos

(HG) (z) = —H(azg)(a:):—a:HQ(:E)%—%/_OOQ(t)dt:@—ng(az):\/g—a:Hg(a:).

De donde tenemos la ecuacién diferencial

(HGY () + 2 HG(x) = /= (2.6)

T
Resolvamos la ecuacién anterior con la condicién inicial (HG)(0) = 0 (esta condicién se
cumple ya que G es una funcién par). Entonces multiplicando la ecuacién (2.6) por el factor

2
2°/2 obtenemos

% (emQ/Q(HQ)(x)> = \/g(ﬁﬂ.

Integrando a ambos lados de la expresion anterior, se tiene que la solucién general de la

(HG)(x) = \ﬁe—ﬁ/2 / 12 dt + C
m 0

Usando la condicién inicial tenemos que C' = 0 y asi se completa la demostracion. |

integrante p(x) = e

ecuacion (2.6) es



CAPITULO 3

La transformada de Hilbert y las funciones de Hermite

El objetivo principal de este capitulo es dar una demostracién de que la transformada de
Hilbert es una isometria en L?(R). En el Teorema 1.38 del capitulo 1, demostramos esto de
una manera sencilla usando la Transformada de Fourier. La demostracién que presentaremos
ahora se basa en el articulo The Hilbert transform and the Hermite functions de Javier
Duoandikoetxea [9] y se hard usando métodos de variable real, la definicién de la Trasformada
de Hilbert y su accion sobre las funciones de Hermite, las cuales definiremos a partir de los
polinomios de Hermite. Algunos resultados utilizados en esta parte se pueden ver en [6].

Los polinomios ortogonales de Hermite llevan su nombre en honor al matematico francés
Charles Hermite (1822-1901). Aparecen por primera vez, a raiz de la resolucién del problema

del oscilador arménico unidimensional en Mecanica Cuantica y estan definidos por

2dn 2
b, (7) = (—1)"e" —e . 3.1
(2) = (-1)e e (31)

La ecuacién (3.1) es conocida como la férmula de Rodrigues. Haciendo cdlculos sencillos

con algunos valores de n obtenemos que los primeros polinomios de Hermite son

Po(z) =1, &1(v) =21, &o(w)=42"—2, &3(z)=8s"—12z.

Figura 3.1. Grdfico de los primeros cuatro polinomios de Hermite.

53
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A partir de la férmula de Rodrigues podemos deducir las siguientes igualdades

B () = (1) e = e ()] = e 20 (1) — (1)

de donde se obtiene que los polinomios de Hermite satisfacen la férmula de recurrencia
P, (x) =220, 1(x) — D, _(2). (3.2)

Si se aplica esta férmula recursivamente se deduce que @, es un polimonio de grado n

’ . ;. / — 2
cuyo término n-ésimo es (2x)". Ademds como e™*

es una funcién par, @, es par o impar
dependiendo de si n es par o impar.
La funcién generatriz de @,, viene dada por

e}

2 e R, (3.3)

n=0

Derivando la expresion anterior con respecto a x tenemos lo siguiente

- P, () moo— p2ut—t = f:

n=0 n= n! =
— QZ ]_1 i,

donde la ultima igualdad se obtiene haciendo la sustituciéon n = j — 1. Igualando coeficiente

a coeficiente, obtenemos
P, =0, ¢, =2nd,_; paran > 0. (3.4)
Combinando (3.2) y (3.4) obtenemos la férmula recursiva

D, (x) =22 P, 1(z) — 2(n — 1) D,_o(x). (3.5)

Una gran cantidad de problemas fisicos estan descritos por ecuaciones diferenciales en las
que interviene un operador Laplaciano. Matematicamente, estas ecuaciones corresponden a
casos particulares del problema de Sturm-Liouville. Los polinomios de Hermite también se

pueden obtener como un caso particular de soluciones a un problema de Sturm-Liouville.
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Mostraremos ahora propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Hermite. Recorde-
mos que las medidas absolutamente continuas p en R son aquellas para las cuales existe una

funcién w no negativa, tal que

pu(dzr) = w(x) de.

La funcién w se llama funcion de peso.
Considerando en particular la funcién de peso w(z) = e ', se define L2(R) como el
espacio de todas las funciones medibles tales que
00
/ [f(2)]2w(z) dz < oo. (3.6)
No se hace distincién entre las funciones que son iguales casi siempre. Para f,g € L2 (R)

se define el producto interno en L?(R), como

(f, 9o = / " f@)g(@)w(a) dr. (3.7)

El siguiente teorema permite dar otra caracterizacién de los polinomios en cuestién y

retine propiedades que permitirdn luego caracterizar a las funciones de Hermite.

Teorema 3.1. Los polinomios de Hermite { ®,},>0 son ortogonales en R con respecto a la

funcion de peso w(x) = e, y

18,113, = 2"nt/r. (3.8)

DEMOSTRACION. Sea f un polinomio. Entonces

22 d" 2

(f, Pn)ow = / F(2) @y ()™ dx:/ fl@)e ™ (=1)"e %e_x dx

= (-1)" /Z F@) Lo e

dz™

Integrando por partes tenemos

a dn—l

dr—1 2 o 2
(=1 / Fla) e e e (39)

(f, Bo)ow = lim (—1)"f(x) -

a—o0 dxn—1

El primer término del lado derecho de la igualdad (3.9) es el producto de la funcién e’

por un polinomio, este término se hace cero cuando a — +o0, por lo que

(fs Pn)ow = (—1)"+1/_ f’(:v)dcj:;_l e dx.
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Si repetimos el proceso (integracién por partes) n veces, nos queda
> 2
<ﬁ%hw4—wm/‘ﬂWmawm.
—00

Tomemos f = &,,, con m < n, entonces f™ = 0y asi (f, ®,)2., = 0. Esto prueba la
ortogonalidad de @,,. Por otra parte si f = @,, aplicando reiteradamente la fémula de (3.2)
n veces obtenemos que el término n-ésimo de @, es (2z)", lo que implica que £ (x) = 2"n!.
Asi

1 2al3. = 2”77,!/ e dz = 2"nl\/7.

o0

Maés atin, se cumple que { @, },,>0 es una base ortogonal del espacio L2 (R). Para demostrar

este hecho usamos los siguientes resultados previos.

Proposicién 3.2. Sea f una funcion definida en R tal que | f(z)|e?™*le=*" es integrable en

R para todo t € R. Si para todo polinomio P

(/:ﬂ@Pukﬂﬂmza

entonces f(x) =0 c.s.

= (2mitz)"
DEMOSTRACION. Como 2™t — Z y
o n!
Z (2mitx)" < f: |2mta|” ey
—~ n! e n!

el Teorema de convergencia dominada aplicado a la sucesién de sumas parciales de la serie

implica que

/OO eQﬂ-itmf(%')@imz dr = i w /OO gy”f(:lj)e*gﬁ2 dx = 0.

Por el Teorema de inversién de Fourier f(z)e " =0y asf f =0 c.s. [

Lema 3.3. Sea {®,}2, la sucesion de polinomios de Hermite. Entonces todo polinomio de

k

la forma x* se puede escribir como combinacion lineal de Py, ..., Py.
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DEMOSTRACION. Si k = 0 se tiene el resultado ya que 2° = 1 = &,. Supongamos que se
n
cumple para k = n, es decir, 2" = Z cx Pr(x) y veamos que vale para k = n + 1. Notemos
k=0

primero que las igualdades (3.2) y (3.4) implican que

P, (z) = =[Pri1(z) + 20D, (x)], n>0.

N | —

Entonces usando esto y la hipdtesis inductiva tenemos

i — Z cx P () = cox + Z cxr Pp(z) = go@o(x) + g[@kﬂ(x) +2n Py ()]
k=0 k=1 k=1
Asi se completa la demostracion del lema. |

El Lema anterior nos permite afirmar que para cada n € N el espacio lineal generado
por los n primeros polinomios de Hermite coincide con el espacio lineal generado por los

polinomios de grado menor o igual a n.
Teorema 3.4. El conjunto {®,},>0 €s una base ortogonal de L2 (R).

DEMOSTRACION. En vista del Teorema 3.1 basta ver que el sistema ortogonal {®,},>¢
es completo. Sea f € L2(R) tal que (f, )2, = 0 para todo n, entonces por el Lema
3.3 para todo polinomio P se tiene que (f, P)s,, = 0 y ademds usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, tenemos

o0 9 o0 9 1/2 o0 9 1/2
/ f(x)€\2wtx|€fm dr < (/ |f(x)efx /2|2 dl’) (/ ’6|27rt:r\67:p /2|2 dI)
00 1/2 oo 1/2
= (/ |f ()P dw) (/ erltel g=2* dx) < 0.

Las dos tltimas integrales son finitas ya que f € L?(R) y

/ €4ﬂ\m|€712 dr = / 67(12747r|t:v|) dr = 2/ 67(:1:2747r\t|x) dr
—00 —00 0

26471'2|t\2 /OO 6—(w—2w\t|)2 dr = 2647r2\75|2 /OO 6—(\/§($—27r|t\))2/2 dr
0 0

Haciendo el cambio de variables s = v/2(x — 27|t|) obtenemos
/OO 647r|t:v|6—302 dr = i2647r2\t|2 /OO 6—52/2 ds = i2647r2\t|2 V2m _ ﬁ€47r2|t|2.
—oo \/§ 0 \/§ 2

Asi se satisfacen las hipotesis de la Proposicion 3.2 y se sigue que f =0 c.s. [ |
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Nuestro siguiente paso es definir a las funciones de Hermite.
. . _ 2 - . . .
Si consideramos G(x) = e */? la funcién Gaussiana, las funciones de Hermite i, se

pueden definir como el producto G(z) @, esto es,
on(r) =P,

Esbozamos las gréficas de las tres primeras funciones de Hermite en el intervalo (—2,2)

en la siguiente figura.

Figura 3.2. Grdfico de las tres primeras funciones de Hermite en el intervalo (—2,2).

La propiedades de las funciones de Hermite se pueden derivar de las de los polinomios
y como veremos, ellas también forman un sistema ortogonal, pero ahora con respecto a la
medida de Lebesgue, es decir, de ahora en adelante trabajaremos en el espacio L*(R). El
siguiente teorema resume las propiedades mas importantes de esta familia de funciones y

representa un resultado clave para la demostracion del teorema principal del capitulo.

Teorema 3.5. Las funciones de Hermite {©, }n>0 son una base ortogonal de L*(R), es decir,

son ortogonales respecto a la funcion de peso w(x) = 1, y satisfacen

ron(T) + ¢, (2) = 2npna(2), (3.10)

ron(r) — 0, (2) = @pii(). (3.11)

DEMOSTRACION. La ortogonalidad de {¢, }n>0 se sigue del Teorema 3.1 y de la siguiente

igualdad

<90n7 §0m>2 = / @n ¢m67$2 dr = <¢n7 ¢m>2,w~

[e.9]
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Esta igualdad nos dice ademés que ||¢,[|3 = || @5, = 2"n!y/7. La completitud de
{©n}nz0 es consecuencia del Teorema 3.4. Para demostrar (3.10) sustituimos &, = ¢, (x)e*"/?

en la ecuacién (3.4) y obtenemos
2ne” 2o () = [ Ppa()] = e Plopa(r) + ¢, ()], (3.12)

de donde 2ny,_1(z) = zp,(z) + ¢, (x). Para obtener (3.11) usamos la férmula (3.5) rem-

plazando n por n + 1 y asi

Pr1 () = 2200 (2) — 2nPn-1(2) = 2200 (x) — [20n(2) + ¢, (2)] = 2o (z) — @ (2).
Asi queda probado el teorema. [ |

De la definicién de las funciones de Hermite y con ayuda del teorema que acabamos de
demostrar, podemos dar una propiedad importante de estas funciones y sus derivadas de
primer orden.

Como ¢, (x) = e~/ &,,, haciendo un razonamiento analogo al que se hizo con los poli-
nomios de Hermite se deduce que para un n fijo, ¢, es una funcién par o impar dependiendo
si n es par o impar. Por otra parte, si despejamos ¢/ (z) en la relacién (3.11) del teorema

anterior, esto es

on(r) = zon(z) = Pnia(a),

podemos deducir que si n es par, entonces ] es impar ya que las funciones zy,, y ©,41 son
impares. Andlogamente si n es impar entonces ¢/, es par pues es este caso Ty, ¥ @ni1 Son

funciones pares.

Para demostrar el teorema principal del capitulo no necesitaremos una expresion explicita
para la transformada de Hilbert de ¢, pero si algunas propiedades de Hy,.
Antes generalizamos el resultado dado en la Proposicién 2.6 del capitulo anterior de la

siguiente manera: Para k > 0, si z¥f € L?(R), 1 < p < oo, entonces

k-1
H(a" f) (@) = 2 H f(z) + % ot / o F(t) dt. (3.13)

o)
— 00
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En efecto,
oo 1k
mﬁﬁ@):-ﬁp/‘ig?ﬁ

o T
1 < f(t) 1 (k= 2F) f(t)
B B

1

= 2"Hf(x)+ ;V.p. /OO zH((t/2)* — V() d

t

o r—1
= o"Hf(z)+ %V.p. /OO Ul 1)332:_60 (t/)' 1) dt
— FHf()+ /ﬁa E:tﬁr

= 2*Hf(2) Z’Hl/tﬂ

Si despejamos H f(z) en (3.13) y hacemos un cambio en el indice de la suma obtenemos

lo siguiente
Zx—ﬂ/ 1 ()dt+w. (3.14)

Notemos que usando la definicion de la transformada de Hilbert tenemos

1 t
Hg(x) = —lim 9) dt
T e—0 |z—t|>€ x t
1 t 1 t
— ~lim 90 gL QI
T e0 Jeclot<1 T — 1 T Jig—tj>1 & — 1

N = R A PR N

T —1 Tz —1 o—t|>1 & —1

~ Ll de—h / g()dt+1/ 9() g

e<Jz—tl<1 T — T30 Jeclotj<t T — 1 a—t|>1 L —1

1 g(t) — g(z) 1 g(t)
= —— lim —d dt.
t+ — / t

€0 e<|z—t|<1 t—x z—t|>1 xr—t

1
dt = 0.

La ultima igualdad se sigue ya que lim

e—~0 e<|z—t|<1 L —
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Luego,
1 t) — 1 t
How)| < Lim 1))y L[ o0,
T 20 Jeclz—t|<1 t—x T Jjw—t[>1 |z — ¢
1 t) — 1
< Zlim M dt+_/ lg(t)] dt.
T e=0 e<|z—t|<1 t—x T Jiz—t|>1

Sit e {e<|z—t| <1}, por el teorema del valor medio de Lagrange existe £ entre t y «

tal que
g(t) B g(l‘) / /
—_r | = < .
— 19 < 19l
Asi,
1 , 1
[Hg(z)] < — 19/ l|0 dt + = |g(t)] dt
T Jiz—t|<1 T J|z—t|>1

2 1
< —llg'lle + =gl
7 s

= C(llg'lls + llglh)-

Si g es una funcién integrable tal que ¢ existe y es acotada, lo anterior nos permite

escribir la ecuacion (3.14) como sigue

k

Hf(x) = %Zx‘j /OO () dt + o(x7F). (3.15)

j=1

Usaremos la expresién (3.15) para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6. Hy,, satisface las siguientes propiedades:

(1) Para todo n >0, Hp, € C*(R).
(2) Sin es impar, Hp, es pary

[Hen(z)] < Culz|™ y [(Hew)'(2)] < Culz] ™,

Ademds / Hyp, =0.
R
(8) Sin es par, Hp, es impar y

[Hen(z) = Moz ™| < Calz| ™y [(Hen)'(2)] < Cula| ™,

(e}

1
donde M,, = —/ On-
T

—0o0
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DEMOSTRACION. La primera afirmacién se sigue derivando repetidamente bajo el signo
de la integral, esto es, (Hp,)*) = HoP,
Cuando n es impar, las integrales en R de ¢, ¢! v x¢!, son iguales a cero, esto se justifica

notando que las funciones ,, y x¢/, son impares y, por otra parte tenemos que

@, espar, ¢n(0)=0 y lim ¢,(z)=0,

T—r00

lo que permite escribir

00 0 b
/ o (t) dt = 2/ o (t)dt=21lim [ ¢ (t)dt = 2blim ©n(b) = 0.

50 b—o0

Usando la férmula (3.15) para k =2y f = ¢, tenemos

Hon(x) = %x_l /00 on(t) dt + %x_Q /OO ton(t) dt + o(z™?)

[e.9] —00

1 o
= —a? / ton(t) dt + o(x7?).
m _

oo
Entonces,

1 o0
Heaall < |2 [~ e+ ota A = el

Ahora usamos (3.15) con k =3y f = ¢,

1 > 1 o 1 >
Hyl () = —x_l/ ol (t) dt—{—;x_z/ tl (t) dt—i—;x_?’/ 20l () dt + o(z?)

T —00 —00 —00

1 o0
= —x3/ 2ol (t) dt + o(z™?).
™ —0o0

1 o0
<l [ ea dt‘ T lo(z)| = Cula|

Por otra parte, si n es par, ¢, es par y Hy, es impar. Ademds xp, y ¢/, son impares.

Tomando k =3y f = ¢, en (3.15) nos queda

1 > 1 o 1 >
Hp,(x) = —x_l/ ©n(t) dt—{—;x_z/ ton(t) dt—i—;x_?’/ t2on(t) dt + o(z7?)

™ —00 —00 —00

1 > 1 o
= —z7! / on(t) dt + —:1:'3/ 2o, (t) dt + o(z7?).
m ™

—00 —00
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De donde

1 > 1
‘H(pn(az)—;x_l/ cpn(t)dt‘ < -

oo s

x_?’/ t2g0n(t) dt' + ]0(:1:_3)| = Cn|x|_3.

Por tltimo hacemos k =2y f = ¢/, en (3.15) y obtenemos

1 & 1 o0
Hyl (z) = ;xl/ @l () dt + ;:UQ/ t! () dt + o(x~?)

—00

1
— 2o [t ®dt o),
s

—00

y asi

() (@)l = | H ()] < ~

1:_2/ !l (t) dt‘ +lo(z™)| = Cy|z| 2.

o0

Falta demostrar que para n impar / Hy, = 0. Sumando las férmulas (3.10) y (3.11)
R

obtenemos

20, (%) = 2npp_1(z) — Pny1(x).

Aplicando H a la igualdad anterior nos queda

2Hen) (x) = 2nHpy 1 (2) — Honia (), (3.16)

Integrando ambos lados de (3.16) y usando que (Hy,)" es impar se deduce que

Qn/Hgon 1 dﬂ?—/HWnH

Entonces para demostrar que la integral en R de Hy, es cero para todo n impar, es

suficiente probar que es cero para n = 1. Para ello notemos que
—2pp(x) = (—2e7"72) = —2(—ze ™™ ?) = 227/ = iy ().

Por lo tanto,

/Z Hoq(z) de = =2 /Z Hepy(z) de = —2 /OO(HSDO)/@) dz.

Como Hyy = (Hpp) es par y Hpo(0) = 0 entonces
b

/_OO Hoi(z)de = —4 /OOO(HgOO)’(a:) dr = —4 lim | (Hego) (v)dx

b—o0 0

= —4lim (Hygo(b) — Hpp(0)) =0

b—oo

La ultima igualdad se sigue ya que H, decrece a cero en el infinito. |
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Teorema 3.7. La ecuacion H(Hp,) = —p, se satisface para todo n > 0. En consecuencia,
{Hp,} es una base ortogonal de L*(R) y la transformada de Hilbert se puede extender como

una isometria a L*(R).

DEMOSTRACION. La demostracién del teorema es bastante amplia, por lo que la haremos
por pasos:
Paso 1.
Sea 1, = Hp,, n > 0. En primer lugar veamos que H4u), satisface la misma relacion de

recurrencia dada por (3.11) en el Teorema 3.5, es decir, que H1,, satisface la relacién

Hppy (1) = 2H () (x) — (Hy) ().

Para demostrar esto aplicamos la transformada de Hilbert a ambos lados de la igualdad

(3.11) y obtenemos

Hepna(z) = H(zen)(x) — H(g,)(z).

Usando la Proposicién 2.6 y la propiedad de la transformada de Hilbert de la derivada de

una funcion se tiene

Howale) = s(Ho)(@) =3 [ oty di— (He) (o),

[e.e]

1 [e.e]
lo que equivale a escribir ¢, ;(x) = —,/(z) + z¢,(x) — M, donde M, = _/ On.
™ —0o0
Aplicando nuevamente la transformada de Hilbert obtenemos

Hipp 1 (1) = =(How)' () + H 2zt — My) ().

Consideremos dos casos:

e Sin esimpar, entonces @, es impar. Por lo tanto M,, = 0y H(z¢,,)(z) = x(H,)(x)

por la Proposicién 2.6. Luego

Hipyy i (2) = =(Hipn) (2) + 2 H (¢0) (2).
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e Sin es par, ¢, es par y ¥, = Hyp, es impar. Usando esto y la transformada de

Hilbert truncada tenemos

Ho (2, — M) (z) = 1 /t|> (z = t)pulz —1) = My,

t
_ Gl et 1 < . %)
- —— dt /M Yoz —t) + dt

[t]>e

1
= ) (z) — = Wz —t)dt — = =
)~ [ /||

Tomando limite cuando € tiende a 0 tenemos

H(zp, — M) (x) = z(H,)(x ——/ wnx—tdt——vp/ —dt

1 1
El término —/ Yoz —t)dt = —/ ¥, (s)ds es cero, ya que v, es impar. El
T ) T ) o

término que involucra a M, también es igual a cero y se verifica de la siguiente

>~ 1
Vp/ —dt = an.p./ gdt:O.

Asi, para todo n > 0 se cumple

manera

Hipni g (x) = wH(Un)(x) — (Hw)' ().

Paso 2.

En segundo lugar veamos que H1y(x) = —po(x), lo cual es equivalente a demostrar
V2/m(HD)(z) = =G(x),
donde D(z) = e=*/2 IN e”/2 dt, ya que,
po(r) = e/ =G(x),

Yolz) = Heg(x) = H(e ™ /?) = \/%6”‘”2/2 /0 "t gy — \/gD(x).

Notemos que

D/(x) — i (6x2/2 /96 et2/2 dt> — _l,efxz/Q /36 ez‘,2/2 dt + efxz/Qexz/Q,
dx 0 0

es decir, D'(x) = —zD(x) + 1. Aplicando H a ambos lados nos queda

H(D')(z) = —H(«D)(x) + H(1)(z) = —zHD(z / D(x (3.17)
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Lo anterior se sigue usando la Proposicién 2.6 y notando que H(1)(z) = 0. La ultima
integral de (3.17) es cero pues D es una funcién impar. Asi (HD)'(z) = —xHD(z), la cual

es una ecuacion diferencial que se puede resolver utilizando un factor integrante como sigue

(HD)(z)+xzHD(z) = 0

¢ P(HD) (z) + ze® ?HD(z) = 0
d [ .
PHD(@)) = 0.
dx ( (z)
Integrando se obtiene HD(x) = Ce /% donde C' es una constante. Si utilizamos la
condicién inicial HD(0) = —+/7/2 obtenemos lo requerido. Sera suficiente entonces verificar

que la igualdad HD(0) = —/m/2 se cumple. Para 0 < A < 1, consideremos la funcién

—x2/2 Az
:/ ¢ / et/2 dt da.
R 7 0

Entonces

—z2/2
[/()\) — / € / xe)\2x2/2 d$ — / e,x2/26A2x2/2 d:L- _ / 67(]_7)\2)x2/2 dw
R L R o

— / e (VI=N /2 gy
R
Haciendo el cambio t = v/1 — A2z, tenemos

1
V2T

1 2
[’)\——/ P dr = V2 ——.
W= " T

A
1
De aqui se deduce que I(\) = v/ 27r/ > dt = v/2m arcsen(\). Luego
0 —

(HD)(0) = lV p. / D(=z = —V p. / —D(z = —lv.p D(z) dx

:——Vp/ - / t/zdtdx———f() ! 2%2— /2.

Paso 3.

La relaciéon (3.11) y las igualdades que obtuvimos en los pasos 1 y 2, es decir, las tres
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igualdades siguientes
Pn+1(T) = TPn(T) — 03, (2),
Hpy i () = 2(Hoon)(x) — (Hipn)'(2),

Hy = —py,

nos permiten demostrar por induccién que Hvy,, = —¢,, para todon > 0. En efecto, sin =1

se tiene
Hypy(x) = z(Hipg)(z) — (Hpg)' () = —200(x) — (—p0) (z) = —(200(2) — (7))
= —p1(v)

Supongamos que la igualdad se cumple para n = k, es decir, Hi(z) = @r(z) y veamos que

vale para n = k + 1, esto es,

Hppy1 (2) = 2(Hy) () = (Hn) (2) = —won(@) = (=on)'(2) = —(2px(7) = i (2))
= —prt1(2).

Paso 4.

Ahora veamos que

<¢H7H¢m>2 = _<H(pn7wm>27 (318)

para todo m,m. Probemos la igualdad (3.18) primero para la transformada de Hilbert
truncada. Las propiedades de decrecimiento de ¢, y v, permiten aplicar el Teorema de

Fubini, y asi

(Pn, Hpm)o = /_OO wn(x)l/ ¢m—(tgdtd:c

00 T J|g—t|>e L —

_ /Z (_%/“X%dx) Don(£) dt

= <_H6§0n7 wm>2

= _<H6S0n7 wm>2

Veamos ahora que

e—0 e—0
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Manipulando algebraicamente el lado izquierdo de la igualdad (3.19) se tiene

15%<(PnaHewm>2 = 11_{% n(T)Hetpp () d

R

1 t
= lim [ ¢,(x) (—/ Ym(t) dt) dx
=0 Jr T J|z—t|>e T —1
1
= lim— [ ¢,(x) (/ Ym(®) dt —|—/ 280 dt) dx
=07 Jr e<le—tj<1 T — 1t lo—t[>1 £ —1

~ lim 2 Rson(x) (/@ - Ymlt) = ¥m(2) dt+/| wm—(tt)dt) dz.

e—0 T r—t a—t|>1 T —

Ahora, consideremos la funcién

o) =) ([ Ll [ Le0),

Por el Teorema del valor medio de Lagrange existe £ entre x y t tal que

Vi (t) — V()

L =Vnl®) )
Entonces
n(t) = () (D) )
d d
e I B e L N e

|on (2 <
< Jpnl |(/€<Ix W@l /| lalar)
|on (2 (

Ood m
) /| o e \h)
< Clon@I¥loe + [Emll):

y Om|90n‘ € L1> donde Cy, = C(Hqﬂn”oo + menl

Asi, por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue

ingon, Hoide =ty [ (o) /| » dt + /| at) ds

x—1 :rft\>1$_t

oo /R(Pn(x) (11_% /e<|ac—t|<1 x—t at /|z—t>1 r—t at ) de
= <90n7£i£% He¢m>2'

Siguiendo un procedimiento analogo al anterior demostramos que

hm< e@na¢m>2 - <hm He@nﬁbm) (320)
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En efecto, haciendo célculos similares obtenemos que el lado izquierdo de la igualdad

(3.20) es igual a lo siguiente

Hm(H. o, V) = lim = [ ¥, TR g dt | dex,
iy i) = iy [ 40 </6<H<1 et ) ) do

o—t|>1 L —

y usando el Teorema de convergencia dominada al igual que antes se obtiene el resultado.
Combinando la igualdad (¢, Hm)e = —(Hepn, ¥m)2 con (3.19) y (3.20) obtenemos lo

deseado.

Paso 5.

De los pasos 3 y 4 tenemos,

<(pmH¢m>2 = _<H90n7wm>27
Hyy = HHpy) = —0m.

De las dos igualdades anteriores se tiene lo siguiente

<90mem>2 = <90n>H<HSDm)>2:_<SDn,QOm>2

_<H§0n7 wm>2 = _<wn> ¢m>2

de donde (©,, Pm)2 = (¥n, ¥m)2. Como {p,} es un sistema ortogonal de L?, por la igualdad
anterior la sucesién {1, } también es un sistema ortogonal de L?. En particular si n = m se

tiene ||@nll2 = [|¥nlle = [|H@nll2, es decir, H es una isometria sobre las funciones de Hermite.

Paso 6.
El préximo paso es extender H como isometria a todo L? y lo haremos de la siguiente
manera. Como las funciones de Hermite {, } son un sistema ortogonal de L?, dada f € L?

escribimos

_ = <f790n>2 o - <fa§0n>2
DV Y AP I TN

n=0 n=0

Entonces

_ = <f7§0n>2 _ - <f>§0n>2
Hf = ;M ﬁﬂwn—;m N ia

donde la suma converge en L?. De estas igualdades se sigue que para toda f € L?
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) 15, —Z'f’*”” — £l

2nnl\/m
(2) (Hf,Yn)2 = <f Pn)a-
(3) HHf)=—.
Paso 7.

Falta ver que {t¢;} es completo. Sea f € L? tal que (f, )2 = 0 para todo k. Como
0= (f,Yr)2 = —(H(Hf), V)2 = —(Hf, pr)2 para todo k, entonces Hf = 0y asi f = 0.

Esto completa la prueba del teorema. [ |
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