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Resumen

Ulianova Lopez Castillo
Universidad Central de Venezuela

Dr. Lorenzo Leal, Tutor

Se estudia la formulacién de Schwinger para el electromagnetismo con fuentes eléctri-
cas y magnéticas. Se resume el método de Dirac para la cuantizacion de sistemas singulares
y la formulacion de caminos, ciclos y superficies, orientada al estudio del campo electromag-
nético con cargas eléctricas y magnéticas estaticas. Se determina la estructura de la funcion
de onda exigida por la ligadura de Gauss y se interpreta geométricamente cierto factor de
fase de dicha funcion, que permite eliminar la carga (o el monopolo) de la descripcion, a

expensas de tratar con funciones de onda multivaluadas.
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Introduccion

El campo de Maxwell, al ser un campo de calibre, admite una representaciéon ge-
ométrica que se conoce como la representacion de ciclos. En ella, la ligadura de Gauss, que

genera las transformaciones de calibre espaciales, se satisface automaticamente.

Por otra parte la teoria de Maxwell puede escribirse en forma simétrica con respecto

a los campos eléctrico y magnético, si se incluyen cargas magnéticas y sus respectivas

corrientes. Dirac [7, 8] desarrollo una teoria del electromagnetismo con cargas magnéticas,

que podria, explicar la cuantizacién de la carga eléctrica. En efecto, la consistencia entre
el electromagnetismo y la mecanica cuantica conduce a la relacion

eg 1

47 §n’

donde e y g son las cargas eléctricas y magnética elementales, y n es un entero.

En esta tesis se estudia la cuantizacion del electromagnetismo con una carga eléctrica y
otra magnética, estaticas, en representaciones geométricas apropiadas. Se partira de una ac-
cién propuesta por Schwinger, se realizaré la cuantizaciéon canénica y se exploraran algunos
aspectos geométricos interesantes que surgen al formular la representacion geométrica. En
particular, se observa que las fuentes (esto es, la carga eléctrica o la magnética), pueden “ab-
sorberse” en un factor de fase que produce condiciones de borde singulares para la funcion

de onda.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el primer capitulo, se realiza una revision del método de Dirac para sistemas sin-

gulares. Dicho método no se aleja de lo que es el método canonico, que serd muy util para



hacer la cuantizacion.
En el segundo capitulo se resume la formulacion de caminos, ciclos y superficies.

En el tercer capitulo se detalla la cuantizaciéon del campo de Maxwell libre, es decir, sin
fuentes y la representacion de camino de dicha teoria a modo de ejemplo para el desarrollo

que sigue.

En el cuarto capitulo se estudia la cuantizacion del electroméagnetismo con cargas
eléctrica y magnética estaticas, partiendo de la formulacion de Schwinger para el electro-

magnetismo con fuentes eléctricas y magnéticas.

Por ultimo, en el quinto capitulo empleamos los resultados obtenidos en el capitulo
precedente para realizar el estudio de la formulacién geométrica. Se realiza la interpretacion
geométrica del factor de fase que adquiere la funcion de onda, cuando se hace desaparecer
la carga eléctrica o magnética del hamiltoniano y de la ligadura de Gauss; y la relaciéon que

esta tiene con la carga eléctrica y con el monopolo.



Capitulo 1

1 Formalismo Hamiltoniano

En este capitulo nos dedicamos a resumir los elementos bésicos de la formulacion
hamiltoniana de una teoria, como paso previo al estudio de la cuantizacion candnica de
ciertas teorias, de campo.

Si uno quisiera hallar las ecuaciones de movimiento para cualquier sistema mecénico,
serfa lo mismo considerar las ecuaciones de Fuler- Lagrange, que las ecuaciones de Hamilton:
por ambos lados llegamos a las ecuaciones de movimiento. Es decir, existen dos caminos,

la formulacion lagrangeana y la hamiltoniana.

1.1 Formulacién Lagrangeana

Sea L(q;, q;,t) el lagrangeano de la teoria, se define la accion:

to

5= /L(qi,q,»,t), (1.1)

t1

donde ¢; y ¢; son las coordenadas y velocidades generalizadas, respectivamente. Se postula

un principio variacional, obteniendo como resultado las ecuaciones de Euler- Lagrange:

OL d (0L
o5 =0 (12)



Una vez obtenidas las ecuaciones de Fuler- Lagrange para la teorfa, sélo queda re-

solverlas y asi obtendremos la evolucion de dicho sistema en el tiempo.

1.2 Formulaciéon Hamiltoniana

Definimos los momentos conjugados como:

oL
i = - 1.3
P 94 (1.3)
Se define el hamiltoniano a partir de una transformacion de Legendre como:

donde se supone que ¢; ha sido obtenido al menos implicitamente, como una funciéon de las

coordenadas y de los momentos conjugados, mediante el uso de la ecuacion (1.3). Se postula

un principio variacional tomando los ¢; y los p; como variables independientes, obteniendo

como resultado las ecuaciones de Hamilton:

. oH
q; = Ipi

. 0H
pi = 0,

Definimos los corchetes de Poisson como:

0A 0B

{A(q,p),mq,p)}:z(

=\ 9q; Op;  Op; Oq;

(L.5)

(1.6)

8AaB>. wn



La dindmica escrita en términos de corchetes de Poisson estara dada por:

A={AH}, (1.8)

para cualquier objeto fisico (donde objeto fisico es aquel que cumple con A = A (q,p)).

En este punto se tiene toda la base para realizar la cuantizacion, ya que el formalismo

hamiltoniano estd completo y solo faltaria aplicar los postulados de la mecanica cuéntica.

Ahora bien, este formalismo es valido siempre y cuando se pueda despejar de la ecuacion
(1.3), las velocidades en funcion de los momentos conjugados y las coordenadas, obtenién-

dose

¢ = Gi(q,p) - (1.9)

Si se cumple lo dicho anteriormente, diremos que el lagrangeano es no singular. Es im-
portante resaltar que si no se puede despejar las velocidades en funcién de los momentos

conjugados y las coordenadas, la ecuacion (1.3) generara relaciones del tipo:

Gm (i, pi) =0, (1.10)

indicaAndonos que no todos los p; y los ¢; son independientes. Este tipo de relaciones son

llamadas ligaduras primarias.

Dirac en 1964 [1] propone un método hamiltoniano que toma en cuenta el caso de

lagrangeanos singulares, sin alejarse de lo que es el método canénico.

1.3 Meétodo de Dirac [1][2]]3]

Este nuevo formalismo debe tomar en cuenta las ligaduras primarias.
Consideraremos la variacion funcional de H:

) ) oL oL )
OH = 0¢;p; + Giop; — (Gq-) 0q; — (aq-) 04




usando la ecuacién 1.3 obtenemos:

oL
0H = 6¢;p; + ¢iop; — ( ) 0q; — pidg;
dq;
finalmente:
oL
OH = ¢;0p; — 0q; 1.11
Gi0p; (8%) gi (1.11)

Podemos observar que la variacion funcional de H, depende de d¢; y de dp;, aunque

estas no sean independientes. Es decir, en cualquier caso H puede ser expresada como
H = H(q:, pi)-

Ahora se deben hallar las ecuaciones de Hamilton, teniendo en cuenta la posibilidad de

que los ¢’s y p’s no sean independientes. Para ello se utiliza el método de los multiplicadores

de Lagrange.

Definimos entonces un nuevo lagrangiano:

L/(Qiapia Um) = L(Qia Qiyt) - ZUm¢m (Qiapi>

= S 0its — H (9, 0) = XUnom (1.12)

donde U, son los multiplicadores de Lagrange y ¢,, son las ligaduras primarias.

Ahora aplicamos el principio variacional al nuevo lagrangeano. Obtendremos:

oL _d (o _
o0& dt \0& )

donde £ = {Qiupia Um}

Calculando las ecuaciones dindmicas para cada una de las variables se obtiene:

. _ OH(gi,p:) b (i i)
b= = Un—g (1.13)
- 0H(qpi) . Obwm (gi,pi)
pi= 24 N (1.14)
Om (¢i,pi) = 0. (1.10)



Definiendo el nuevo Hamiltoniano como:

las ecuaciones anteriores quedan expresadas como

. 1.1
 OH (g )
Gm (g3, pi) = 0. (1.10)

Si tomamos en cuenta la definicién de los corchetes de Poisson, mediante la ecuaciéon

(1.8), podemos escribir las ecuaciones de Hamilton en el formalismo de Poisson de la forma:

pi = {pi, H*(qi, pi) } (1.18)
¢ = {ai, H*(qi, pi) } (1.19)
Gm (¢G5, i) = 0. (1.10)

Tomando la ecuacion (1.19) y desarrollandola, vamos a la llegar a siguiente expresion:

4 = ¢, H* (¢, pi) } = {a0i H (45, p:) + U, (¢, 03) }

G =1, H (¢, i)} + U A@,> &m (@, i)} + {2, U} Om (€, 0i)-

Se puede observar que no es necesario calcular el corchete correspondiente a {g;, U, },

pues éste esta multiplicado por ¢,, que es igual a cero.

Es importante hacer notar que no se deben sustituir las ligaduras en la dindmica antes
de calcular los corchetes de Poisson, pues ellas forman parte de la dindmica del sistema.
Para recordar esto se introduce una nueva notacion mediante la cual la ecuacion (1.10) se

expresa de la forma:

Om (gi, pi) = 0, (1.20)
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donde “~” se lee como “débilmente cero”. Esto quiere decir que no todos los corchetes de

Poisson de las ligaduras con las variables candnicas son cero.

Para que nuestra dindmica sea consistente, se deben preservar las ligaduras en el tiem-

po, dando como resultado:

Om (i, Pi) = {0m (@i, pi) s H* (¢i,0i) } = {Dm (@i, 0i) s H (i, 0i) } + U { &y P} (1'21)

Esta ecuacion puede generar cuatro situaciones, las cuales son:

i.- Una inconsistencia como (1 = 0), indicando que el lagrangeano genera ecuaciones de
movimiento inconsistentes. Si esto ocurre, el problema se abandona, pues es totalmente

inconsistente.

ii.- Una igualdad del tipo (0 = 0). Esta se puede satisfacer de dos formas:

a) Cuando la expresion resultante del corchete de Poisson es idénticamente igual a cero.

b) Cuando la expresion resultante del corchete de Poisson es una funcion de las ligaduras,

y se anula como consecuencia de estas.

iii.- Se pueden encontrar relaciones entre los p y las q, independientes de las ligaduras

primarias. Estas relaciones son llamadas ligaduras secundarias y son de la forma:

x(gi,pi) =0 (1.22)

iv.- Se pueden encontrar relaciones que determinen a las U, en funcion de los p y de las ¢,

de la forma:

Este proceso se repite cuantas veces sea necesario hasta que solo ocurra (ii) 6 (iv), ya
que si ocurre (iii), tendriamos que repetir el proceso, es decir, se calcula la preservacion en

el tiempo.



En este momento tenemos dos conjuntos de ligaduras:
Om (i, Pi) m=1.M Ligaduras primarias
Xk (4is pi) k=1.K Ligaduras secundarias
Se puede reunir estos conjuntos en uno general:
(4, i) j=l.M+K=J (1.24)
Ahora diremos que un objeto O es de primera clase, si se cumple:
{0 (g pi)} =0 VJ (1.25)
Y diremos que un objeto O es de segunda clase, si se cumple:
{0, n;(¢i,pi)} #0 al menos para un J (1.26)

Se puede observar que el Hamiltoniano H* es un objeto de primera clase, pues conmuta
con todas las ligaduras, quedando esto plenamente establecido al imponer la preservacion

en el tiempo de estas, mediante la ecuacion (1.21)

Ahora podemos dividir en dos grupos el conjunto de todas las ligaduras:

- Ligaduras de primera clase, son aquellas que cumplen con (1.25); y las denotaremos por:

»i(q,p) =0 1=1...1

- Ligaduras de segunda clase, son aquellas que cumplen con (1.26); y las denotaremos por:

o(q,p) =0 I=1..N=J-1



1.4 Cuantizacién en el caso de ligaduras de primera clase:

Si todas las ligaduras de la teorfa son de primera clase, podemos continuar con la
cuantizacion y solo faltaria aplicar los postulados de la mecénica cuéntica. Tomando (h = 1y
c=1):

i) Las variables candnicas pasan a ser operadores en el espacio de Hilbert y los corchetes

de Poisson pasan a ser conmutadores:

{g,p;} — —i G, p;] (1.27)
tal que:

ii) La evolucion de los estados fisicos viene dada por la ecuacion de Schrodinger:

0 N
i 1) = H" [0 (1.28)

iii) Se consideran kets fisicos aquellos que cumplen con:

bi(g,p) ) =0 VJ (1.29)

Observemos que sustituyendo la ecuacion (1.29) en la ecuacion (1.28), se obtiene:

.0
i lt) = H ) (1.30)

Esto termina con la cuantizacion de la teoria con ligaduras de primera clase. Las

ligaduras de primera clase restringen el espacio de Hilbert.
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1.5 Cuantizacién en el caso de ligaduras de segunda clase:

Primero se deben tomar combinaciones lineales de ligaduras de segunda clase para
ser reemplazadas por el mayor nimero de ligaduras de primera clase, tratando de dejar el

menor niimero posible de las ligaduras de segunda clase.

Las ligaduras de segunda clase que queden después de realizar lo dicho anteriormente,

se denotaran por:
Xs(q,p) =0 s=1,...,8 (1.31)

En primer lugar hay que calcular los corchetes de Poisson entre las ligaduras de segunda

clase y construir la matriz C, expresada de la forma:

0 Dasxet Dasxst - {xaxs)
{x2, x1} 0 2 xst o {xe xs)
Cow = : : : : : (1.32)
{X57X1} {X57X2} {X57X3} 0

Dirac [1] enunci6 y probé el siguiente teorema:

El determinante de la matriz (Csy) no es igual a cero, ni siquiera débilmente.

Tomando en cuenta este enunciado y que la matriz (Csy ),es antisimétrica, por defini-
cion, podemos observar que el nimero de ligaduras de segunda clase tiene que ser par, ya
que el determinante de una matriz antisimétrica es cero si su dimension es impar. Por lo
tanto también se puede asegurar la existencia de la inversa (Cyy), que denotaremos por
C;,,lz

05:9’1’ {Xs”y Xs’} = 635’

11



Definimos los corchetes de Dirac como:

{A, B} = {A, B} — {A,xs} C..} {xv, B}. (1.33)

Estos corchetes cumplen con las reglas usuales de los corchetes de Poisson:

i){A,B} = —{B, A}

ii){A,C} = 0 si C= constante
iii){A, B+ C} ={A,B} +{A,C}
iv){A,BC} ={A,B}C+ B{A,C}

Los corchetes de Dirac son compatibles con las ligaduras de segunda clase, ya que si

tomamos B = Y, siendo Y, una ligadura de segunda clase, entonces nos queda:

{A7 XT}* - {A7 XT} - {Av XS} C;s’l {Xs’a Xr} = {A7 XT} - {Av XS} 557' - {Av XS} - {Av XS}:O

entonces estas ligaduras pueden tomarse como igualdades fuertes:

Otra propiedad importante de los corchetes de Dirac es que si g es un objeto de primera
clase el corchete de Dirac es el mismo que el corchete de Poisson, debido a que el de Dirac
tiene un término de la forma {g, xs} C5.} {x«, [}, que se anula ya que {g, x,} = 0 por ser

g de primera clase.

En consecuencia tenemos que la dindmica sera:

f={fHY ={f H} (1.35)

La dindmica estara descrita por el hamiltoniano (ecuacion (1.15)), la ecuacion (1.35), y las

ligaduras de primera clase.

12



Llegados a este punto podemos continuar con la cuantizacién y aplicar los postulados

de la mecanica cuantica:

i) Las variables candnicas pasan a ser operadores en el espacio de Hilbert y los corchetes

de Dirac pasan a ser conmutadores:
{¢i,p;}" — —ild:, )] (1.36)
tal que:
[Gi, 5] = @03

ii) La evolucion de los estados fisicos viene dada por la ecuacion de Schrodinger:

.0
Z% 1) = H* 1) (1.37)
iii) Se consideran kets fisicos aquellos que cumplen con:

~

Vi(g,p) [Ye) =0 VY J. (1.38)

siendo @Zj las ligaduras de primera clase.

Observemos que sustituyendo la ecuacion (1.38) en la ecuacion (1.37), se obtiene:

0
Za V) = H [3y) (1.39)

Esto termina con la cuantizaciéon de la teoria con ligaduras de segunda clase. Las

ligaduras de segunda clase restringen los operadores del espacio de Hilbert.

La discusion anterior se hizo para el caso de un ntimero finito de grados de libertad.

En el caso de campos, hay que hacer los reemplazos:

e Indices discretos a variables continuas.

e Sumas a integrales en las variables continuas.
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Capitulo 11

2 Representaciones Geométricas de Camino, Ciclos y

Superficies

Las representaciones geométricas [3, 4, 5, 6, 14] han sido una herramienta util en el
tratamiento de teorias de calibre, debido a que resuelven las ligaduras de calibre que surgen

en la cuantizacion de manera automatica.

2.1 Caminos y Ciclos:

Comencemos introduciendo la representacién de caminos abelianos.

Definimos una curva v (t), con t € I=[0,1] como una aplicacion del intervalo I en un
espacio dado. La curva «y (), para nuestros propositos, debe ser continua a trozos. La curva

inversa se define como

7)) = (1 - 1). (2.1)

Definiendo la composicién de curvas como sigue. Sean v; (t) y 72 (t) dos curvas. La
yuxtaposicion o producto de las dos trayectorias v; v 72, denotada por v, @ v, esta definida

por:

e [0,1/2]
e [1/2,1]

71(2t)

(71 072) (t) = { 2 (28)

t
t

14



Ahora consideraremos el siguiente objeto:
T (#,7) = [, de’ 6™ (T =T7), (2.2)

llamado distribucién de tangentes o factor de forma de la curva . Este objeto es invariante

bajo reparametrizaciones.

Establecemos que dos curvas v y 7 “son equivalentes, y se expresa v ~7’, si tienen el

mismo factor de forma, es decir, si cumplen con:
T (Z,7) =T (Z,7"). (2.3)

Esta relacion es de equivalencia, pues cumple con las siguientes propiedades

1.- Es reflexiva:

T (Z,7) =T (Z,7) (2.4)
2.- Es simétrica:

T'(Zy) =T (%)= T(Z,7)=T"(Z,7) (2.5)
3.-Es transitiva:

T (&) =T (T, )y T (&) =T (&7") = T"(Z,7) =T (7). (2.6)

Un conjunto de curvas equivalentes, esto es, una clase de equivalencia, diremos que es

un camino[y] abeliano.

El producto entre caminos da como resultado otro camino,

ey =yl (2.7)

15



Los caminos forman un grupo Abeliano. En efecto se cumplen los axiomas de grupo:

i) Clausura:
[] @ [v] es un camino (2.8)
i) Asociatividad:
e Tely =002 =lva) " T= (el D) ey (2.9)
iii) Existencia del elemento neutro[n):
e [n] = [n] e [7] = []. (2.10)

iv) Elemento inverso: [y] ™"

WMol ™ =h"eh =n] (2.11)

Consideremos ahora funcionales complejos definidos sobre caminos
U [y] — C, (2.12)

que mas adelante representardn las funciones de onda de los estados fisicos. Por sencillez,

denotaremos a los caminos como a las curvas, con 7.

Modifiquemos levemente al camino v componiéndolo con otro que tiene extremo inicial

en 7 y extremo final segiin la direccion del vector tangente 7 infinitesimal, el cual podemos

Tt+u

denotarlo como u}

. Ahora el funcional evaluado en el camino ligeramente perturbado

(hasta primer orden en 7) es

U(yeuz) =V (y)+u'd(T)V(y). (2.13)

16



El operador ¢; antes introducido se comporta como una variacion infinitesimal sobre caminos

y se conoce como derivada de camino.

Fig. 2.1 Modificacion del camino ~ debido al operador &; ()
Ahora en vez de “perturbar” a v con un camino infinitesimal u, lo modificamos com-
poniéndolo con un ciclo 6C'

0C = uz o vy, y @ Uz 715 ® Vg 47 (2.14)

el cual es el borde de un area infinitesimal o, de elemento de area o = u‘v? —u/v?, generada

por los vectores o y .

U evaluado en el nuevo camino estd dado en primera aproximacioéon por
L . =
V(7ed0) =¥ (y) = 5097 () ¥ (7) (2.15)

expresion que define a la derivada de ciclo A;;. Puede probarse que

3G

Fig. 2.2 Modificacion del camino ~y debido al operador A,; (')
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2.2 Superficies:

Similar al caso de caminos, consideremos el espacio de superficies suaves a trozos y

orientadas en R3. Podemos plantear el factor de forma superficial 7% (z, ") definido por:

T (0,5) = [ d X000 (T - 7). (2.17)

donde,

4y = <ayia—yj - ayia—yj) dtds, (2.18)
ds Ot ot 0Os
y s, t son los pardmetros superficiales. En vez de considerar funcionales dependientes de
caminos uno considera ahora funcionales dependientes de superficies. Y entonces para
este caso en vez de perturbar a 7 con un camino infinitesimal 7, tendremos superficies X
que perturbamos con superficies infinitesimales 0>. En general ¥ sera la unién de varios
“pedazos” de superficie; podria resultar que fueran superficies cerradas, y estas formarian
un subconjunto del grupo de superficies. En el caso general tomaremos superficies abiertas.

Hasta primer orden en o;; tenemos que el funcional de onda cambia del modo

V(03 2e30) =W (X)) =06 () ¥ (), (2.19)
donde
ol =yl — viut, (2.20)

es el elemento de superficie generado por los vectores 0 y 7. A d;; la llamaremos derivada
de superficies abiertas, y representa la generalizacion de la derivada de caminos. Ahora,

usando la derivada de superficies d;; es posible definir la derivada de superficies cerradas
Aijk;

V(03 e30) — W () =V (2) ¥ (X). (2.21)

La derivada de superficies cerradas agrega un pequenio cubo o “dado” de volumen V%%, Se

relaciona con d;;del modo
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Fig. 2.3 Modificacion del camino ydebido al operador A, (?)

Por otra parte, se puede calcular la derivada de superficies abiertas del factor de forma

de superficies. Se tiene

(658} — 816}) 6P (T = ). (2.23)

N | —

8 () TH (Y, Y0) =

Este resultado lo utilizaremos méas adelante para realizar nuestros calculos.
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Capitulo 111

3 Campo de Maxwell

3.1 Ecuaciones de Maxwell y tensor electromagnético

El electromagnetismo en el vacio puede ser descrito por dos campos vectoriales tridi-
mensionales, que son el campo eléctrico ﬁ (?, t) y el campo magnético B (?, t). Entonces

las ecuaciones de Maxwell con fuentes ¢ = 1 se escriben:

V.E = p Ley de Gauss (3.1)
V.B =0 (3.2)
525
VxB - e Ley de Ampere (3.3)
B
VxE + 88—t = 0 Ley de Faraday (3.4)

Se define el tensor electromagnético:

0 —E' E* —EP
E' 0 -B B
e e o0 o (@39)

E* —-B?* B! 0

El tensor electromagnético dual " es obtenido al contraer F* con el tensor de

Levi-Civita e**r:

$Fm — %e’”””Fpo —Fw (E— BB — —E) (3.6)
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Las ecuaciones de Maxwell pueden expresarse en funcion del tensor electromagnético.

Las inhomogéneas (3.1) y (3.3) estan combinadas en
o F* = Jv, (3.7)

donde J" = (p, 7) es la densidad de corriente. Las ecuaciones homogéneas estan compren-

didas en:

PFH 4 §Y FM 4 9P FA = (), (3.8)

Si contraemos la ecuacion anterior con el tensor de Levi-Civita y renombramos los indices

sumados, la ecuacién anterior se puede escribir como:
uy
Oy x F' = 0. (3.9)

El campo magnético puede expresarse en funcion del potencial vector A* = (A% A?)

como:
B=Vx4 (3.10)
o bien
;1 ijk
B = 56 Fjy, (3.11)
El eléctrico a su vez se escribira
) OA* )
Bt = — — A 3.12
o)
FH = gFAY — oY AH. (3.13)
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3.2 La cuantizacién canoénica del campo de Maxwell sin fuentes

La densidad lagrangiana que describe al campo de Maxwell es:

L=—1F"Fy, (3.14)
donde
F,uz/ - 81/14# - a,qu/; (315)

y en este caso los variables o campos independientes son A,,.

Para hacer la formulacién hamiltoniana, separamos la parte espacial de la temporal
1 2 1 2
L= +§ (0;Ag — O A;)” — 1 (0;A; — 0;A4;)°. (3.16)

Calculamos los momentos conjugados:

oL
=" =0—7n'=x ligadura primaria 3.17
30 (@0do) g p (3.17)
i O A= BiAy = Fy = B = GoA; = 0,4 + (3.18)
7_00(80140_01 1410 — 400 — 041y — U0 s .

0

Entonces 7" es una ligadura primaria, porque no se puede despejar A, en funcion de las

coordenadas y de los momentos conjugados; en cambio, al calcular 7 si se puede despejar

A; en funcion de las variables canonicas y del momento conjugado.

Definimos el Hamiltoniano como:

H = [da’ {pig; — L}, (3.19)
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entonces para este caso tenemos:
H=[dd? {(WOAO + 7riA,) - L}, (3.20)

y sustituyendo las ecuaciones (3.17) y (3.18), el hamiltoniano queda expresado:

, 1 .. 1
H = fdl’?’ {71'18@'140 + §7TZ7TZ + Z (&AJ - @Az)z} (321)

Integrando por partes el primer término y usando el teorema de Gauss llegamos a:
3 i 1 i 1 2
H = fd:z: —Aoﬁm + 571' T + Z (@AJ — 8]141) . (322)

Los corchetes de Poisson entre los campos independientes vienen dados por
{A(T),7°(Y)} = 036°(T =) (3.23)
{Ao(T), Ai(Y)} =0 (3.24)
{m(@), = (Y)} = 0. (3.25)

Siguiendo a Dirac, consideramos el Hamiltoniano
H* = [da* {H + U¢n}, (3.26)

donde U, son los multiplicadores de lagrange y ¢,, son las ligaduras primarias. Entonces

H* queda expresado de la siguiente manera:
5 o1 1 9 0
H* = f dx —A(]aiﬂ‘l + 57?‘17'[‘1 + Z (QA] — GJAZ) + AT . <327>
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El paso siguiente, consiste en imponer la preservacion en el tiempo de la ligadura
primaria:
-0 07 3 i L] 2 0 ~
T =T ( ), fdy —Aoaﬂi’ + 571' T+ Z (&AJ — OJAZ) + AT ~ 0
= {72, [ dy? [~ ApOi'] }
= f dy3 {W()(?)a AO (7)} 8f/7rz + AO {WO(?)a 817rz} ~0
=07 = K; ~0 ligadura secundaria (3.28)
Resulta asi una nueva ligadura (ligadura de Gauss) cuya preservacion en el tiempo

. , 1,1
K; = {am’f(?), / dy® {—AoaﬂTz + o+ (04 - ;A + w} } ~ 0

— 0N =0, (3.29)

no genera mas ligaduras. Solo falta averiguar de qué clase son las ligaduras. Para eso

calculamos el corchete de Poisson entre ellas:

{r°(7), 07 ()} = 0. (3.30)

Entonces ambas ligaduras son de primera clase. En este momento nuestro sistema esta
descrito por H* y las dos ligaduras de primera clase. Ahora faltaria aplicar los postulados

de la mecanica cuintica:

1.- Los campos pasan a operadores:
A 7m— A 7 (3.31)
2.- Los corchetes de Poisson pasan a conmutadores:
[Au(T), 7 ()] = —id25* (7 — ) (3.32)
3.- Son kets fisicos los que cumplan con:
w(T) [¥) =0, (3.33)
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A () [v) = 0. (3.34)

4.- La dindmica estara dada por:

0 .
i [Un) = H* [4). (3.35)

con

1 1.
H = fd?’ﬂf (§7T12 + ZLFUFU)

Esto pone fin a la cuantizaciéon del campo de Maxwell. Pero no todas las variables
canonicas son fisicamente relevantes, y una manera de deshacerse de estas variables consiste
en introducir nuevas ligaduras, llamadas ligaduras de fijacion de calibre. Como la teoria
electromagnética es invariante de calibre, queda la libertad de fijar uno especifico; para este
caso escogemos el calibre temporal, Ay ~ 0. Fijado este calibre, el campo de Maxwell queda

sujeto a satisfacer tres ligaduras, que son:

¢1 = Ag(T) =0 (3.36)
¢ =(T) ~ 0 (3.37)
¢3 = O’ (T) ~ 0. (3.38)

Ahora calculamos los corchetes de Poisson para ver de qué clase son estas ligaduras:
{61, 02} = {Ao(T),7°(T)} = (7 - ) (3.39)

{61,03} = {Ao(), 0 (Z)} = 0 (3.40)
{pa, b3} = {7(T), 0 (T)} = 0 (3.41)

Asi pues ¢ y ¢o son de segunda clase, mientras que ¢3 es de primera clase. El nimero

de ligaduras de segunda clase es par, y la matriz Csy viene dada por

_ 0 T - Y)
Cyr = ( - . ) (3.42)
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Con ella podemos calcular los corchetes de Dirac, y hacer fuertemente cero las ligaduras de

segunda clase

¢1 = Aop(T) =0 (3.43)
b2 = 2(2) =0 (3.44)

i) Los corchetes de Dirac pasan a conmutadores y las variables canénicas a operadores:
A (@), 7 ()| =idl8® (- 2) (3.45)
ii) Los estados fisicos son los que satisfacen:
OE W) =0 (3.46)
iii) Los estados evolucionan de acuerdo a la ecuacion de Schrodinger:

D (1, 1
io |U) = [d®x (27Ti + 4F Fw) |0). (3.47)

3.3 Representaciéon de caminos del campo de Maxwell

Como los observables de la teoria electromagnética no involucran directamente al po-
tencial vector, el cual no es invariante de calibre, sino a su rotor Fj; (') = A, (7)) —

Opj A (7), que si lo es, conviene estudiar el algebra que involucra al observable Fz-j (?)

£y (@), B (F)] = [0ad, (@), B* (T )] - |04 (), 4 (3]
:@{&@mEuﬁ} [ Ew?ﬂ
=i (00k0* (T —27) - %&3@' 7). (3.48)
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A continuacion se postula la siguiente realizacion:

A

Eyj (7)) — il (2) (3.49)
EN(T) — TH(Z,7) (3.50)
Comprobemos si la realizaciéon cumple con el dlgebra de los observables:

(i85 (), T (T )] W () = i (T) (TH (T ) U (7)) = TH (T, 7) (1245 (F) W (7))
)
= i {(00:0; (T) = 00y (T)) T (T, 1)} ¥ (7). (3.51)
Necesitaremos el siguiente resultado:

w's; (T)TH(T ) = TF (T up 0 y) = TH (T, 7)
= [ daFP (T - T ) — [da"5®) (Z —T)

Ugey

— [da"s (7 - T

= :25553 (7 —=77),
5; () TH (T, y) =+ ( — 7). (3.52)

Finalmente tenemos que:
(i (), TH (T, )] W (1) = i {00050° (T = T7) = 05085° (T =T )}V (7),  (3.53)
entonces, en efecto la realizacion escogida satisface el algebra.

Al cuantizar el campo de Maxwell postulamos que los estados fisicos debian satisfacer

la ligadura de Gauss:

OB W) =0, (3.54)
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que realizidndola sobre caminos podemos reescribir como:
0T (T,7) ¥ (7) = 0. (3.55)

Una eleccion adecuada de caminos, nos permitira satisfacer automaticamente la ligadura

de Gauss. Procedamos a desarrollar la ligadura de Gauss.

O T (T, 7) W (7) = Oy [da'6® (Z — 27
= — [da"0,;0* (T — T )T (v)

= —;(7,7) v (v)
—-¥ (#(7-F) - @-0) v (). (3.56)

El objeto p (7, ~) es una distribucion con soporte en los extremos de los tramos del camino,

donde [, es el extremo final y o, es el extremo inicial del tramo.

La ligadura de Gauss se satisface automaticamente si escogemos caminos que tengan
el mismo punto inicial y final en cada tramo continuo, es decir, 8, = a,. Estos caminos

cerrados los llamaremos ciclos.

La evolucion de los estados fisicos viene dada por la ecuacién de Schrodinger:

i 0nt) = [y (TU@ T @)+ 585 ()85 (@) W) (357)

donde podemos interpretar al primer término como el “término potencial” ya que es cuadratico
en la variable posicion 1% (7, 7). El segundo término que tiene una especie de Laplaciano

Afj, representa a la energia cinética en el espacio de ciclos.
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Capitulo IV

4 Cuantizacion del electromagnetismo con carga eléctri-

ca y carga magnética estaticas.

4.1 Accién de Schwinger

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar la cuantizacion del electromagnetismo en
presencia de una carga eléctrica y una magnética estiticas. Partiremos de la accion de
primer orden de Schwinger [9], que se basa en los principios de la Teoria de Dirac [7,8]:

para la formulaciéon del electromagnetismo con monopolos. Esta accién es

1 1
S = [da (Aujg Bt = 5P (0,A, — 0,A,) + ZFWFW), (4.1)

donde A, y F),, son campos independientes, J,, es la densidad de corriente magnética y J.

la densidad de corriente eléctrica. B, viene dado por:

By = [ dy* x Fuu () f"(y — ) + 0, \(z) (4.2)

y f obedece:
Ouf"(y) = 0*(y)- (4.3)
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La funcién A es arbitraria. El dual xF},, est4 dado por:

1
*ELV = §€uyaﬁFQ’B, (44)

donde ¢ es el tensor de Levi-Civita.

Si variamos la ecuaciéon (4.1) con respecto a A, da como resultado el primer juego de

ecuaciones de Maxwell:

O = Jr, (4.5)

mientras que al variar con respecto a F},, se produce la siguiente relacion:

F = (0,A, —0,A,) (%) — €uvap fdy4<]§‘,/fﬁ(m — ), (4.6)

que con el uso de las ecuaciones (4.2) y (4.3) conduce al segundo juego de ecuaciones de

Maxwell:
Oy FH = JH. (4.7)

Asi, obtenemos las ecuaciones de Maxwell con corrientes eléctricas y magnéticas. La duali-
dad electricidad-magnetismo se manifiesta a través de la invariancia de las ecuaciones bajo

las rotaciones [10,11]:

Jo — cos ¢ J, + sin pJ,, (4.8)
I — —sin¢J, + cos ¢ J,, (4.9)
F — cospF +sing « F. (4.10)
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4.2 Cuantizacion a la Dirac.

Recordemos que estamos estudiando el electromagnetismo con cargas eléctrica y mag-

nética estaticas. Por lo tanto las densidades de corrientes vienen dada por:

Ji=0
Ji =0,
entonces:
Jo(x) = ed3(x)
y

I (x) = g6° ().

Una conveniente opcién para f* es:

1y
v — 51/5

Entonces sustituimos las ecuaciones (4.11) y

expresada de la siguiente manera:

1 1
S = [ da* (Aojg + BoJf, = 5P (9, A, = 0,A,) + ZF*“’FW)

(4.12) en

(4.15)

(4.1) y la acciéon nos queda

(4.16)

Calculamos los momentos conjugados de las variables independientes, que son A, y

E,, -
oL
M =——=0 ligadura primaria
0Ay
g oL
T = — =0 ligadura primaria
OF%
4 oL . .
T — _FOz = F°.
"7 S00A;
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Observemos que las variables independientes son A, y F};, porque F”, ya es el momento
conjugado 7, y por lo tanto no es necesario tratarlo como una coordenada y definir su propio
momento conjugado. Se introduce el simbolo &~ para recordar que no necesariamente el
corchete de Poisson de la ligadura con las variables candnicas vale cero. Siguiendo el método

de Dirac, el hamiltoniano viene dado por
H = f d$3 {7’(’0140 + 7T7'Az + WijFij - AQJS - BOJSL + FOi (80141 - &AO)}

1. 1 1.
+ [ da? (§F” (D A; — 0;A;) — §F0’F0i — ZFWFZ-j). (4.20)
Usando las ecuaciones (4.13), (4.14), (4.17), (4.18) y (4.19) se obtiene:

. 1. 1 1

Ahora calculamos el término ByJ?, . De la ecuacion (4.2) nos da:

BoJy, = [ dy* * For(y) f*(y — 2)g0%(y) + doA(2) g6 (y), (4.22)
donde:
1 1
*Fop = éfﬂkijﬂj = §5iijij7 (4-23)

y usando la ecuacion (4.23) en (4.22) se obtiene:

[ dr By, = [ i [ dy' x Fouly) Py — )06%(w) = 39 [ deeuuFyfo (o). (4.24)

Definiendo f;; = 0;A; — 0;A; y usando la ecuacion (4.24) en la ecuacion (4.21), el hamilto-

niano nos queda:

1 . 1 .. 1 1
H= [da® {_Aoeéﬁ‘(x) — §g€ijkﬂjfk(a’,‘) — 10, Ay + §F11fij + §7rz2 — ZFE} (4.25)
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Si definimos b;; = geyji.f* () entonces:

1 .. 1 1 4
H = [ds? {—Aoeé?’(x) + §F’J(fij )+ = i ZFE} + [ da’7'0; Ay. (4.26)

Integrando por partes y aplicando el teorema de Gauss en el dltimo término nos da:

H= [da* {%Fij(fij —bi;) + %ﬂf - %Fg} + [da? Ay [(0;m") — ed®(x)]. (4.27)

Es importante hacer notar que en ausencia de carga magnética, el hamiltoniano se
reduce al hamiltoniano de la teoria de Maxwell ordinaria, ya que en ese caso el campo

magnético Fj; y el rotor del potencial vector f;; coinciden.

Calculamos el nuevo Hamiltoniano:
H*=H + fd:L’g {U?TO + Uijﬂ'ij}7 (428)

y sustituyendo la ecuaciéon (4.28) nos queda:

1 1
fdx{FJfU )—1—271'1—[—123}
+ [daPAg [(Oim") — ed®(x)] + [ da?® {Un" + Uym'}. (4.29)

Los corchetes de Poisson vienen dados por:

{Fy(@), 7" (Y} = (850} — 616})8* (T — ) (4.30)
{A(W), 7% ()} = 696° (7 - ) (4.31)
{m (@), = (¥)} = (4.32)
{Aa(@), A5(V)} =0 (4.33)
{Au(@),7(F)} =0 (4.34)
{7(Z), F*(Y)} =0 (4.35)
{7(Z), 7 (Y)} =0 (4.36)
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{A(Z), F*()} =0 (4.37)
{FoP(T), F*(Y)} =0 (4.38)
{77'0[”8(7), 7Tkl(7>} =0. (4.39)

Siguiendo el método de Dirac [1], uno debe imponer la preservacion en el tiempo de
las ligaduras primarias. Recordemos que tenemos dos ligaduras primarias asociadas a 7
y 7 (ecuacion (4.17) y (4.18); respectivamente). Primero realizamos la preservacion en el

tiempo de 7:

+ {W0(7), [ dy? [(9;7") Ag + Un® + Uym]} ~ 0. (4.40)
Usando las propiedades elementales de los corchetes de Poisson

70 = [ dy [—e63<7> [R(), AT} + 5 (7). FI(fy bm(m}] -

i [+5 @) () = @) (DET )] +
+ [ dy? [+ {7°(T), (i) Ao} + {7°(T), Ur®} + {7°(T), Uyn}]. (4.41)

Tomando en cuenta las ecuaciones (4.32), (4.35), (4.36), tomando en consideracion que no es
necesario calcular el corchete de Poisson de {¢(7’),U (%)} y sustituyendo fi; = 8;A; —;A;,

nos queda:

0= [dy? |~ (@), AT} + 59 (), 0,7~ 0,47} +

+ [ O (T) {(F), A7) ~ 0
= dy? | e (@), AT + 0PI (T (@), A7) +

1 g .
i |~ () AT + @) (), AT 0. (122
Con el empleo del corchete de Poisson, ecuacion (4.32) se obtiene finalmente
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70 = — [dyPed® () (T — ) + [dy?(0ir' ()6 (7 — ¥) ~ 0, (4.43)

i =R=—ed®(7) + 0 (7)) ~ 0| ligadura secundaria. (4.44)

Al realizar la preservacion en el tiempo de 7° nos da entonces una nueva ligadura
(secundaria). Siguiendo el método de Dirac hay que realizar la preservacion en el tiempo

de esta nueva ligadura:

R = {R(¥), H*}
- {_e53(? )+ o (7)), [ dy? A0653(7)+%Flm(flmj b,m)+;wl 4%”

+{—e(53( )+ O (2 ), [ dy? [(O")Ag + Un® + Upppw™] } =~ 0. (4.45)

Tomando en cuenta que no es necesario calcular {¢(7),U(%/)} y haciendo uso de los
corchetes de Poisson (4.31), (4.32), (4.35) y (4.36), finalmente nos queda:

R= Jay? [+300 () (72, ()] 0. (1.40)

A partir de la definicién f;,,, = 0,A,, — 0. A;, se obtiene:

R [y |00 ) ()00 (7)) ~ G0 F () (). 00 AT)
= %fdyS@;fE@?Flm(?) {7'(Z), An(¥)} - % [ dy?or b Fim () {xi(2), Al()} =0, (4.47)

usando ahora la ecuacion (4.31) da como resultado:

. 1 . 1 ,
R == [dy* o) F™(Y)0,8° (7 =) + 5 [ dy’0r 03, F™ ()50 (7 — o) =
1 1
= —583;856171"1(?) + 58?8;F’m(?) =0, (4.48)
es decir, no se generan mas ligaduras. El proceso de preservacion de éstas se termina.
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Ahora hay que realizar la preservacion en el tiempo de nuestra otra ligadura primaria

7 expresada por la ecuacion (4.18):

= (i Y = {Ww?), [ dy? {—Aoefs?’(?) S (fi — bin) + 77— iFﬁn} } +

+ {7T” ), [ dy® [(O")Ag + UT® + Upppm™] } & 0. (4.49 )

Usando las relaciones de los corchetes de Poisson (4.34), (4.36) y sustituyendo f,,, = 0;A,, —
O Ay, nos queda:

0= [dy? |5 (792} Ui = b ()4 008D (4(2), An()]
i |~ 5ORFT) (@), ACTY) = 5Finl ) (74(2). Fnl(7)] 0. (450

Empleando la ecuacion (4.34) se tiene

Y 1 g

T = fdyg [+§ {77-”(7)7 Flm(?)} [(flm - blm)(?) - Em(?)]} ~ 0. (451)
Usando ahora la ecuacion (4.30) se obtiene:

7 = [dy? {—F% (6163, — 03,67) 6 (7 = ) [(fum — b)) (V) — Fm(?)]} (4.52)

7 = K;; = (Fij — fij + bij) (7) ~ 0 |ligadura secundaria. (4.53)

Siguiendo el método de Dirac, hay que realizar la preservacion en el tiempo de esta nueva

ligadura secundaria.

= {Ky, H*}
Kij = {(sz — fij + bij) (7), fdy3 —A0653(7) ;Flm(flm — bim) + ;Wl — %lFQ ] }
+{(Fy — fij +big) (), [ dy? [(Om") Ag + U + Upp'™] } 2 0. (4.54)

36



Haciendo uso de las relaciones de los corchetes de Poisson, ecuaciones (4.33), (4.34), (4.35),

(4.36) y sustituyendo fy, , nos queda:
Ky = [dy’ [+Uin(§) {Fy(7), 7" (F) } + 0rm(Y) {A;(T), m(Y)}
—0rm(Y) {A(T), m(Y)} + 7] {A;(T), (') (W)} Ao(¥)
—070 { Ai(T), (x") (T } Ao(F) + 07U (W) {A (), 7°(V)}
~0rU () {A(T), 7 (Y)}] = 0. (4.55)

Con el uso de las ecuaciones (4.31) y (4.30) resulta

Kij = — [ dy*Us(7)0* (T =) + 07 [ dy*m ()6 6° (T =7 ) +
—02 [ dy*m(Y)5i6° (2 — ) ~ 0. (4.56)

finalmente

De aqui pueden despejarse los multiplicadores de Lagrange, y utilizando la ecuacion (4.19)

nos queda:
1 A A
U (7) = -3 (02F% — 07 F%) ~ 0. (4.58)

Después de este desarrollo hemos terminado de realizar la preservacién en el tiempo

de todas las ligaduras. Recordemos cuéles son las ligaduras que tenemos:

4.59
4.60
4.61
4.62

¢1 = 7 ~ 0 ligadura primaria

¢9 = 7 ~ 0 ligadura primaria

¢s = R = —ed*(T) + 8;7'(Z) ~ 0 ligadura secundaria
by = Fj(Z) — fi;(7) 4 bi(7) =~ 0 ligadura secundaria .

e T e
— N N

37



Al realizar la preservacion en el tiempo de ¢ nos dié ¢3, después tuvimos que realizar

la preservacion en el tiempo de ¢3 lo que no arrojé mas ligaduras. A su vez, al realizar la

preservacion en el tiempo de ¢9 nos dioé ¢4, después tuvimos que realizar la preservacion

en el tiempo de ¢4 sin que aparecieran nuevas ligaduras, lo que nos di6 una expresion que

permitio despejar los multiplicadores de Lagrange.

El paso siguiente sera calcular los corchetes de Poisson entre las ligaduras, para conocer

cuales son de primera clase y cuales de segunda.

o {61,602} = {=°(F). 7 (V)}
Mediante el uso de la ecuaciéon (4.36):

{¢17 ¢2} =0.
Ahora:

o {61.05} = (D), —ed*(T) + 0 (7))}
— Y {=(7), 7 (7).

Usando el corchete (4.32) queda entonces:
{¢17 ¢3} = 0.

El siguiente corchete serfa:

o {61,064} ={7%(T), Fy(V) — f5(V) + bi;(V)}

= {n(7), Fyy(Y)} = 0/ {=°(T), A,(Y)} + 0} {=°(F), (W)}

Usando los corchetes (4.31) y (4.35):

{¢1,¢4} = 0.

Podemos notar asi que ¢; es de primera clase.
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Ahora estudiamos ¢s.

o {¢9, 03} = {7(T), —ed*(Y) + A (Y)}
= oY {=(Z), 7 (W)}

= 0. (4.69)
Por otra parte
o {02,064} = {77 (T), Fon(Y) = fun(T) + bin(Y)}

= {7(T), Fon(F)} — {79 (@), 0 An(F)} + {77(T), 0 A(F)}

= {7(T), Fun(Y)} — O {7 ?> (Y)Y + 04 A (T), A(Y)}

= {7(T), Fin(¥)}

= — (6i63, — 6:.6]) * (T — ), (4.70)
#0

por lo que ¢ es de segunda clase.

Ahora faltaria calcular:
o {¢3,¢04} = {—e8*(T) + 0 (), Fon(Y) = fum (V) + bim (V) }

= —{0m(T), Fir(W)} + {0 (2), 01 An(Y)} — {0 (7)), 0 Ai(Y) }
= =0 {m(X), oY)} + 0700 {7 (T), A (V) } — 020, {m'(T), Au(W)}
= [dy® [+070}5.,6° (T — ) — 0¢04616° (7 — )] = 0; (4.71)

por lo tanto ¢3 es de primera clase y ¢4 es de segunda clase.

Resumiendo, tenemos dos ligaduras de segunda clase que son:

by = 7 2 () (4.60)
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Recordemos que las variables canonicas que tenemos son Ag, A;, 7°, 7*, F};, 7. Siguiendo el
procedimiento de Dirac, debemos introducir los corchetes de Dirac para obtener una teoria
cuantica consistente con estas ligaduras de segunda clase. Pero dado que los corchetes de
Dirac van a ser consistentes con las ligaduras de segunda clase, éstos se pueden poner como

igualdades fuertes.

Podemos escribir Fj; y sus momentos 7/ en términos del resto de las variables canoni-
cas, y sustituir estas expresiones en el Hamiltoniano total. Es decir, de la ecuacion (4.68)

se puede despejar F;; en funcion de las otras variables canonicas. Entonces resulta:
Fy(T) = fi;(T) = by (T) (4.72)

y usando la ecuacion (4.19) nos eliminamos el momento conjugado 7% .

Una vez realizado esto, sélo tenemos que considerar los corchetes de Dirac entre las
variables canonicas que quedan, que son A;, Ay y sus conjugados canénicos. Pero se puede

observar que estos corchetes de Dirac coinciden con los de Poisson.

En este punto, también es conveniente eliminar la ligadura ¢; = 7° . Esto se puede
lograr mediante la fijacion del calibre temporal Ag = 0 y tratando esta nueva ligadura como
una ligadura de segunda clase. Entonces, podemos colocar Ay y 7° como igualdades fuertes.
Podemos observar que los nuevos corchetes de Dirac son iguales a los de Poisson, por lo

que consideramos solo las variables restantes, es decir, A; y sus conjugados canénicos.

Ya estamos listos para realizar la cuantizacion de la teoria.

e Primero las variables canénicas pasan a operadores y los corchetes de Poisson pasan

a conmutadores:
A — A (4.73)
T — (4.74)
{A(Y), 7 (@)} = 6]6° (T = ) — [A(Y), 0/ (T)] = —i6]6* (T =) (4.75)
{7 (@), 7 (¥)} =0 — [=*(F),7*(¥)] =0 (4.76)
{Aa(T), A(V)} = 0 — [Aa(T), A5(Y)] = 0 (4.77)
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e Las ligaduras de primera clase, definen los estados fisicos |¥) como aquellos que

satisfacen:

(O (T) — e6® () U =0 (4.78)

e Sobre el espacio fisico, la dindmica es dada por la ecuacion de Schrodinger:

0 N
Z& |77Z)t> =H |77Z)t> (4-79)

con

H = [da? B”ZQ - EFZ + %Fij (fij = big) + Ao (O (T7) — e0® (7)) |.

Usando las ecuaciones (4.72) y (4.78) nos queda finalmente

. 1 1
H = [ da? {5@2 T (fij — big)* (4.80)
En el caso de que no existiera el monopolo, f;; = F;; vy entonces nos quedaria el

hamiltoniano de la teoria libre.
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Capitulo V

5 Representacion Geométrica para el campo electromag-

nético con cargas eléctricas y magnéticas estaticas.

En este capitulo estudiaremos las representaciones geométricas para los resultados en-
contrados en el capitulo anterior, tomando en consideracion los trabajos [12, 13, 14], donde
se estudi6 el campo electromagnético con una carga eléctrica estatica sola, y el campo elec-
tromagnético con un monopolo. Para nuestro caso, como tendremos tanto carga eléctrica
como magnética, hay que escoger una realizacion de los observables que satisfaga el algebra

para ambas realizaciones: la directa y la dual.

Comenzamos realizando un cambio de variable, que resulta ser muy conveniente para

tratar dicho problema. Hacemos

c' (7) =K (7) - Eiargapuntual (.I‘)7 (51)
donde,
. (& r — X :
Eéargapuntual (l’) ( 0) (52)

e |z —:1co|37

Y tomando en consideracion que ©° = E* el hamiltoniano (ecuacion 4.95) resulta ser,

B = [di® |3 (CF(@) + By (1) + 5 (Fy — by’ (5.3)
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y la ligadura, ecuacion (4.93) queda satisfecha por la siguiente ecuacion:
azol (J]) + 8iEcaLrgapuntual (J]) - 653 (7) = 07

ya que

aiE’cargapuntual (.CE) = ed? (7)

Entonces la ecuacion (5.4) resulta

Recordemos que el algebra satisfecha por los operadores viene dada por

[A(Y), = (T)] = i6}8* (T ~ ),

con todos los demas conmutadores iguales a cero. Entonces se tiene
(), ()] = 66 (T 7).

Debemos realizar entonces (5.3), (5.6) y (5.7).

5.1 CASO DIRECTO

Propongamos la siguiente realizacion “directa”

CH () — eT(Z,7)
A(F) — =5(@)
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Comprobemos si la realizacién cumple con el dlgebra de los observables

252-(7),6?'(777) U (y) =i [6:(T), T(F, )] ¥ (7)
= i6,(7) (TV(Y, )W (7)) —iT (Y, %) (5:(7) ¥ (7))
=i (57T (Y ,7) ¥ (7) (5.10)

Para concluir la prueba debemos hacer uso del siguiente resultado

uld (VTG ) =T ,us 07) — T ,7)
= [ (T - ) — [dai(T - )
[ datis (T - T)
— w63 (T — )
implica

5.(T)TI(F ) = 6i6° (T - 7) (5.11)

Entonces, finalmente tenemos
“5(@), 17 (F,7) | ¥ () = 618 (F = ), (5.12)

por lo que concluimos que la realizaciéon escogida para los observables en el espacio de

caminos en efecto satisface el algebra.

Al realizar el cambio de variable, postulamos que los estados fisicos debian satisfacer

la siguiente ligadura:
(O:CT ()W) =0 (5.13)
que realizidndola sobre caminos podemos reescribir como

(€0, T/, 7)) ¥ () =0 (5.14)

44



A continuaciéon observaremos que una eleccion adecuada de caminos nos permitira
satisfacer automaticamente el requisito impuesto sobre los estados fisicos por la ligadura.

Veamos qué resulta de desarrollar la ligadura en el espacio de caminos. Se tiene que
OT' (T, 7)W (7) = 0 [da''6* (T — )W (v)
= —}dw’iﬁxié?’(? — 7N (v)
Y
= —p (T )V (7), (5.15)

donde se ha introducido
p(@7) =X (30 (7 -5) -0 (7 —a). (5.16)

El objeto p (7, ~)es una distribucion con soporte en los extremos de los tramos de los
caminos, distinguiendo mediante un signo si son inicio o final del tramo. [, es el punto final

del tramo y ay el punto inicial.

Entonces la ecuacion (5.14) nos queda de la siguiente manera

{—eg (53 (? - Eﬁ) _ (T — 07))} U (y) =0 (5.17)

La ligadura se satisface automaticamente si escogemos caminos cerrados (ciclos), es
=
decir, a = fs.

En la realizacion escogida, la evolucion de los estados fisicos viene dada por la ecuacion

de Schrodinger

9 :
en |the) = H |ty (1.39)
B = [da? |3 (T(R,9) + BL) = 13 (B (7) + eiby () (5.18)

Cuando g=0, Eip = 0, vy H se reduce al hamiltoniano del electromagnetismo libre en

la representacion de caminos.
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Reescribiremos ahora el hamiltoniano en términos de funcionales de ciclo multivalua-

dos. Consideremos
T4 (2,%) = [dS95° (2 - ), (5.19)

donde d¥¥ es el elemento superficial:

i J
4l = <ay Oy’ _ 9y Dy )d dr, (5.20)

0s Or or 0Os

siendo s y r parametros superficiales. Definimos un funcional que depende de superficies

W, [¥) = exp (ie [ d=5bin (7)) e ] (5.21)
— e (20w (5.22)

donde (X)) es el angulo solido subtendido por X, medido desde el monopolo. Podemos

calcular la derivada superficial del factor de forma, es decir, ecuaciéon (5.21), obteniendo
1eg 1eg

0y () .15 = exp (120(5) ) | £265 () 2.2) 0. 1] 40, () v, 1] | (5.23)

ahora faltaria calcular 6,;€2 (¥)que resulta

5 (T)Q(S) = 61, (7) (%T [ dsEn,, (7))

Haciendo uso de la ecuacion (2.23) nos queda,

0, (T)Q(X) = — fdy (5k5m 0m8%) 6O (T — Y ) by (V)

27T 4
= = by = ) () = by (), 524)
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Ahora sustituimos el resultado anterior en la ecuacion (5.21) y resulta

8 () U [£] = exp (%Q (2)) (iebi; () + Dy (7)) Ve [y]. (5.25)

Utilizando este resultado en (5.18), vemos que ahora la evolucion de los estados fisicos viene

dada por la ecuacion de Schrodinger

0 .
ZE‘I/ (X,t] = HV [X,{] (1.39)
con
. L, N2 1 2
H = [da? 3 (eT'(Z,v) + EL)” — 1 (0 (7))*|. (5.26)
Si no existiera la carga eléctrica, entonces E},. .o juntuar = 0 ¥ 108 quedaria el hamiltoniano

del caso [12], que se parece a la ecuacion de Schrodinger libre, excepto porque en lugar
de funcionales que dependen de ciclos tenemos funcionales que dependen de superficies.
Al igual que sucedia en el caso [12]la unica propiedad de X que es relevante es el angulo
solido subtendido desde el monopolo, entonces esta dependencia superficial es topologica.
Si reemplazamos a Y por otra superficie ¥’ que tenga el mismo borde -, el funcional de

onda cambia como

U [Y'] = exp (iegp) ¥ [X], (5.27)

donde p es el nimero de veces que la superficie S = ¥/ o (—=3) (que resulta de la composicion
de ¥ y la superficie opuesta a 3) encierra al monopolo. Podemos tomar la ecuacion de
Schrodinger de la Teoria de Maxwell con un monopolo externo y una carga eléctrica, como
la que corresponde a la teoria libre (si no existiera la carga eléctrica), siempre y cuando las
condiciones de borde no triviales nos lo permitan. Cada vez que la superficie encierre al
monopolo la funcion de onda se multiplica por un factor de exp (iegp). Los funcionales de
onda dependientes de ciclos pasan a ser multivaluados debido a la presencia del monopolo

magnético, y la ecuacion de Schrodinger es
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10y = [da? (eTZ (7,7) + E! !

2
cargapuntual) - 42

(L ()| [y, t]  (5.28)

donde el funcional de onda multivaluado W [y, t] obedece a las condiciones de borde

W [[S] 4] = exp (iegp) ¥ [4]. (5.29)

En la ecuacion anterior, [S] .7y significa que el camino 7 ha descrito una trayectoria cerrada
barriendo la superficie S y envolviendo p veces al monopolo. Un punto en el conjunto es

un ciclo, mientras que las curvas cerradas barridas por los ciclos seran superficies cerradas.

5.2 CASO DUAL

Propongamos ahora la siguiente realizacion “dual” en el espacio de funcionales depen-

dientes de superficies

Ci(T) — _éeijkéjk(7) (5.30)

Comprobemos si la realizacion cumple con el dlgebra de los observables

geilm (? z) gejkrékr(j):| v (7) = —1 [GilmTlm(77 Z)a ejkré‘kr(ﬁ)} 4 (7)

= —i (€im€rrT"™ (2, 5) O (V)Y (7)) = €itmeinrOrr (F) (Tlm(7 ) (7))
i (e (DI 2) ¥ ) = i (canesrh (515~ 5587) 59 (7 — 7))
i 5(3) (7 _ 7) (5.32)

es decir, se cumple el algebra de los operadores para esta realizacion.
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Ahora desarrollaremos la ligadura de Gauss para esta nueva realizacion. La ecuacion

(5.13) queda
l

—Egijkaﬂsjk@)w () =0.

(5.33)

Esta ecuacion nos dice que en realidad el funcional ¥ (X) s6lo depende del borde 9%. Por

lo tanto, la derivada 6;; se convierte en una derivada de ciclo A;;.

La evolucion de los estados fisicos viene dada por la ecuacion de Schrédinger

i%lll (0%, ] = HU [0, 1]

con

H= [da? E (—geijkﬁjk@) +E (x)>2 +

A~ =

(0, (9T (7. 5)) = 0 (geumT™(7,5)) — bij>2] |

Uno puede simplificar més si calculamos
epij@»Aj == €pijai€j,,-sTTs == ((55(52 - 5?(5:.) &-T’”S == &T’” - &T”” == 28LT’”,

de igual manera se calcula el otro término

Gpijain = €pijaj€ilmTlm = (551(5{ — 5;1(5%) 8jTlm = ajij — Gijj = —28]-ij.

Si tomamos en cuenta que la derivada del factor de forma superficial es:

0,T% (X) = T7 (9%),

(1.39)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

es decir, depende del factor de forma del borde de la superficie, la ecuacion (5.34) nos queda

?

10,V [0%,t] = [ da® [1 (—EeijkAjk@) + E., (:c)>2 + (2977 (0%) — b;)2 W [0%, 1] (5.38)

2
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Podemos absorber el término Eip si definimos un nuevo funcional que depende de superficies
U, [X] = exp (—% [ dx3Trm (7, ) % Egm, (7)) U, [0%]=exp (X) U, [0X]. (5.39)
En efecto, si procedemos a calcular la derivada de superficie de este nuevo funcional se tiene

8 ()0 [5] = xp (X) |2 (] Py ()T (7.2) 5 B (7)) W 1] 85 () o,
= exp () (4 o (015~ 8,50 09 ( = )5 B (1)) W o] + 5 () W o]

~ exp (X) K% ) E]) 6, (7)} ,, [ (5.40)

Recordando que sobre funcionales de ciclo &;; (7) = A; ('), obtenemos

3 () 0 5] = exp () | (L8, () + 80y ()] 0 (5.41)

Asi pues en la ecuacion (5.38) podemos hacer el reemplazo

i

i ,
(—E%‘kﬁz‘j (7) + EI, (7)) U [X] = —gﬁz’jk%’ (7) W, [%], (5.43)
con lo cual la ecuacion (5.38) queda expresada de la siguiente manera

Logramos asi que desapareciera del hamiltoniano el elemento que dependia de la carga
eléctrica. Y al igual que en el caso anterior, el argumento del factor de fase s6lo depende
topologicamente de Y. Si reemplazaramos Y por otra superficie Y’ que tenga el mismo

borde -, el funcional de onda cambia como

U [¥'] = exp (tegp) ¥ [¥], (5.45)
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donde p es el nimero de veces que la superficie S = ¥/ o (—X) encierra a la carga eléctrica.
Igual que en la realizacion directa cada vez que la superficie encierre a la carga eléctrica
la funciéon de onda toma el valor de exp (iegp). Los funcionales de onda dependientes de

ciclos empiezan a ser multivaluados y la ecuacion de Schrodinger queda

1O [y,t] = [ da? [% (—geij—k&@j (7)) + (29Tp — bl*?)2 U [, t] (5.46)

donde el funcional de onda ¥ [0X, t] obedece las condiciones de borde (ecuacion (5.45)).
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Conclusiones

En este trabajo se realiz6 la formulacion canoénica del electromagnetismo con una carga
eléctrica y otra magnética, estaticas ambas, a partir de la accion de Schwinger, y siguiendo

los lineamientos de las referencias [12, 13].

Se vi6 que es posible establecer dos representaciones de ciclo “duales” una “directa”,
en la cual los ciclos son lineas de campo eléctrico, y el operador de campo magnético actia
derivando, y otra “dual”’, en la que se intercambian los roles de los campos eléctrico y
magnético.

En ambos, puede “ocultarse” la presencia de la carga eléctrica (o la magnética) del
hamiltoniano (o la ligadura de Gauss) a cambio de admitir funcionales de onda dependientes
de ciclo, que sean multivaluados. La dualidad electricidad-magnetismo de la teoria queda

puesta en evidencia también en la geometria de las dos representaciones de ciclos.

De igual forma que sucedia en el caso [12, 13] la tinica propiedad de ¥ que es importante
es el angulo solido subtendido desde el monopolo o desde la carga eléctrica. Entonces
podemos reemplazar a ¥ por otra superficie 3’ que tenga el mismo borde -, por lo tanto

el funcional de onda cambia como

U [X] = exp (iegp) ¥ ()

donde p en el caso directo es el niimero de veces que la superficie S=%' o (—X) encierra al
monopolo y para el caso dual es el nimero de veces que la superficie S encierra a la carga

eléctrica.

Seria interesante considerar el caso general: cargas eléctricas y magnéticas dindmicas y
estudiar alli como se traducen los resultados que se muestran en este trabajo. Una propuesta
mas ambiciosa pero en principio factible también, seria el considerar el acoplamiento de
campos cargados (eléctrica y magnéticamente) con el de, Maxwell, y realizar la cuantizacion

canodnica siguiendo las lineas aqui descrita.
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