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Resumen

Análisis de Interferometría de Espín Mediante la
Aproximación Tight-Binding en Gases de Electrones

Bidimensionales

Benjamín Santos

Dr. Ernesto Medina D., Tutor

Universidad Central de Venezuela

Se presentan resultados de aplicar la aproximación Tight-Binding a gases de elec-

trones bidimensionales (2DEG) para un arreglo de interferometría de espín Mach-

Zender (MZI) considerando interacción espín-órbita (EO) [1]. Se hallan condiciones

de filtraje efectivo de espín para los dispositivos propuestos siguiendo el arreglo MZI

mediante la definición de la asimetría de transmisión. Adicionalmente, discutimos y

comparamos nuestros resultados con propuestas realizadas anteriormente en la lite-

ratura [28, 31], que manipulan los efectos Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher para

desarrollar un filtro de espín. Encontramos que el método de las asimetrías de trans-

misión es igual de eficiente pero más sencillo para analizar el filtrado, por lo que puede

resultar conveniente para implementaciones en sistemas de mayor complejidadz
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Introducción

Recientes trabajos resaltan el interés que existe en la manipulación del espín del

electrón [1, 28, 31, 35], éstos forman parte del área de investigación conocida como

espíntronica; su principal motivación es la construcción de dispositivos, electrónicos o

no, que aprovechen el espín como parte primordial de su funcionamiento.

En este trabajo se presenta un estudio sobre dispositivos propuestos para el filtraje

de estados de espín. Primero deduciremos el término de acoplamiento espín-órbita par-

tiendo de la ecuación de Dirac, luego se hallarán los hamiltonianos para gases de elec-

trones bidimensionales con interacción espín-órbita detallando los efectos Aharonov-

Bohm y Aharonov-Casher derivados de dichas interacciones. Finalmente desarrollar

el método Tight-Binding aplicado al circuito propuesto por Hatano et al. [28] y el

interferómetro propuesto por Medina et al [1].

Se justifica el hecho de enfocarnos en el estudio de gases de electrones bidimensio-

nales con interacción espín-órbita, Rashba y Dresselhaus, debido a que existen técnicas

bien establecidas de litografía que permiten desarrollar dispositivos que trabajen bajo

estas condiciones. Adicionalmente se han realizado manipulaciones de espín experi-

mentalmente en semiconductores aprovechando la interacción espín-órbita, como es el

efecto Hall de Espín [18,38].
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Introducción

En este documento se sigue el siguiente esquema:

En el capítulo 1, se deduce el término de interacción espín-órbita a partir del

límite no relativista de la ecuación de Dirac. Luego se hace una breve introducción

a los semiconductores y los efectos de la interacción espín-órbita en ellos, donde ve-

mos que esta interacción es notablemente más fuerte que en el vacío. Se escriben los

hamiltonianos Rashba y Dresselhaus para los gases de electrones bidimensionales.

El objetivo del capítulo 2 es introducir los efectos Aharonov-Bohm y Aharonov-

Casher que luego serán obtenidos en la descripción del filtro de espín de Hatano [28],

donde estos efectos se presentan en los gases de electrones bidimensionales bajo ciertas

condiciones.

Luego en el capítulo 3 se introduce la aproximación Tight-Binding (TB) [15,20,35],

como relacionar los hamiltonianos TB con sistemas abiertos mediante la definición de

la autoenergía y la función de transmisión [6, 35].

Seguidamente en los capítulos 4 y 5 se desarrolla analítica y numéricamente el

filtro de espín propuesto por Hatano [28,31]. Aquí se obtienen los resultados publicados.

Es interesante resaltar que la propuesta de Hatano aprovecha el efecto Aharonov-Bohm

y el efecto Aharonov-Casher derivado de la interacción espín-órbita en sistemas 2DEG

para filtrar una componente de espín, aquí debemos mencionar que el mecanismo de

Hatano se ha estudiado parcialmente y su funcionamiento no se entiende con claridad.

En el capítulo 6, se proponen dos modelos TB (simétrico y asimétrico) para el

interferómetro Mach-Zender de espín [1]; posteriormente en el capítulo 7 se reflejan

los resultados obtenidos para ambos modelos. Las condiciones de filtrado para estos

modelos se obtienen numéricamente bajo el enfoque de la asimetría de transmisión, este

enfoque es más sencillo que el propuesto por Hatano y con él se logra el filtraje efectivo

de una componente de espín entre la entrada y la salida del dispositivo. También

encontramos que para un arreglo asimétrico se puede prescindir del campo magnético

para encontrar una condición de filtrado.
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Introducción

Los objetivos propuestos para este trabajo se desglosan de la siguiente manera.

Objetivo general

Estudiar, mediante simulaciones y herramientas de cálculo numérico, procesos de

transporte, generación y manipulación de corrientes de espín en sistemas bidimensio-

nales.

Objetivos específicos

1. Desarrollar la aproximación Tight-Binding para describir el transporte de co-

rrientes de espín en sistemas fermiónicos restringidos a geometrías bidimensio-

nales, considerando variaciones de la interacción espín-órbita.

2. Analizar las modificaciones introducidas al modelo anterior como: sitios sin inter-

acción espín-órbita, ausencia de campo megnético, reflexiones y transmisiones.

3. Modelar, numericamente, los fenómenos Aharonov-Bohm y Aharanov-Casher,

derivados del acoplamiento espín-órbita en semiconductores sin simetrías de in-

versión.

3



Capı́tulo 1
Interacción Espín-Órbita en
Semiconductores

Para comprender la aparición de la interacción Espín-Órbita (EO) en semicon-

ductores, es útil derivar el origen de este término EO a partir de límite no-relativista

de la ecuación de Dirac, esto es, obtener la ecuación de Pauli. La analogía nos ayudará

a entender el origen y magnitud de este término y sus propiedades de simetría. Una

vez hecho esto, se dará una breve introducción a los semiconductores y en especial

al arseniuro de galio, su estructura de bandas y simetrías. Posteriormente se proce-

derá a escribir los Hamiltonianos del gas bidimensional de electrones (2DEG) con las

interacciones espín-órbita que nos interesan en nuestro estudio para semiconducto-

res sin simetría de inversión, como el compuesto por arseniuro de galio/arseniuro de

galio-aluminio (GaAs/AlGaAs).

1.1. La Ecuación de Dirac y la Ecuación de Pauli

A fin de obtener la ecuación de Pauli, primero comenzaremos con la ecuación de

Dirac independiente del tiempo y se seguirá el procedimiento de las referencias [37]

y [32].

La ecuación de Dirac independiente del tiempo describe la física cuántica relativista
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1.1. La Ecuación de Dirac y la de Pauli Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

para una partícula fermiónica, y viene dada por la expresión:

(cααα ·ΠΠΠ + βm0c
2 + V )ψ = Eψ , (1.1)

donde c es la velocidad de la luz en el vacío; ΠΠΠ es el momentum que en presencia de

un campo magnético externo BBB, se escribe en unidades SI, como ΠΠΠ = ppp− eAAA, tal que

BBB = ∇×AAA; m0 es la masa de la partícula en reposo y V el potencial, además:

αi =

 0 σi

σi 0

 ,

β =

 I2×2 0

0 −I2×2

 ,

en la representación de Dirac; con I2×2 la matriz identidad 2 × 2 y σj, j = {x, y, z},

son las matrices de Pauli [33]:

σx =

 0 1

1 0

 , σy =

 0 −ı

ı 0

 , σz =

 1 0

0 −1

 .

La ecuación (1.1) la escribimos de la siguiente manera:

(ααα ·ΠΠΠ)ψ = 1
c

(E − βm0c
2 − V )ψ . (1.2)

Donde ψ es un espinor de cuatro componentes y está normalizado. A continuación

reescribimos este espinor como función de dos espinores de 2 componentes, ψA y ψB:

ψ =

 ψA

ψB

 . (1.3)

Haciendo uso de estas dos ecuaciones (1.2) y (1.3) y realizando el siguiente cambio:

Ẽ = E −m0c
2, obtenemos las siguientes ecuaciones acopladas:

σσσ ·ΠΠΠψB = 1
c

(Ẽ − V )ψA , (1.4)

σσσ ·ΠΠΠψA = 1
c

(Ẽ − V + 2m0c
2)ψB , (1.5)

5



1.1. La Ecuación de Dirac y la de Pauli Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

despejando ψB de (1.5) se obtiene:

ψB = c

Ẽ − V + 2m0c2
(σσσ ·ΠΠΠ)ψA , (1.6)

introduciendo este resultado (1.6) en (1.4) se tiene que:

(σσσ ·ΠΠΠ) c2

Ẽ − V + 2m0c2
(σσσ ·ΠΠΠ)ψA = (Ẽ − V )ψA . (1.7)

A fin de obtener la ecuación de Pauli como el límite no-relativista de la ecuación de

Dirac, consideramos quem0c
2 es la mayor contribución a la energía por lo que podemos

realizar la siguiente expansión en serie para Ẽ−V
2m0c2 � 1:

c2

Ẽ − V + 2m0c2
=

1
2m0

Ẽ−V
2m0c2 + 1

≈ 1
2m0

[
1− Ẽ − V

2m0c2 + · · ·
]
. (1.8)

Esta aproximación se justifica por el hecho de que: Ẽ−V
2m0c2 ≈ v2/c2 � 1, es decir, que

consideramos velocidades pequeñas comparadas con la velocidad de la luz. Esto es

válido en semiconductores y metales donde la velocidad de Fermi es del orden de

106m/s, dos órdenes menor a la velocidad de la luz. Se tomarán en cuenta los primeros

dos términos de la serie (1.8) para lo que sigue. La condición de normalización para el

espinor ψ exige que:
∫
d3r ψ†ψ =

∫
d3r(ψ†AψA + ψ†BψB) = 1 , (1.9)

de la ecuación (1.6) y utilizando la aproximación (1.8) se tiene:

ψB ≈
1

2m0c
(σσσ ·ΠΠΠ)ψA , (1.10)

usando (1.10) y la condición de normalización (1.9), podemos escribir:

1 ≈
∫
d3r

(
ψ†AψA + ψ†A

1
4m2

0c
2 (σσσ ·ΠΠΠ)2ψA

)
. (1.11)
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1.1. La Ecuación de Dirac y la de Pauli Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

El producto (σσσ ·ΠΠΠ)2 se puede reescribir de la siguiente manera 1 [12, 13,32,33]:

(σσσ ·ΠΠΠ)(σσσ ·ΠΠΠ) = ΠΠΠ2 + ıσσσ · (ΠΠΠ×ΠΠΠ) ,

= (ppp− eAAA)2 + ıσσσ · [(ppp− eAAA)× (ppp− eAAA)] ,

= (ppp− eAAA)2 + ıσσσ · [−e (ppp×AAA+AAA× ppp)] ,

= (ppp− eAAA)2 + ıσσσ · [−e (−ı~ (∇×AAA))] ,

= ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB , (1.12)

con este resultado (1.12) la condición de normalización (1.11) queda:

1 ≈
∫
d3r

(
ψ†AψA + ψ†A

ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB
4m2

0c
2 ψA

)
,

≈
∫
d3rψ†A

(
1 + ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB

4m2
0c

2

)
ψA . (1.13)

Ahora, si se define una nueva función de onda de la siguiente manera:

Ψ ≡
(

1 + ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB
8m2

0c
2

)
ψA , (1.14)

su condición de normalización implica:∫
d3rΨ†Ψ =

∫
d3r ψ†A

(
1 + ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB

8m2
0c

2

)† (
1 + ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB

8m2
0c

2

)
ψA ,

=
∫
d3r ψ†A

1 + 2
(

ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB
8m2

0c
2

)
+
(

ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB
8m2

0c
2

)2
ψA ,

≈
∫
d3r ψ†A

(
1 + ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB

4m2
0c

2

)
ψA ≈ 1 ,

donde hemos utilizado el resultado previo (1.13) en el último paso. Entonces se com-

prueba que para el límite no-relativista, la función de onda propuesta (1.14) está

normalizada. Para obtener la ecuación de Pauli, sólo nos falta sustituir ψA en (1.7).

Para ello necesitamos despejar ψA de (1.14):

ψA =
(

1 + ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB
8m2

0c
2

)−1

Ψ ,

ψA ≈
(

1− ΠΠΠ2 + e~σσσ ·BBB
8m2

0c
2

)
Ψ ,

ψA ≡ ΩΨ , (1.15)

1primero usando la siguiente propiedad: (σσσ · aaa)(σσσ · bbb) = aaa · bbb+ ıσσσ · (aaa× bbb).
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1.1. La Ecuación de Dirac y la de Pauli Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

de (1.7) tenemos hasta orden v2/c2:(
(σσσ ·ΠΠΠ) 1

2m0

[
1− Ẽ − V

2m0c2

]
(σσσ ·ΠΠΠ)− V

)
ψA = ẼψA . (1.16)

Sustituyendo (1.15) en (1.16) y multiplicando por Ω por la izquierda:

Ω
(

(σσσ ·ΠΠΠ) 1
2m0

[
1− Ẽ − V

2m0c2

]
(σσσ ·ΠΠΠ)− V

)
ΩΨ = ẼΩ2Ψ ,

de manera explícita tenemos:(
1− (σσσ ·ΠΠΠ)2

8m2
0c

2

)(
(σσσ ·ΠΠΠ) 1

2m0

[
1− Ẽ − V

2m0c2

]
(σσσ ·ΠΠΠ)− V

)(
1− (σσσ ·ΠΠΠ)2

8m2
0c

2

)
Ψ

= Ẽ

(
1− (σσσ ·ΠΠΠ)2

8m2
0c

2

)2

Ψ = Ẽ

(
1− (σσσ ·ΠΠΠ)2

4m2
0c

2

)
Ψ ,

la cual podemos reescribir de esta manera:[
(σσσ ·ΠΠΠ)2

2m0
+ V − (σσσ ·ΠΠΠ)4

8m3
0c

2 + 1
8m2

0c
2

({
(σσσ ·ΠΠΠ)2, Ẽ − V

}
− 2(σσσ ·ΠΠΠ)(Ẽ − V )(σσσ ·ΠΠΠ)

)]
Ψ

= ẼΨ ,

ahora usamos la identidad {A2, B} − 2ABA = [A, [A,B]], con A = σσσ ·ΠΠΠ y B = Ẽ − V :[
(σσσ ·ΠΠΠ)2

2m0
+ V − (σσσ ·ΠΠΠ)4

8m3
0c

2 + 1
8m2

0c
2

[
σσσ ·ΠΠΠ, [σσσ ·ΠΠΠ, Ẽ − V ]

]]
Ψ

= ẼΨ . (1.17)

Los conmutadores que aparecen en (1.17) se resuelven de la siguiente manera:

[σσσ ·ΠΠΠ, Ẽ − V ] = −σσσ ·ΠΠΠV + V σσσ ·ΠΠΠ ,

= ie~σσσ · ∇V = −ie~σσσ ·EEE , (1.18)

donde se usa EEE = (−1/e)∇V , ya que estamos en el caso electrostático puesto que

nuestra deducción parte de la ecuación de Dirac independiente del tiempo, y el vector

potencial AAA(rrr) sólo será función de la posición. Este resultado (1.18) nos sirve para

calcular el siguiente conmutador doble:[
σσσ ·ΠΠΠ, [σσσ ·ΠΠΠ, Ẽ − V ]

]
= [σσσ ·ΠΠΠ,−i~σσσ ·EEE] ,

= −e~2∇ ·EEE − 2e~σσσ ·ΠΠΠ×EEE , (1.19)
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1.2. Semiconductores Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

usando ∇×EEE = 0; sustituyendo (1.19) en (1.17) se tiene:[
(σσσ ·ΠΠΠ)2

2m0
+ V − (σσσ ·ΠΠΠ)4

8m3
0c

2 −
e~2∇ ·EEE

8m2
0c

2 − e~σσσ ·ΠΠΠ×EEE
4m2

0c
2

]
Ψ = ẼΨ , (1.20)

finalmente escribimos esta ecuación (1.20) usando el resultado (1.12) se obtiene la

ecuación de Pauli [32]:[
ΠΠΠ2

2m0
+ V + e~

2m0
σσσ ·BBB − e~σσσ ·ΠΠΠ×EEE

4m2
0c

2 − e~2

8m2
0c

2∇ ·EEE

− ΠΠΠ4

8m3
0c

2 −
e~ΠΠΠ2

4m3
0c

2σσσ ·BBB −
(e~BBB)2

8m3
0c

2

]
Ψ = ẼΨ . (1.21)

El tercer término de la ecuación de Pauli es el término de Zeeman, interacción entre

espín y campo magnetico. El cuarto es el término de acoplamiento espín-órbita2, co-

rresponde a la interacción que siente el electrón en movimiento en el campo eléctrico.

Se puede reescribir este término de tal manera que aparezca como un electrón en un

campo magnético efectivo dado por EEE × (vvv/c). El quinto se llama término de Darwin,

que da origen al llamado Zitterbewegung u oscilaciones cuánticas rápidas del electrón.

Los últimos términos son las correcciones a segundo orden del momento cinético3 y al

término de Zeeman.

1.2. Semiconductores

Una vez hecha la derivación de la ecuación de Pauli, vamos a proceder a hacer

una breve disgresión en torno a otro aspecto de relevancia para nuestro estudio, a

saber, dar las ideas esenciales en la descripción de los materiales semiconductores.

Luego, describiremos los efectos en los materiales semiconductores debidos al término

de acoplamiento espín órbita presente en la ecuación de Pauli, y posteriormente des-

cribiremos los hamiltonianos de sistemas bidimensionales cuando existe ruptura de

simetría de inversión de bulto y estructural.

2o término de Thomas [32]
3por ejemplo [32]:

√
(m0c2)2 + ΠΠΠ2c2 ≈ ΠΠΠ2/2m0 −ΠΠΠ4/8m3

0c
2
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1.2. Semiconductores Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

1.2.1. ¿Qué es un semiconductor?

Semiconductor es el nombre dado a un grupo de materiales cuya conductividad

está entre los metales y los aislantes [29]. En un aislante todas las bandas, rangos de

energías permitidas para los portadores de carga, están completamente llenas o vacías;

al menos una banda semillena en el caso de metales [2]. Esto lo podemos representar

en un gráfico de la energía contra la densidad de niveles energéticos para un metal y

un aislante, (1.1) y (1.2) respectivamente.

Figura 1.1: Densidad de niveles (eje horizontal) vs Energía (eje vertical) en un metal [2], la región
sombreada indica los niveles ocupados por electrones.

Figura 1.2: Densidad de niveles vs Energía en un aislante [2], la región sombreada indica los niveles
ocupados por electrones.

Podemos caracterizar a los aislantes por la brecha de energía prohibida Eg (ver

figura 1.2), que se encuentra entre la banda ocupada y la desocupada. Ahora a tem-

peratura T = 0 un sólido con una banda de energía prohibida será no conductor [2], a
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Elementales

Si Silicio

Ge Germanio

Compuestos

GaAs Arseniuro de Galio

AlGaAs Arseniuro de Galio-Aluminio

AlP Fosfuro de Aluminio

Cuadro 1.1: Semiconductores típicos

medida que aumentamos la temperatura existirá una probabilidad no nula de que los

electrones excitados térmicamente superen esta banda prohibida y exista conducción,

en este contexto decimos que los electrones pasan de la banda de valencia a la banda de

conducción. Esto nos permite definir a los semiconductores como aquellos sólidos que

al ser excitados térmicamente pasan de un estado aislante a un estado de conducción.

En otras palabras los semiconductores son aislantes a T = 0 que al ser calentados por

debajo de su punto de fusión alcanzan un estado de conducción, y que la brecha de

energía típica que tienen que superar los electrones para pasar a la banda de conduc-

ción no es mayor de 2eV [2].

En la tabla (1.1) se presentan algunos semiconductores, en este trabajo en particular

estaremos interesados en el arseniuro de galio (AsGa) y el arseniuro de galio-aluminio

(AlGaAs) por ciertas propiedades que explicaremos luego.

1.2.2. Estructura cristalina en los semiconductores

Los sólidos pueden ser clasificados en tres tipos [29]: amorfos, cristalinos y po-

licristalinos; en los primeros no existe un orden que predomine en el material a una

escala mayor a la molecular, aquí orden significa que los átomos y/o moléculas tienen

un arreglo geométrico y/o periódico particular. En los sólidos cristalinos el orden está

presente en un alto nivel y se manifiesta de manera constante en todo el material. Los

11



1.2. Semiconductores Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

Figura 1.3: (a) Diagrama de Laue de espectroscopía de rayos X de la estructura cristalina del silicio.
(b) Estructura del silicio mapeada por un microscopio de fuerza atómica [23]

policristalinos también cuentan con orden en determinadas regiones y en cada una de

éstas varía de geometría y/u orientación, es decir, están a su vez diferentes cristales

de cada uno con una orientación aleatoria respecto al otro [23].

La estructura cristalina de los sólidos es determinada mediante cristalografía de rayos

X [23](fig. 1.3a), observando los patrones de difracción de aquellos fotones que traspa-

san el material, de allí se obtienen los planos de reflexión para finalmente obtener las

posiciones relativas de los átomos de la red. Adicionalmente se puede usar un micros-

copio de fuerza atómica (fig. 1.3b) para “mapear” la fuerza ejercida por los átomos

en la superficie del cristal, de estas mediciones se puede reconstruír la estructura del

cristal y obtener los parámetros de la red.

1.2.2.1. Simetrías en cristales: invariancia traslacional discreta

Supongamos que tenemos una red cristalina bidimensional cuyos átomos están

ordenados en dos direcciones aaa y bbb (fig. 1.4), se define el vector de Bravais de la
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Figura 1.4: Red bidimensional, las direcciones aaa y bbb no necesariamente son perpendiculares y las
distancias a y b pueden ser diferentes.

siguiente manera:

RRR = naaa+mbbb ,

si tenemos m y n con valores enteros, entonces cualquier posición de la red se le puede

asociar un vector de Bravais y en este caso es evidente la invariancia traslacional

dado que si nos posicionamos en cualquier punto de la red podremos alcanzar otro

punto moviéndonos en unidades enteras de aaa y bbb, en cada una de esas direcciones

siempre veremos a una distancia a(ó b) otro sitio (átomo). Este razonamiento puede

ser extendido a tres dimensiones y por ende el vector de Bravais asociado.

1.2.2.2. Simetrías en cristales: invariancia rotacional

En este caso si nos colocamos en cualquier punto de la red y realizamos una

rotación de la misma en múltiplos enteros de 60 ó 90 ó 180 grados y como resultado

obtenemos la misma red, se dice que la red es invariante a rotaciones de 60 ó 90 ó 180

grados. Por ejemplo, la red anterior (fig. 1.4) permanece inalterada si aplicamos una

rotación de 180 grados (fig. 1.5).

1.2.2.3. Caso concreto: Arseniuro de Galio

El arseniuro de galio se clasifica dentro del sistema cristolográfico cúbico y su

estructura se llama cristal de zinc-blenda (ZnS) [23], podemos verla representada en la
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Figura 1.5: Red bidimensional invariante bajo rotaciones de múltiplos enteros de 180 grados.

Figura 1.6: La estructura zinc-blenda del arseniuro de galio. Adaptado de [26]

Figura 1.7: Enlaces tetrahédricos en el arseniuro de galio. Adaptado de [26]

figura (1.6). Cuando tenemos una de estas estructuras enlazada con otra, el arsénico

y el galio forman la red periódica que se muestra en la figura (1.7).
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Figura 1.8: Estructura de bandas parabólicas. Basado en [37]

1.2.3. Estructura de bandas en los semiconductores

Anteriormente indicamos que en los semiconductores existen dos bandas reelevan-

tes en procesos de conducción, la de valencia y la de conducción, pero en realidad el

esquema es un poco más complicado. El modelo más sencillo utilizado para describir

las bandas es la idealización de que las bandas son parabólicas e isotrópicas de la

forma [2, 37], partiendo de un modelo de electrón libre (donde sí son parabólicas):

Ec/v = ±
Eg

2 + ~2k2

2m∗c/v

 .

Donde c y v indican la banda de conducción y valencia respectivamente, kkk es el vector

de onda, Eg es la banda no permitida (“gap”) y m∗c ó m∗v la masa efectiva para las

bandas de conducción y de valencia, respectivamente.

Aunque este modelo (fig. 1.8) provee cierta información sobre las propiedades elec-

trónicas de los semiconductores, no es adecuado para caracterizar los casos en que

las bandas no son parábolicas o existe separación de las bandas por acoplamiento

espín-órbita [37]; para ello se introduce el llamado método kkk · ppp.
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1.2.3.1. Método kkk · ppp

Este método nos permitirá calcular la estructura de bandas con precisión arbi-

traria alrededor de un punto de interés en el espacio recíproco [37]. Para ello primero

introducimos el teorema de Bloch [2]:

Teorema 1. Los autoestados ψ del hamiltoniano H = ΠΠΠ2/2m0 + V0(rrr), donde V0(rrr+

RRR) = V0(rrr) para todo vector de Bravais RRR, se pueden escoger de tal manera que tengan

la forma del producto de una onda plana por una función periódica en RRR:

ψνkkk(rrr) = eıkkk·rrruνkkk(rrr) ≡ eıkkk·rrr〈rrr|νkkk〉 , (1.22)

donde

uνkkk(rrr +RRR) = uνkkk(rrr) ,

para todo vector de Bravais RRR en la red.

Usando (1.22) junto con la ecuación de Schrödinger se tiene [37]:[
ΠΠΠ2

2m0
+ V0(rrr)

]
eıkkk·rrr〈rrr|νkkk〉 = Eν(kkk)eıkkk·rrr〈rrr|νkkk〉 , (1.23)[

ΠΠΠ2

2m0
+ V0(rrr) + ~2k2

2m0
+ ~
m0

kkk ·ΠΠΠ
]
|νkkk〉 = Eν(kkk)|νkkk〉 , (1.24)

donde aplicamos que V0(rrr) conmuta con eıkkk·rrr〈rrr|, pero ΠΠΠ2 actúa sobre él como el ope-

rador diferencial ppp = −ı~∇ más −eAAA(rrr), que es sólo función de la posición, y con

m0 la masa en reposo del electron, V0 el potencial periódico en la red y ν denota el

índice de la banda. La ventaja es que ahora obtenemos una ecuación que sólo depende

de la parte periódica |νkkk〉 de las funciones de Bloch. Adicionalmente podríamos ha-

ber tomado en cuenta la interacción espín-órbita de la ecuación de Pauli (1.21) en la
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ecuación (1.23), en ese caso se obtiene:[
ΠΠΠ2

2m0
+ V0(rrr)− e~σσσ ·ΠΠΠ×EEE

4m2
0c

2

]
eıkkk·rrr〈rrr|nkkk〉 = En(kkk)eıkkk·rrr〈rrr|nkkk〉 ,[

ΠΠΠ2

2m0
+ V0(rrr) + ~

4m2
0c

2σσσ ·ΠΠΠ×∇V0

]
eıkkk·rrr〈rrr|nkkk〉 = En(kkk)eıkkk·rrr〈rrr|nkkk〉 ,[

ΠΠΠ2

2m0
+ V0(rrr) + ~2k2

2m0
+ ~
m0

kkk · πππ + ~ΠΠΠ · σσσ ×∇V0

4m2
0c

2

]
|nkkk〉 = En(kkk)|nkkk〉 ,(1.25)

donde

πππ = ΠΠΠ + ~
4m0c2σσσ ×∇V0 ,

y aquí la parte periódica de las funciones de Bloch |nkkk〉 son espinores de dos compo-

nentes. Tenemos que el índice n sirve para caracterizar simultáneamente el movimiento

orbital y el grado de libertad del espín [37]. Es necesario construír una expansión en

términos de la base ortonormal |νkkk〉 de la ecuación 1.24 para representar las funciones

|nkkk〉 [27]. Esto es posible porque para cada vector fijo kkk0 los conjuntos de funciones

periódicas |νkkk0〉 y |nkkk0〉 constituyen una base completa y ortonormal para 1.24 y 1.25

respectivamente; entonces procedemos a expandir las funciones |nkkk〉 de la siguiente

manera:

|nkkk〉 =
∑
ν′

σ′=↑,↓

cnν′σ′(kkk)|ν ′σ′〉 , (1.26)

con

|ν ′σ′〉 ≡ |ν ′0〉 ⊗ |σ′〉 .

Ahora tenemos la ventaja de que podemos tratar la interacción espín-órbita como una

pequeña perturbación, dado que podemos escribir el hamiltoniano (1.25) como función

de los kets |νkkk〉; para ello multiplicamos4 〈νσ| por la ecuación (1.25) y usando (1.26)

4por la izquierda necesariamente
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1.2. Semiconductores Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

tenemos:

〈νσ|
[

ΠΠΠ2

2m0
+ V0(rrr) + ~2k2

2m0
+ ~
m0

kkk · πππ + ~ΠΠΠ · σσσ ×∇V0

4m2
0c

2

] ∑
ν′

σ′=↑,↓

cnν′σ′(kkk)|ν ′σ′〉

= 〈νσ|En(kkk)
∑
ν′

σ′=↑,↓

cnν′σ′(kkk)|ν ′σ′〉 ,

∑
ν′

σ′=↑,↓

{[
Eν′(000) + ~2k2

2m0

]
δνν′δσσ′ +

~
m0

kkk ·PPP νν′
σσ′

+ ∆νν′
σσ′

}
cnν′σ′(kkk)

= En(kkk)cnνσ(kkk) , (1.27)

con:

Eν′(000) = ΠΠΠ2

2m0
+ V0(rrr) ,

PPP νν′
σσ′
≡ 〈νσ|πππ|ν ′σ′〉 ,

∆νν′
σσ′
≡ ~

4m2
0c

2 〈νσ|ΠΠΠ · σσσ ×∇V0|ν ′σ′〉 .

Los elementos de matriz asociados al acoplamiento espín-órbita ∆νν′
σσ′

separan los niveles

energéticos a kkk = 000 [37], pero debido a consideraciones de simetría muchos de esos

elementos son cero [16]. Los elementos fuera de la diagonal del término PPP νν′
σσ′

mezclan

los extremos de las bandas |ν0〉, y si no consideramos la interacción espín-órbita nos

permite introducir el concepto de la masa efectiva [16]; por ejemplo, la diagonalización

de las ecuaciones acopladas (1.27) despreciando el término de acople espín-órbita nos

da la relación entre la energía y el vector de onda, i.e. la estructura electrónica de

bandas, y una definición para la masa efectiva5 [37]:

Eν(kkk) = Eν(000) + ~2k2

2m∗ν
,

con m∗ν la masa efectiva en la banda definida por [34,37]:

m0

m∗ν
= 1 + 2

m0

∑
ν′

ν 6=ν′

P 2
νν′

Eν(000)− Eν′(000) .

5utilizando teoría de perturbaciones hasta segundo orden y la transformación canónica [27]
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1.2. Semiconductores Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

El denominador de esta suma se hace más pequeño para las bandas cercanas, por

tanto, se puede realizar la siguiente aproximación, entre la banda de conducción y la

banda de valencia [25,37]:

m0

m∗c/v
≈ 2
m0

P 2
c/v

Ec − Ev
= 2
m0

P 2
c/v

Eg
.

Entonces las masas efectivas m∗c ≈ m∗v son proporcionales al ancho fundamental Eg;

que está entre 1 y 2eV , esto nos dice que la interaccion EO puede ser mayor que en el

caso de Dirac(ver ec. 1.5) en un factor de 106.

Utilizando el método demostrado en esta sección y con ayuda de la teoría de inva-

riantes es posible construír un hamiltoniano 14× 14, conocido como modelo de Kane

extendido, para el arseniuro de galio. Sin embargo, la discusión realizada anteriormen-

te nos permitirá caracterizar la estructura electrónica de bandas y ver los efectos del

acoplamiento espín-órbita que discutiremos luego. En la figura (1.9) vemos un detalle

de la estructura de bandas para el GaAs, nos interesaremos en los hamiltonianos que

describen la interacción en la banda de condución denominada Γ6c. En esta banda

∆νν′
σσ′

= 0, sin embargo, para la banda de valencia l = 1 y está tres veces degenerado

que con la inclusión del espín, el acoplamiento espín-órbita separa estos estados y se

obtiene j = 3/2 para los huecos pesados (HP) y huecos ligeros (HL) y otra banda de

valencia con j = 1/2 [37] (ver fig.1.9).

Figura 1.9: Detalle de la estructura de bandas cerca del punto Γ (kkk = 0)para el GaAs según el modelo
de Kane extendido [16,37]. Aquí la banda de conducción mostrada se denomina Γ6c. Adaptado de [30].
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1.2. Semiconductores Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

1.2.4. Heteroestructura Arseniuro de Galio/ Arseniuro de
Galio-Aluminio GaAs/AlGaAs

El concepto de heterostructura o heterounión proviene de acoplar dos semicon-

ductores diferentes, por ejemplo GaAs y AlGaAs (fig. 1.10); la idea es que como dichos

semiconductores tienen un ancho de banda prohibido o “gap” diferente, la banda de

energía sufrirá una discontinuidad en la interfaz. Esto permite diseñar el ancho de ban-

da prohibido, para que esto sea posible las constantes de la red entre ambos materiales

no deben ser muy diferentes (para esta heteroestructura la diferencia no es mayor al

0,14 % [29]).

Figura 1.10: Heteroestructura GaAs/AlGaAs. El eje z es la dirección de confinamiento. Adaptado
de [16].

Para esta heterounión en particular, los gaps de ambos semiconductores están

centrados y uno de ellos “cabe” en el otro (ver fig. 1.11).

Figura 1.11: Relación entre el ancho de banda prohibido mayor y menor para el compuesto
GaAs(1)/AlGaAs(2), cuando coinciden de esta manera se denomina straddling [29].
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1.3. Asimetrías de inversión Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

Entre la capa de fondo del GaAs y el AlxGa1−xAs se forma el gas bidimensional

de electrones (2DEG, ver fig. 1.10). Bajo estas condiciones se obtiene el pozo cuántico,

con el requerimiento de que en la interfaz el tipo de dopaje sea el mismo para ambos

semiconductores, o bien uno de ellos no esté dopado. La relación de dispersión en el

pozo viene dada por:

En(kx, ky) = h2n2

8m∗d2 + h2

2m∗ (k
2
x + k2

y) .

Con m∗ la masa efectiva y d el ancho del pozo. Esta ecuación nos sirve para definir el

gas bidimensional de electrones (2DEG), que existe cuando los electrones tienen niveles

de energía cuantizados en una dirección espacial (en nuestro caso el confinamiento es

a lo largo de z) pero son libres para moverse en las otras dos direcciones [29].

1.3. Asimetrías de inversión

En un semiconductor la degeneración de los estados de espín del electrón es cau-

sada por las simetrías bajo las operaciones de inversión del espacio y del tiempo [37],

el efecto combinado de estas operaciones dejan invariante el vector de onda kkk, mien-

tras que cada una de ellas por separado transforma el vector kkk en −kkk [9]; la inversión

temporal además cambia la orientación del espín [9, 16].

En otras palabras, la simetría de inversión temporal implica que el vector de onda y

el espín cambian signos [27]:

E+(kkk) = E−(−kkk) .

Este resultado es conocido como degeneración de Kramers [8, 37]. Adicionalmente, si

se tiene simetría de inversión espacial el estado de espín permanece de kkk a −kkk [27]:

E±(kkk) = E±(−kkk) .
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1.3. Asimetrías de inversión Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

Combinando estos dos resultados se obtiene la degeneración de espín [27]:

E+(kkk) = E−(kkk) . (1.28)

Lo que significa que la relación de dispersión para los semiconductores con simetría de

inversión6 no contiene potencias impares de kkk que separen las bandas cerca del punto

Γ; otra posibilidad para que no se degeneren los estados de espín es que se rompa la

simetría de inversión estructural.

1.3.1. Asimetría de inversión de bulto (AIB) en GaAs

La estructura zinc-blenda del arseniuro de galio no tiene un centro de inversión [22]

y se dice no centrosimétrico. Esto quiere decir que no posee un centro de simetría en

la celda unitaria, por ende, no es posible asignar un punto en la estructura tal que al

unir cada elemento con una recta y este punto se obtenga el mismo elemento al otro

lado de este centro y de manera equidistante, ver figura 1.12. Cuando el material es no

centrosimétrico simplemente es que no existe un punto que pueda invertir la estructura

a través de una línea recta.

Figura 1.12: (a) configuración con simetría de inversión, (b) la operación muestra que el arreglo no
tiene simetría de inversión [36].

En este sentido, la degeneración de espín (1.28) desaparece cerca del punto Γ y

aparecerán potencias pares e impares de kkk aún en ausencia de campo magnético. Este

6centrosimétricos
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1.3. Asimetrías de inversión Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

efecto ocurre en el bulto de los semiconductores y es conocido como efecto Dressel-

haus [8] o asimetría de inversión de bulto (AIB) [27, 37]. Para este caso en contraste

con (1.28) tenemos:

E+(kkk) 6= E−(kkk) .

La no degeneración de los estados la podemos representar gráficamente en la figu-

ra 1.13. A cada estado de espín le corresponde una energía diferente dada por su

relación de dispersión.

Figura 1.13: Relación de dispersión para dos estados de espín diferentes, E−(kkk) (paraboloide exterior)
y E+(kkk). La separación de bandas es debido a la ruptura de la simetría de inversión. Adaptado de [30].

1.3.1.1. AIB para la banda de conducción Γ6c del GaAs

Usando el modelo de Kane extendido apoyado en el método kkk · ppp y la teoría

de perturbaciones es posible escribir el hamiltoniano Dresselhaus para la banda de

conducción Γ6c [14, 16,17,25,27,30,34,37]:

H
(3d)
D ≡ B[kx(k2

y − k2
z)σx + p.c.] .

Donde se indica que es el hamiltoniano en tres dimensiones y p.c. se entiende como

los términos que resulten de las permutaciones cíclicas de los subíndices de k y σ. El

valor de la constante B para el arseniuro de galio es [37]:

B = 27,58 eVÅ3
.
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Cuando el sistema es cuasi-bidimensional7, 2DEG, con confinamiento en z (dirección

[001]) [14, 17,30,37] podemos promediar en la dirección de confinamiento:

〈kz〉 = 0 ,

〈k2
z〉 ≈ (π/d)2 ,

β ≈ −B(~π/d) .

Donde β aumenta mientras sea más pequeño el confinamiento d. Finalmente obtenemos

la contribución AIB para el sistema cuasi-bidimensional [14,17,30,37]:

H
(2D)
D ≡ β(kxσx − kyσy) +O(k3) , (1.29)

donde los términos de orden cúbico Bkxky(kyσx−kxσy) son despreciables comparados

con las contribuciones lineales en k de (1.29) cuando el confinamiento es fuerte π/d�

kF , con kF el vector de onda de Fermi [14].

1.3.2. Asimetría de inversión de estructura

Otra manifestación de la separación de los estados de espín en los semiconductores,

aparte de AIB, es la asimetría de inversión de estructura (AIE) [14,37]. Ésta se produce

cuando el potencial de confinamiento V (z) a lo largo del eje z es asimétrico [9, 14].

El término de acoplamiento espín-órbita de la ecuación de Pauli (1.21) nos da una

relación explícita con el potencial:

HSO = − e~
4m2

0c
2σσσ ·ΠΠΠ×EEE = e~2

4m2
0c

2σσσ · kkk ×∇V = e~2

4m2
0c

2∇V · kkk × σσσ ,

para el caso cuasi-bidimensional, obtenemos el que se denomina hamiltoniano Rashba

[14,37]:

H
(2D)
R ≡ α(kyσx − kxσy) ,

7caso pozo cuántico
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1.3. Asimetrías de inversión Capítulo 1: Interacción Espín-Órbita

aquí la constante α es proporcional a la componente z del campo eléctrico para nues-

tro sistema y es ajustable debido a que es posible controlar la intensidad del campo

aplicando un voltaje de compuerta en la cara plana de la estructura de la figura 1.10.

Finalmente, si tomamos en cuenta las dos interacciones, Rashba y Dresselhaus, pode-

mos escribir el hamiltoniano como [29]:

H
(2DEG)
R−D ≡ α(kyσx − kxσy) + β(kxσx − kyσy) . (1.30)
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Capı́tulo 2
Efecto Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher

En este capítulo trataremos dos efectos cuánticos importantes en los cuales la

función de onda una partícula adquiere una fase bajo las siguientes condiciones: si es

una partícula cargada moviéndose alrededor de un solenoide infinito que produce un

flujo magnético en su interior [5, 39] o si es una partícula con momento magnético

moviéndose alrededor de una línea infinita de carga uniforme [39].

2.1. Efecto Aharonov-Bohm

En electrodinámica clásica los potenciales eléctrico y magnético (φ y AAA) son can-

tidades que no se pueden medir directamente [7], las cantidades físicas son el campo

eléctrico y magnético:

EEE = −∇φ− 1
c

∂AAA

∂t
, (2.1)

BBB = ∇×AAA , (2.2)

y se verifica que φ y AAA no son únicos ya que pueden ser cambiados por medio de la

transformación de calibre [5, 7, 24]:

φ→ φ− 1
c

∂χ

∂t
, (2.3)

AAA→ AAA+∇χ , (2.4)
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2.1. Efecto Aharonov-Bohm Capítulo 2: Efecto AB y AC

donde χ es una función arbitraria del espacio y del tiempo [7], y estos nuevos poten-

ciales (2.3),(2.4) no cambian los campos eléctrico (2.1) y magnético (2.2). Entonces

clásicamente el único efecto físico de un campo electromagnético sobre una carga es

la fuerza de Lorentz1 [24]:

FFF = q
(
EEE + 1

c
vvv ×BBB

)
,

con vvv la velocidad de la partícula con carga q. Esta fuerza sólo existe en regiones donde

EEE y/o BBB son diferentes de cero. En mecánica cuántica esto no es necesariamente así,

pueden ocurrir efectos físicos aún cuando EEE y BBB son nulos pero el potencial magnético

AAA no [24]. En 1959 Aharonov y Bohm demostraron que el potencial magnético puede

cambiar el comportamiento cuántico de una partícula cargada aún cuando se mueve

en una región donde el campo es cero [7]. Mediante el siguiente procedimiento obten-

dremos este efecto, tal como se obtuvo en las referencias [5, 24].

Un experimento popular en mecánica cuántica es el experimento de doble rendija con

electrones (ver fig. 2.1). Debido a la naturaleza ondulatoria del electrón se produce un

patrón de interferencia característico [24]. Si la longitud de onda del electrón es λ, la

diferencia de fase entre las ondas de las dos rendijas es:

δ = 2π a
λ
.

Si x� L, entonces a ≈ (x/L)d y la diferencia de fase queda:

δ = 2π x
L

d

λ
. (2.5)

Los máximos ocurren cuando δ = 2nπ y los mínimos en (2n + 1)π, y se obtiene el

patrón de interferencia (ver fig. 2.1).

1en unidades CGS
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Figura 2.1: Experimento de doble rendija con electrones. Adaptado de [5, 24].

Ahora supongamos que tenemos un solenoide infinito a lo largo del eje z con

radio b en el plano x-y (ver fig. 2.2) con flujo magnético ΦB = πb2Bz, donde el campo

magnético BBB = (0, 0, Bz) existe solamente en el interior del solenoide. Cabe destacar

que b es lo suficientemente pequeño para que el campo esté localizado de manera tal

que el haz de electrones no interactúa con él.

Figura 2.2: Efecto Aharonov-Bohm. Adaptado de [5, 24].
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El vector potencial en coordenadas cilíndricas lo podemos escribir como [5]:

Aφ =


rBz

2 , r < b

ΦB

2πr , r > b
,

Donde las otras componentes son cero, Ar = 0 y Az = 0. El hamiltoniano clásico para

la región externa al solenoide es [5]:

H = 1
2m

(
ppp− e

c
AAA
)2

= 1
2m

p2
r + 1

r2

(
pφ −

eΦB

2πc

)2

+ p2
z

 .
La siguiente transformación canónica [5]:

pφ → pφ −
eΦB

2πc ,

elimina el término de flujo magnético del hamiltoniano y esto nos dice que el solenoide

no influye en el movimiento de la carga cuando está fuera de él [5]. En el régimen

cuántico la situación es diferente, bajo las mismas condiciones BBB = 000 y AAA 6= 000 se puede

demostrar que la función de onda ψ [32]:

ψ = ψ0 exp
[
ıe

hc

∫ rrr

O
AAA · drrr′

]
, (2.6)

es solución de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo2:

1
2m

[
ppp− e

c
AAA
]2
ψ = Eψ (2.7)

y ψ0 es la solución de (2.7) cuando AAA = 000. En (2.6) se escoje un origen O para el

camino arbitrario hasta rrr. La ecuación (2.6) sólo tiene sentido si ∇ × AAA = 000 fuera

del solenoide, que es nuestro caso, sino la integral de línea dependería del camino

escogido [7]. Retornando a la descripción del experimento (ver fig. 2.2) y tomando en

2con el potencial V = 0
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cuenta (2.6), el cambio en la fase para las trayectorias 1 y 2 es [5, 24,32]:

∆δ = e

hc

∫
1
AAA · drrr − e

hc

∫
2
AAA · drrr

= e

hc

∮
2−1

AAA · drrr

= e

hc

∫
2−1
∇×AAA · dSSS

= e

hc

∫
s
BBB · dSSS

= e

hc
ΦB

.

Esta diferencia de fase cambia la posición x de los máximos y mínimos (2.5) de la

siguiente manera [24](ver fig. 2.2):

δx = Lλ

2πd∆δ = Lλ

2πd
e

hc
ΦB ,

por tanto, a nivel cuántico vemos que aún en regiones donde no existe campo magnético

el hecho de que el potencial magnético sea diferente de cero provoca un cambio en la

función de onda del electrón mediante una fase.

2.2. Efecto Aharonov-Casher

Este fenómeno puede ser visto como el efecto “dual” al efecto Aharonov-Bohm,

donde cambiamos la carga de la partícula por el momento magnético y el solenoide

por una línea con densidad constante de carga [39].

Ahora tenemos una línea de carga en el eje z (ver fig. 2.3) bajo esta condición el campo

eléctrico estático que reside en el plano x-y es:

EEE(x, y) = Q

2πr2 (x, y) .
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Figura 2.3: Línea con densidad constante de carga. Adaptado de [5].

Una partícula con espín 1/2 tiene el siguiente momento magnético:

µs = 2µ
~
σσσ ,

con µ = e~/2mec el magnetón de Bohr, donde me es la masa del electrón. En este caso

el hamiltoniano no relativista es [39]:

H = (ΠΠΠ + µµµ×EEE)2

2m − µ2E2

2m .

Ahora si la partícula neutra se mueve en una trayectoria cerrada en el plano perpen-

dicular a la línea de carga, ésta adquiere la fase [39]:

φAC = 1
~c

∮
µ×EEE · drrr .

De igual manera, en este caso la fuerza de Lorentz es cero. Ambos efectos, Aharonov-

Bohm y Aharonov-Casher, pueden ser vistos como efectos de “fuerza nula” [39].
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Capı́tulo 3
Método Tight-Binding

Supongamos que tenemos un electrón y un átomo libre con potencial Va(r), tal

que se satisface la ecuación de Schrödinger [20]:[
− ~2

2m∇
2 + Va(r)

]
φ(r) = Eaφ(r) ,

donde Ea representan los niveles de energía átomica de este electrón. Cuando los

átomos forman un cristal, los potenciales de los átomos individuales se solapan (ver

fig. 3.1). En el método tight-binding, se asume que el electrón alrededor de la celda

unitaria Rj solamente es afectado por el átomo localizado en Rj [20].

Figura 3.1: Potencial tight-binding. Adaptado de [17,20]

Esta aproximación tiene sentido cuando el traslape de las funciones de onda ató-

micas es tal que se requieren correcciones para el caso del átomo aislado, pero no tanto
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como para descartar completamente la descripción atómica [2].

En este caso, la función de onda en la celda será cercana a la función de onda atómica

φ(r−Rj), y su energía Ea. Entonces, se puede realizar una combinación lineal de orbi-

tales atómicos como un intento para describir la función de onda en el sólido [2,20,22]:

ψk(r) = 1
N1/2

∑
j

eıkkk·RRRjφ(r −Rj) ,

y se puede probar que esta nueva función de onda satisface el teorema de Bloch [2,20,

22].

3.1. Hamiltoniano Tight-Binding en segunda cuantización

Nos basaremos en la referencia [20] para obtener el hamiltoniano en términos de

los operadores de creación y destrucción.

Supongamos que un sistema de electrones libres es descrito por el siguiente hamilto-

niano [20]:

H0 =
∑
k

εkc
†
kck , (3.1)

con εk = ~2k2/2m, la energía cinética. Bajo la influencia de un potencial periódico

V (r) = ∑
K VKeiKKK·rrr , podemos escribir la energía potencial de los electrones como:

H ′ =
∑
k,K

VKc
†
k+Kck . (3.2)

Los operadores que crean y destruyen electrones en el sitio RRR0
n, c†n y cn, se definen a

través de:

cn ≡
1

N1/2

∑
k

ckeıkkk·RRR
0
n ,

con la transformación inversa:

ck ≡
1

N1/2

∑
n

cne−ıkkk·RRR
0
n . (3.3)
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Estos operadores cumplen la relación de anticonmutación que describe a fermiones:

{ck, c†k′} = δkk′ [11]. Ahora sí sustituímos esta definición(3.3) en el hamiltoniano (3.1),

obtenemos:

H0 =
∑
nm

Tnmc
†
ncm , (3.4)

definiendo Tnm como:

Tnm ≡
1
N

∑
k

εkeıkkk·(RRR
0
n−RRR0

m) .

Regresando al hamiltoniano (3.2), si usamos (3.3) obtenemos:

H ′ =
∑
k,K

VK
1
N

∑
nm

c†neı(kkk+KKK)·RRR0
ncme−ıkkk·RRR

0
m

=
∑
Knm

[∑
k

1
N

eıkkk·(RRR0
n−RRR0

m)
]
VKeıKKK·RRR

0
nc†ncm ,

dado que 1
N

∑
k eıkkk·(RRR

0
n−RRR0

m) = δnm, entonces:

H ′ =
∑
K,n

VKeıKKK·RRR
0
nc†ncn , (3.5)

pero ∑K VKeıKKK·RRR
0
n = V (R0

n), por tanto (3.5) queda:

H ′ =
∑
n

V (R0
n)c†ncn . (3.6)

Sumando ambos hamiltonianos H0(3.4) y H ′(3.6), finalmente obtenemos la represen-

tación, en segunda cuantización, del hamiltoniano tight-binding:

H =
∑
n

(
Tnn + V (R0

n)
)
c†ncn +

∑
n6=m

Tnmc
†
ncm

=
∑
n

εnc
†
ncn +

∑
n 6=m

Tnmc
†
ncm ,

donde ε = Tnn+V (R0
n), es la energía del sitio n y Tnm es el término de salto (“hopping”)

del sitio m al n.
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3.2. Diferencias Finitas

En esta sección usaremos el procedimiento descrito en las referencias [35], [6] y [15]

para discretizar el hamiltoniano de la ecuación de Schrödinger mediante el enfoque de

las diferencias finitas.

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en una dimensión se escribe

como [10]: [
− ~2

2m
d2

dx2 + V (x)
]
ψ(x) = Eψ(x) (3.7)

Hψ(x) = Eψ(x)

La idea consiste en escribir el operador diferencialH, i.e. el hamiltoniano, discretizando

la coordenada continua x como una serie de puntos equiespaciados na, con n entero [15,

35]:

ψn → ψ(x = na) (3.8)

Vn → V (x = na) (3.9)

∆x→ (n+ 1)a− na = a,

y escribir las derivadas como diferencias [6, 15,35]:[
d

dxψ(x)
]
x=na

→ 1
a

[ψn+1 − ψn]

[
d2

dx2ψ(x)
]
x=(n+ 1

2)a
→ 1

a


[

d
dxψ(x)

]
x=(n+ 1

2)a
−
[

d
dxψ(x)

]
x=(n− 1

2)a


→ 1

a2 {ψn+1 − 2ψn + ψn−1} (3.10)

Se supone que a es muy pequeño [35], en otras palabras, las funciones ψ(x) y V (x)

varían muy lentamente en el entorno ∆x [6]. Usando (3.10) junto con (3.8) y (3.9)

podemos reescribir (3.7) como:

[Hψ(x)]x=na =
[
− ~2

2ma2 {ψn+1 − 2ψn + ψn−1}+ Vn

]
, (3.11)
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es posible desarrollar la ecuación (3.11) de forma matricial usando [6, 35]:

[Hψ(x)]x=na =
∑
m

Hmnψn

Hmn = Vn + 2t0

= −t0

= 0

donde:

si m = n

si |m− n| = 1, son primeros vecinos

en cualquier otro caso,

(3.12)

donde:

t0 = ~2

2ma2 ,

finalmente obtenemos la siguiente representación matricial para H [6, 35]:

H =



· · · −t0 0 0 0

−t0 V−1 + 2t0 −t0 0 0

0 −t0 V0 + 2t0 −t0 0

0 0 −t0 V1 + 2t0 −t0
0 0 0 −t0 · · ·


,

y los autoestados [15]:

ψ =



...

ψ−1

ψ0

ψ1
...


.

Concluimos que los sitios vecinos están conectados a través del término de salto t0 y

V0 + 2t0 es la energía en el sitio, resultados similares obtuvimos en la sección anterior

bajo otras suposiciones.
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3.3. Funciones de Green y Autoenergía

Como vimos anteriormente, la aproximación tight-binding nos permite escribir el

hamiltoniano en una base de “posiciones”, en esta sección se desarrollará un método

a partir de las funciones de Green y la definición de la autoenergía para introducir los

efectos de los contactos en un conductor, esto supone tomar en cuenta la interacción

de los cables con el sistema (ver fig. 3.2). La utilidad está en que podremos “conectar”

el sistema cerrado descrito por la aproximación tight-binding junto con un sistema

“abierto” compuesto de “cables”. Además este método de las autoenergías es impor-

tante porque mediante él podemos hallar la transmisión entre dos o más contactos que

se conecten a un sistema.

Figura 3.2: “Cables” p y q conectados a un conductor.

En general, en mecánica cuántica se utiliza la matriz de “scattering” que considera

las amplitudes reflejadas y transmitidas parcialmente para obtener la respuesta de una

excitación en q dada en p (por ejemplo ver fig. 3.2). Sin embargo, la función de Green

es un concepto más poderoso que la matriz de “scattering” puesto que nos da la

respuesta en cualquier punto, dentro o fuera del conductor, debido a una excitación en

otro punto [35]. Para nuestro estudio, consideraremos el transporte sin interacciones

fonón-fonón ni electrón-electrón y, en este caso, el formalismo de las funciones de Green

resulta innecesario [35] pero a la vez simplifica el cálculo de las transmisiones, como

veremos en la próxima sección. Seguiremos el método explicado en las referencias [35]

y [6] para dar una breve introducción a las funciones de Green.

En el caso en que una respuesta R puede ser relacionada a la excitación S a través de
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un operador diferencial D como sigue

DR = S ,

se puede definir una función de Green

G ≡ D−1 ,

tal que:

R = GS .

Por ejemplo para la ecuación de Schrödinger (3.7), con potencial constante V (x) = V0,

la función de Green es:

G =
[
E + V0 + ~2

2m
d2

dx2

]−1

,

por tanto: (
E + V0 + ~2

2m
d2

dx2

)
G(x, x′) = δ(x− x′) . (3.13)

Que se parece a la ecuación de Schrödinger excepto por el término de fuente δ(x−x′),

que representa ahora “un pulso unitario”:(
E + V0 + ~2

2m
d2

dx2

)
ψ(x) = 0 . (3.14)

Entonces si comparamos, 3.13 con 3.14 podemos ver a la función de Green G(x, x′) co-

mo una función de respuesta en x como resultado de una excitación unitaria en x′ [35].

Físicamente se espera que debido a tal excitación se generen dos ondas propagándose

en direcciones opuestas con amplitudes A+ y A− (ver fig. 3.3). En este caso hablamos

de la función de Green retardada.
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Figura 3.3: Esquema de la función de Green retardada en una dimensión. Adaptado de [35]

También existe otra solución, la cual describe la situaciòn en que dos ondas en-

trantes desaparecen en el punto de excitación, corresponde a la función de Green

avanzada.

Figura 3.4: Esquema de la función avanzada de Green en una dimensión. Adaptado de [35]

Denotando con GR y GA la función de Green retardada y adelantada, respectiva-

mente, se puede demostrar que [35]:

GA = (GR)∗ . (3.15)

De ahora en adelante denotaremos simplemente con la letra G a la función de Green

retardada GR (y la llamaremos función de Green), y (3.15) nos permite obtener la

función de Green adelantada GA.

Para poder resolver una ecuación diferencial a través de funciones de Green es necesario

incluir las condiciones de contorno del problema, para ello se puede demostrar que para

integrar estas condiciones se requiere añadir una parte infinitesimal ıη a la función de

Green [35], tal que:

G = [E −H + ıη]−1 , (3.16)
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donde η → 0+. Anteriormente vimos que el hamiltoniano via diferencias finitas lo

podemos escribir en representación matricial, para este caso (3.16) queda [35]:

G = [(E + ıη)I−H]−1 ,

el problema está en que debemos invertir una matriz infinito dimensional para obtener

la función de Green, debido a que los “cables” son sistemas abiertos [6,21,35]. La idea

consiste en truncar la matriz en determinado sitio donde se describa el sistema cerrado

contando con el efecto de los contactos, para ello seguimos el procedimiento indicado

en [6, 35].

Supongamos que tenemos un conductor conectado solamente a un contacto p (ver fig.

3.5), ahora particionamos la representación matricial de la función de Green total en

submatrices que describan a las funciones de Green para el conductor aislado (GC) y

el “cable” aislado (Gp):

 Gp GpC

GpC GC

 ≡
(E + ıη)I−Hp τp

τ †p EI−HC


−1

, (3.17)

donde, la matriz Gp = [(E+ıη)I−Hp] representa el “cable” aislado, mientras que GC =

[EI−HC ] será la correspondiente al conductor aislado1. La matriz de acoplamiento τ

es diferente de cero solamente para los puntos adyacentes i y pi (ver fig. 3.5):

τp(pi, i) = t (3.18)

Figura 3.5: “Cables” p conectados a un conductor, caracterizados por Hp y HC . El punto pi en el
“cable” indica que es adyacente al punto i en el conductor. Adaptado de [35]

1No es necesario añadir el término infinitesimal (ıη) [35]
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Como estamos interesados en encontrar una expresión para la función de Green

del conductor, resolvemos (3.17) para GC :

GC = [EI−HC − τ †pgpτp]−1 , (3.19)

con gp la función de Green (retardada) para el “cable” semi-infinito aislado:

gp = [(E + ıη)I−Hp]−1 . (3.20)

En (3.19) las matrices son finitas dependiendo del número de puntos considerados

dentro del conductor, las contribuciones del cable infinito están tomadas en cuenta

en τ †pgpτp, ahora para obtener gp pareciera que hay que invertir una matriz infinita

(3.20), sin embargo, esto no es necesario porque en general la función de Green para

el contacto aislado puede obtenerse analíticamente [6, 35].

Ahora si hacemos uso de la ecuación 3.18 junto con τ †pgpτp obtenemos:

Σp(i, j) ≡ t2gp(pi, pj) ,

y Σ la definimos como la autoenergía (retardada), que toma en cuenta los efectos del

“cable” p. Sí asumimos que tenemos varios “cables” independientes, por lo que sus

efectos son aditivos, tenemos que la autoenergía de tal sistema de “cables” será [6,35]:

Σ ≡
∑
p

Σp . (3.21)

Finalmente obtenemos para la función del Green del conductor (3.19), usando (3.21):

GC = [EI−HC − Σ]−1 .

El concepto de la autoenergía es bastante útil porque describe las condiciones de con-

torno impuestas por los contactos sobre el sistema considerado, y una vez obtenida

ella, sólo nos resta hallar la función de Green del conductor (3.19), que requiere la

inversión de una matriz finita y puede ser calculada numéricamente. Simplemente, la

autoenergía Σ puede verse como un hamiltoniano efectivo que toma en cuenta exacta-

mente la interacción del conductor con los “cables” [35], enfatizando que hasta ahora
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no se ha hecho ninguna aproximación para obtener la expresión de la autoenergía. En

la próxima sección veremos cómo la función de Green sirve para calcular la transmi-

sión, pero primero discutiremos el concepto de la matriz de ensanchamiento2 que se

define como [6]:

Γ ≡ ı[Σ− Σ†] .

La traza de esta matriz es proporcional al inverso del tiempo de vida de los estados [6];

ahora podemos escribir la suma del hamiltoniano del conductor más los efectos de los

“cables” en función de Γ y su contraparte hermítica ΣH :

HC + Σ =
{
HC + 1

2[Σ + Σ†]
}
− ıΓ

2 = {HC + ΣH} −
ıΓ
2 ,

donde se puede ver que la matriz hermítica ΣH es una corrección al hamiltoniano

HC y la matriz Γ describe el acoplamiento del “cable” con el conductor [35] y el

ensanchamiento de la densidad de estados3 [6].

3.4. Función de Transmisión, fórmula de Fisher-Lee

En la sección anterior se introdujeron los conceptos de función de Green, auto-

energía y matriz de ensanchamiento; aquí los utilizaremos para definir la función de

transmisión entre dos contactos p y q conectados a un conductor (ver fig. 3.2):

T pq = Tr[ΓpGΓqG†] , (3.22)

la cual nos da la rata en la cual los electrones son transmitidos desde el contacto con la

fuente al contacto con el sumidero, debido a su propagación a través del conductor [6];

en otras palabras, nos da la “facilidad” con la cual los electrones pueden pasar a

través del conductor, de esta manera, la corriente es proporcional a la función de

transmisión [35]. Este resultado proviene de relacionar la transmisión amparada en

2del inglés broadening matrix [6]
3o el inverso del tiempo de vida de los estados [6]
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la matriz de “scattering”y el formalismo de las funciones de Green [4, 6, 15, 35], a

la ecuación (3.22) la llamaremos fórmula de Fisher-Lee. Se puede demostrar que la

función de transmisión es real:

T
∗
pq = Tr

{[
ΓpGΓqG†

]†}
= Tr

[
GΓ†qG†Γ†p

]
= Tr

[
GΓqG†Γp

]
= Tr

[
ΓpGΓqG†

]
= T pq .

La función de transmisión está relacionada con los coeficientes de transmisión t de la

siguiente manera [4, 6, 35]:

T = Tr[t†t] ,

y haciendo uso de la fórmula de Fisher-Lee (3.22) obtenemos para el coeficiente de

transmisión t [3]:

tpq = Γ1/2
p GΓ1/2

q . (3.23)

Aquí podemos obervar la ventaja de utilizar el formalismo de Green y las autoenergías,

la ecuación (3.23) nos permitirá calcular el coeficiente de transmisión independiente-

mente de la forma de los “cables”, ya que ellos estarán tomados en cuenta a través de

las autoenergías, que algunas veces podremos obtener de forma analítica, por ejemplo

para el “cable” semi-infinito.

3.5. “Cable” semi-infinito

Supongamos que tenemos un “cable” semi-infinito conectado a un conductor como

se muestra en la figura 3.6, nos interesa calcular la autoenergía de este “cable” y para

ello seguimos el procedimiento de la referencia [6, 35]. El punto 0, el contacto, lo

consideraremos como parte del conductor y los demás puntos como parte del “cable”

semi-infinito (ver fig. 3.6) y los etiquetamos con la letra n tal que n < 0 representa al

“cable”.
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Figura 3.6: “Cable” semi-infinito conectado a un conductor. Adaptado de [6].

La ecuación para el conductor aislado es:

Eψ = (EC + 2t0)ψ ,

ahora si consideramos el contacto tenemos:

Eψ = (EC + 2t0)ψ − t0φ−1 , (3.24)

las funciones de onda φ satisfacen la siguiente serie infinita (ver (3.12)):

Eφn = −t0φn−1 + (EC + 2t0)φn − t0φn+1 , (3.25)

y la solución de (3.25) la podemos expresar en función de ondas planas 4, una incidente

y otra reflejada [6]:

φn = B exp(ıkna) + C exp(−ıkna) , (3.26)

por tanto,
φn−1 = B exp(ıkna− ka) + C exp(−ıkna+ ka) ,

φn+1 = B exp(ıkna+ ka) + C exp(−ıkna− ka) ,
(3.27)

usando estas ecuaciones (3.27) y (3.25), obtenemos la siguiente relación de dispersión:

E = EC + 2t0[1− cos(ka)] . (3.28)

4debido a la periodicidad en a de la cadenal lineal, ver teorema de Bloch (1.22)
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De (3.26) también obtenemos:

ψ ≡ φ0 = B + C ,

φ−1 = B exp(−ıka) + C exp(ıka) ,

= ψ exp(ıka) +B[exp(−ıka)− exp(ıka)] ,

= ψ exp(ıka)− 2ıB sin(ka) ,

(3.29)

y a partir de (3.24) usando (3.29) se tiene:

[E − EC − 2t0 + t0 exp(ıka)]ψ = 2ıt0B sin(ka) ,

[E −H − Σ]ψ = S ,

donde la autoenergía es:

Σ = −t0 exp(ıka) , (3.30)

y S representa la excitación del conductor debido al “cable”:

S = 2ıt0B sin(ka) .

Para hallar la autoenergía (3.30) en función de la energía E usamos la relación de

dispersión (3.28):

cos(ka) = 1
2t0

[EC − E + 2t0] ,

ka = arc cos
(
EC − E

2t0
+ 1

)
,

= −ı ln

(EC − E2t0
+ 1

)
+

√√√√(EC − E
2t0

+ 1
)2
− 1

 , (3.31)

sustituyendo (3.31) en la autoenergía (3.30) obtenemos:

Σ(E) = E − EC
2 − t0 − ı

√
(E − EC) t0 −

(
E − EC

2

)2
,
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donde deliberadamente escogimos el signo del radical tal que la parte imaginaria de la

autoenergía fuese negativa, en este caso:

0 ≤ E − EC
2t0

≤ 2 ,

es decir, se escogen los valores dentro de la banda permitida [6], además los autoestados

tienen tiempo de vida finito. Es posible deducir la autoenergía del cable semi-infinito

por otros medios como el método de decimación [15] o por el procedimiento de la

referencia [21], pero el enfoque usado es el apropiado porque se ajusta a los conceptos

ya introducidos en este trabajo.

Por último, para probar consistencia del método empleado, podemos reproducir

la relación de dispersión de un “cable” continuo aplicando el límite a� 0 en (3.28):

E = EC + 2 ~2

2ma2 [1− cos(ka)] ,

→ EC + ~2k2

2m .

3.6. Sistemas con más grados de libertad: 2D, espín

Los procedimientos descritos en las secciones anteriores pueden ser extendidos

para sistemas con cualquier geometría y tomando en cuenta el espín. Por ejemplo, la

transmisión entre dos contactos conectados a un conductor y considerando espín se

puede describir con la siguiente función de transmisión [19]:

T
λτ
pq = Tr[ΓλpGλτ

pqΓτqGτλ
qp ] ,

aquí las matrices de ensanchamiento seleccionan los canales que se desean estudiar,

i.e. el espín a la entrada y la salida.
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Capı́tulo 4
Modelos de filtro de espín Hatano-Chen

Estudiaremos el modelo introducido por Hatano en el artículo [28]. El esquema

se basa en la interacción spín-órbita y en el modelo tight-binding, reproduciremos los

cálculos en detalle siguiendo además el artículo de Chen y Chang [31]. Para ello primero

se considerará el hamiltoniano para el caso continuo y luego para el caso discreto en el

arreglo bidimensional de Hatano, sus resultados se examinarán en el próximo capítulo.

4.1. Hamiltoniano en el caso continuo

En el caso continuo, el hamiltoniano para un sistema en dos dimensiones tomando

en cuenta las interacciones de espín-órbita Rashba y Dresselhaus (en primer orden para

el momentum [31], ver ecuaciones (1.29) y (1.30)) lo escribimos de la siguiente manera:

H = Π2

2m∗ + α

~
(Πxσy − Πyσx) + β

~
(Πyσy − Πxσx) . (4.1)

Aquí α(β) corresponde a la constante de acoplamiento de la interacción espín órbita

Rashba(Dresselhaus) y ΠΠΠ = ppp − eAAAB/c, con AAAB el vector magnético potencial. Agru-

pando términos en (4.1), obtenemos:

H = 1
2m∗

[(
Π2
x + 2m∗α

~
Πxσy −

2m∗β
~

Πxσx

)

+
(

Π2
y −

2m∗α
~

Πyσx + 2m∗β
~

Πyσy

)]
. (4.2)
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Teniendo en cuenta que, la ecuación (4.2) es cuadrática en Π, [Πi, σj] = 0, {σi, σj} =

2δij y σ2
i = 1, reescribimos (4.2) como:

H = 1
2m∗

(Πx + m∗α

~
σy −

m∗β

~
σx

)2

+
(

Πy −
m∗α

~
σx + m∗β

~
σy

)2

− m∗2

~2

(
α2σ2

x + α2σ2
y + β2σ2

x + β2σ2
y − 2αβσxσy − 2αβσyσx

)]

= 1
2m∗

(Πx + m∗α

~
σy −

m∗β

~
σx

)2

+
(

Πy −
m∗α

~
σx + m∗β

~
σy

)2


− m∗

~2 (α2 + β2)Is .

Ahora si introducimos el potencial constante V y el vector potencial de la interacción

espín-órbita (EO):

V = m∗

~2 (α2 + β2) ,

AAAEO = (AEO
x , AEO

y ) = mc

e~
(−ασy + βσx, ασx − βσy) , (4.3)

obtenemos:

H = 1
2m∗

[(
Πx −

e

c
AEO
x

)2
+
(

Πy −
e

c
AEO
y

)2
]
− V Is . (4.4)

Luego si unificamos los vectores potenciales magnético y de espín-órbita (EO) de la

siguente manera:

AAA = AAABIs +AAAEO , (4.5)

el hamiltoniano (4.4) se puede reescribir así:

H = 1
2m∗

[
ppp− e

c
AAA
]2
− V Is . (4.6)
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En este nuevo vector campo magnético dependiente del espín ahora sus componentes

no conmutan, mas aún:

[Ax, Ay] = [AEO
x , AEO

y ]

=
(
m∗c

e~

)2
[(−ασy + βσx)× (ασx − βσy)− (ασx − βσy)× (−ασy + βσx)]

=
(
m∗c

e~

)2 [
−α2σyσx + αβσ2

y + αβσ2
x − β2σxσy + α2σxσy

−αβσ2
x − αβσ2

y + β2σyσx
]

=
(
m∗c

e~

)2 (
α2[σx, σy]− β2[σx, σy]

)
. (4.7)

Como [σx, σy] = 2ıσz, entonces (4.7) queda:

[Ax, Ay] = 2ı
(
m∗c

e~

)2
(α2 − β2)σz .

Notamos que para α = β, la física se reduce a la descripción de un modelo abeliano.

De esta manera, mediante la manipulación de estos parámetros (lo cual es experimen-

talmente factible ajustando los voltajes de compuerta) podemos estudiar en el estado

sólido, la física en ambos regímenes, a saber Abeliano y Yang-Mills. Las consecuencias

de este caso particular en las condiciones de filtrado serán analizadas en la discusión

de los resultados.

4.2. Efecto Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher

Supongamos ahora que solamente tenemos interacción Rashba, el hamiltoniano

(4.6), usando (4.3), queda:

H = 1
2m∗

[(
px −

e

c
AB
x + m∗α

~
σy

)2
+
(
py −

e

c
AB
y −

m∗α

~
σx

)2]
+ const . (4.8)

Este hamiltoniano (4.8) lo podemos comparar con el hamiltoniano Yang-Mills [28]:

HYM = 1
2m∗

[(
px − ẽÃx

)2
+
(
py − ẽÃy

)2
]
,
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aquí ẽ es la constante de acoplamiento, que si la hacemos igual a la unidad podemos

establecer la siguiente comparación:

Ãx ↔
e

c
AB
x −

m∗α

~
σy ,

Ãy ↔
e

c
AB
y + m∗α

~
σx .

El campo físico generado por el calibre Ã es [24, 28]:

Fµν =
(
∂µÃν − ∂νÃµ

)
− ı

~
[
Ãµ, Ãν

]
,

con µ = x y ν = y, obtenemos:

Fxy = e

c

(
∂xA

B
y − ∂yAB

x

)
− ım∗2α2

~3 [σx, σy] ,

= eBz + 2m∗2α2

~3 σz , (4.9)

y si definimos θ como la “carga” de la interacción espín-órbita [28]:

θ ≡ 2m∗α
~2 ,

el campo queda (4.9):

Fxy = eBz + θ2~
2σz ,

= e
ΦB

S
+ θ

ΦR

S
,

escrita en función del flujo magnético ΦB y el flujo “Rashba” ΦR a través del área

S. Realizando un razonamiento similar obtendremos para el caso de la interacción

Dresselhaus [28]:

Fxy = e
ΦB

S
+ θ

ΦD

S
.

El primer término de estas ecuaciones corresponde al efecto Aharonov-Bohm y el

segundo al efecto Aharonov-Casher [28]. Cómo vimos anteriormente, una carga puntual

en presencia de un potencial magnético diferente de cero y una partícula sin carga con

momento magnético θ.
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4.3. Filtro Perfecto de Espín de Hatano

Hatano et al. proponen en su artículo [28] un “filtro perfecto de espín”. En la

figura 4.1 tenemos un campo Bz confinado en el circuito cuadrado que no afecta

directamente a los sitios (indicados con círculos), el circuito se encuentra conectado a

dos cables. Solamente en el circuito consideraremos interacción Rashba.

Figura 4.1: El circuito es penetrado por un flujo magnético, los sitios sobre el circuito son afectados
por la interacción Rashba, mientras que los “cables” conectados a la izquierda y a la derecha no.
Adaptado de [28]

El hamiltoniano tight-binding se escribe de la siguiente manera [31]:

HTB =
(↑,↓)∑
(i,j)α

ε(i,j)c
†
(i,j)αc(i,j)α +

(↑,↓)∑
(i,j)α,(i′,j′)α′

t(i,j)α,(i′,j′)α′c
†
(i,j)αc(i′,j′)α′ . (4.10)

Con ε(i,j)α la energía de sitio (i, j) y ajustable por medio del voltaje de puerta; los

operadores de creación y destrucción fermiónicos c(i,j)α, c
†
(i,j)α y t(i,j)α,(i′,j′)α′ el pará-

metro de salto del sitio (i, j) al sitio (i′, j′) y α como etiqueta de espín. El potencial

magnético, en el calibre simétrico, es:

AAAB = 1
2(−Bzy,Bzx, 0) . (4.11)

Tomando la expresión del artículo de S. Chen [31] para calcular la fase que se obtiene

por ir de un sitio a otro, podemos calcular el hamiltoniano tight-binding para nuestra

configuración.

U(i′,j′)←(i,j) ≡ exp
[(
ıe

c~

)
AAA · (rrri,j − rrri′,j′)

]
. (4.12)
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4.3.1. Condición de filtrado

Para obtener la condición de filtrado obtenida por Hatano [28], necesitamos cal-

cular la fase total acumulada al realizar una vuelta completa en el circuito. Para ello

primero calcularemos el trayecto (0, 0)→ (l, 0)→ (l, l)→ (0, l)→ (0, 0), siguiendo el

hamiltoniano (4.10), con ε(i,j)α = 0 por simplicidad, y el parámetro de salto propor-

cional a la fase (4.12) por un factor t, esto implica t(i,j)α,(i′,j′)α′ = t.

Como en el caso Hatano sólo consideraremos interacción Rashba haciendo β = 0 en

(4.3), esto es:

AAAEO = (AEO
x , AEO

y ) = m∗c

e~
(−ασy, ασx) . (4.13)

Explícitamente, el vector potencial unificado (4.5) usando (4.11) y (4.13) queda:

AAA =
(
−Bz

2 y − m∗c

e~
ασy,

Bz

2 x+ m∗c

e~
ασx

)
. (4.14)

Sustituyendo (4.14) en (4.12) obtenemos:

U(i′,j′)←(i,j) = exp
[(
ıe

c~

)(
−Bz

2 y − m∗c

e~
ασy,

Bz

2 x+ m∗c

e~
ασx

)
· (ri,jx − ri

′,j′

x , ri,jy − ri
′,j′

y )
]
.

(4.15)

Por ejemplo, la fase que se obtiene de ir de (0, 0)→ (l, 0) usando (4.15) es:

U(l,0)←(0,0) = exp
[
ım∗l

~2 ασy

]
.

Siguiendo este mismo procedimiento, hallamos las fases para los recorridos (l, 0) →

(l, l), (l, l)→ (0, l) y (0, l)→ (0, 0):

U(l,l)←(l,0) = exp
[
− ıe
c~
Bzl

2

2

]
exp

[
− ım

∗l

~2 ασx

]
,

U(0,l)←(l,l) = exp
[
− ıe
c~
Bzl

2

2

]
exp

[
− ım

∗l

~2 ασy

]
,

U(l,0)←(0,0) = exp
[
ım∗l

~2 ασx

]
.

Finalmente, la fase adquirida por dar la vuelta en el circuito es [28,31]:

Ufase = U(l,0)←(0,0)U(0,l)←(l,l)U(l,l)←(l,0)U(l,0)←(0,0) ,

= e−
ıe
c~Bzl2e

ım∗l
~2 ασxe−

ım∗l
~2 ασye−

ım∗l
~2 ασxe

ım∗l
~2 ασy . (4.16)
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La fase magnética la podemos reescribir así [28]:

UB = exp[2πıϕB] = exp
[
− ıe
c~
Bzl

2
]

= exp
[
−2πıΦB

Φ0

]
.

Donde ΦB es el flujo magnético que penetra el circuito y Φ0 el quantum de flujo.

Ahora si usamos la siguiente identidad:

e±ıγσi ≡ cos γ ± ısenγσi ,

junto con las definiciones:

γ ≡ ım∗l

~2 α

cγ ≡ cos γ

sγ ≡ senγ ,

y las propiedades de las matrices de Pauli, podemos reescribir la fase (4.16) como:

Ufase = e2πıϕB [cγ + ısγσx][cγ − ısγσy][cγ − ısγσx][cγ + ısγσy]

= UB[c4
γ − s4

γ + 2c2
γs

2
γ]I + 2ıcγs2

γ[sγ(σx + σy) + cγσz] (4.17)

= UBUR .

Para hallar los autovalores de la “fase Rashba” UR, primero notamos que el término

matricial en (4.17) M ≡ sγ(σx + σy) + cγσz sólo contiene elementos no nulos fuera de

la diagonal; los autovalores de M son:

m = ±
√
−DetM = ±

√
c2
γ + 2s2

γ = ±
√

1 + s2
γ .

Entonces los autovalores de UR son:

Λ± = c4
γ − s4

γ + 2c2
γs

2
γ ± 2ıcγs2

γ

√
1 + s2

γ . (4.18)

Si escribimos los autovalores Λ± de la siguiente manera:

Λ± = e±2ıπϕR = cos(2πϕR)± ısen(2πϕR) ,
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y comparamos con (4.18), obtenemos:

cos(2πϕR) = c4
γ − s4

γ + 2c2
γs

2
γ = 1− 2s4

γ , (4.19)

usando que c2
γ = 1− s2

γ. Despejando ϕR de 4.19, obtenemos [28]:

ϕR = 1
2π cos−1

[
1− 2sen4

(
m∗l

~2 α

)]
.

Ahora si imponemos la condición de filtrado sugerida por [28]:

2πϕB = 2πϕR = π

2 (4.20)

ım∗l

~2 α = 2sen−1 1
21/4 , (4.21)

entonces la interferencia será destructiva para los espines con dirección (+) y cons-

tructiva para los espines (−), donde estas direcciones de espín se refieren a la base

“inclinada”. Ahora para la condición (4.20) los autovectores para las direcciones (+) y

(−) en los ejes inclinados son [28]:

χ̃+ =

 2−1/4e−ıπ/4

−
√

1− 1/
√

2

 (4.22)

χ̃− =


√

1− 1/
√

2

2−1/4eıπ/4

 (4.23)

4.3.2. Autoenergías y Transmisión

Las autoenergías debidas a los “cables” conectados en lado izquierdo y derecho

del circuito (ver fig. 4.1) se expresan de la siguiente manera [28,31]:

Σ(E) ≡ E − ı
√

4t2 − E2

2
(
c†(0,0)c(0,0) + c†(l,l)c(l,l)

)
.
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El coeficiente de transmisión entre un estado de espín λ en el contacto izquierdo y un

estado de espín τ en el contacto derecho con energía E, está dado por [28, 31] (ver

ec. 3.23):

tτλ = 〈vac|c(l,l)τ

√
4t2 − E2

E −HTB − Σ(E)c
†
(0,0)λ|vac〉 , (4.24)

aquí el hamiltoniano tight-binding HTB se representa a través de una matriz 8 × 8 y

se construye mediante las fórmulas (4.10) y (4.12), recordando que para el arreglo de

Hatano [28, 31] la energía del sitio ε(i,j)α = 0 y el parámetro de salto t(i,j)α,(i′,j′)α′ = t.

Las funciones gamma son, para el contacto en la entrada (izquierda) y en la salida

(derecha) respectivamente:

Γ(0,0) = i[ΣR
(0,0) − ΣA

(0,0)] =
√

4t2 − E2(c†(0,0)c(0,0)) ,

Γ(l,l) = i[ΣR
(l,l) − ΣA

(l,l)] =
√

4t2 − E2(c†(l,l)c(l,l)) .
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A través de un programa computacional elaborado para este trabajo, en lenguaje

C, se calcularon los coeficientes de transmisión 4.24 en función de E/t para el modelo

de Hatano.

Para reproducir los resultados del artículo de Hatano [28], hay que recordar que el

filtrado se realiza es en la base rotada, por tanto, es necesario construir la matriz de

transformación a partir de los autovectores (4.22) y (4.23), calculados en el capítulo

anterior:

M =

 2−1/4e−ıπ/4
√

1− 1/
√

2

−
√

1− 1/
√

2 2−1/4eıπ/4

 ,
y transformar los resultados para cada combinación de entrada y salida. En la base

original los estados de espín a la entrada y salida se expresan como:

c(0,0)+ =
[
1 0 0 0 0 0 0 0

]
c(0,0)− =

[
0 1 0 0 0 0 0 0

]
c(l,l)+ =

[
0 0 0 0 0 0 1 0

]
c(l,l)− =

[
0 0 0 0 0 0 0 1

]
,

Con estos vectores y la ecuación (4.24), notamos que esta operación selecciona un

elemento matricial de h = [E −HTB − Σ(E)]−1 para cada combinación de λ y τ :
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λ τ Elemento

+ + h71

+ − h81

− + h72

− − h82

Cuadro 5.1: Elementos matriciales

Finalmente los coeficientes de transmisión para la base rotada los calculamos

usando la matriz de transformación M y los elementos matriciales indicados en la

tabla 5.1 de la siguiente manera:

tτλ =
√

4− (E/t)2
[
m1f(τ)

(
m∗1f(λ)h71 +m∗2f(λ)h72

)
+m2f(τ)

(
m∗1f(λ)h81 +m∗2f(λ)h82

)]
,

(5.1)

donde λ es el estado de espín (+, ↑ ó −, ↓) en el contacto izquierdo (entrada) y τ es

el estado de espín (+, ↑ ó −, ↓) en el contacto derecho (salida); junto con la función

f que define el índice de columna del elemento correspondiente a la matriz M , de la

siguiente manera:

f(σ) =

 1 si σ es un estado de espín + ó ↑

2 si σ es un estado de espín − ó ↓

El procedimiento seguido para calcular los coeficientes de transmisión en función de

E/t es el siguiente:

1. Se construye la matriz 8×8 y se asignan las fases en los lugares correspondientes

en ésta, tomando en cuenta la condición de filtrado (4.21).

2. Se inicia la iteración para E/t ≤ |2| y un paso dado s.

a) Se calculan y asignan las autoenergías a la matriz.

b) Se invierte la matriz.

57



Capítulo 5: Resultados Modelo de Hatano-Chen

c) Se obtienen los elementos de matriz relevantes (ver tabla 5.1).

d) Se calculan los coeficientes de transmisión (5.1) y se graban los datos.

e) Se repite el paso 2.a

3. Se grafican los resultados.

Cabe destacar que se necesitan calcular un total de 4/s inversiones. Los resultados se

representan en el gráfico 5.1.

Figura 5.1: Coeficientes de transmisión, desde el “cable” izquierdo al derecho.

Entonces se reprodujeron los resultados obtenidos por Hatano y Chen [28, 31] y

se observa que el circuito propuesto por Hatano bajo la condición (4.21) filtra la salida

(+), ↑ en todo el rango de energía E/t ≤ |2|. En el gráfico (5.1) se utiliza el mismo

orden que el propuesto en la ecuación (5.1), esto significa que el coeficiente T+− se

debe leer como el coeficiente de transmisión entre el estado de espín de entrada (−) y

el estado de espín de salida (+), ambos representados en el eje rotado.
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La segunda parte de nuestro estudio numérico se basa en el interferómetro elec-

trónico Mach-Zehnder [40], aplicado a al filtrado de espín [1]. Este dispositivo es en-

samblado en heteroestructuras GaAs-AlGaAS, obteniendo así el gas bidimensional de

electrones (2DEG).

Figura 6.1: Esquema del interferómetro Mach-Zehnder y micrografía de barrido electrónico del dis-
positivo [40].

El interferómetro electrónico MZI es análogo al interferómetro óptico (ver fig. 6.1).

En el interferómetro óptico un haz monocromático proveniente de una fuente S incide

sobre el beam splitter (BS1); parte del haz es reflejado y parte es transmitido. Luego

el haz es reflejado por los espejos M1 y M2 y a continuación interfiere en el segundo

beam splitter (BS2), donde finalmente es recolectado en los detectores D1 y D2.
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Figura 6.2: Interferómetro electrónico Mach-Zehnder [40].

En el caso del interferómetro electrónico (ver fig. 6.2) los puntos de contactos

cuánticos (QPC) son análogos a los beam splitters.

6.1. Modelo Tight-Binding MZI Simétrico

Con la finalidad de aplicar el método Tight-Binding al dispositivo propuesto en [1],

vamos a discretizar el interferómetro como se ilustra en la siguiente figura:

Figura 6.3: El circuito es penetrado por un flujo magnético, los dos sitios sobre las esquinas son los
únicos afectados por la interacción espín-órbita, los “cables” están conectados en la entrada (izquierda)
y en los detectores D1 y D2. La distancia entre sitios adyacentes es a
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Ahora necesitamos construir el hamiltoniano tight-binding para este circuito (4.10):

HTB =
(↑,↓)∑
(i,j)α

ε(i,j)c
†
(i,j)αc(i,j)α +

(↑,↓)∑
(i,j)α,(i′,j′)α′

t(i,j)α,(i′,j′)α′c
†
(i,j)αc(i′,j′)α′ ,

para ello primero comenzamos calculando las fases usando (4.12):

U(i′,j′)←(i,j) ≡ exp
[(
ıe

c~

)
AAA · (rrri,j − rrri′,j′)

]
.

Por ejemplo, la fase adquirida por ir del sitio (2, 1) al (3, 1) es:

U(3,1)←(2,1) = exp
[(
ım

~2

)(
−ασy + βσx −

e~
mc

Bzy

2 , ασx − βσy + e~
mc

Bzx

2

)
(−a, 0)

]
x=3a
y=a

= exp
[
−
(
ıma

~2

)
(−ασy + βσx)

]
exp

[
ıe

2c~Bz

]
= UxUB ,

donde, Ux y UB se definen como:

Ux ≡ exp
[
−
(
ıma

~2

)
(−ασy + βσx)

]
UB ≡ exp

[
ıe

2c~Bza
2
]
.

Y la fase adquirida por ir del sitio (3, 1) al (3, 2), es:

U(3,2)←(3,1) = exp
[(
ım

~2

)(
−ασy + βσx −

e~
mc

Bzy

2 , ασx − βσy + e~
mc

Bzx

2

)
(0,−a)

]
x=3a
y=2a

= exp
[
−
(
ıma

~2

)
(ασx − βσy)

]
exp

[
− 3ıe

2c~Bz

]
= UyU

†
B3 ,

junto con las siguientes definiciones:

Uy ≡ exp
[
−
(
ıma

~2

)
(ασx − βσy)

]
UB3 ≡ exp

[ 3ıe
2c~Bza

2
]
.
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Los parámetros α y β cumplen con |α|, |β| < 6 en unidades de ~/(2m∗a) [1].De la

misma manera, obtenemos:

U(1,3)←(1,2) = UyU
†
B U(2,3)←(1,3) = UxUB3 .

Las fases restantes son las siguientes (ver fig. 6.3):

U(1,2)←(0,1) = t

U(2,1)←(0,1) = r

U(4,3)←(2,3) = U(3,4)←(3,2) = t′

U(4,3)←(3,2) = U(3,4)←(2,3) = r′
.

Que son los coeficientes de reflexión y transmisión para la entrada y cada detector.

6.1.1. Autoenergías y Transmisión

Las autoenergías debidas a los “cables” conectados en ambos detectores y en la

entrada (ver fig. 6.3) se describen por:

Σ(E) ≡ E − ı
√

4t2 − E2

2
(
c†(0,1)c(0,1) + c†(4,3)c(4,3) + c†(3,4)c(3,4)

)
.

El coeficiente de transmisión entre un estado de espín λ en la entrada y un estado de

espín τ en el detector Di con energía E, viene dado por(ver ec. 3.23):

tD1
τλ = 〈vac|c(4,3)τ

√
4t2 − E2

E −HTB − Σ(E)c
†
(0,1)λ|vac〉 , (6.1)

tD2
τλ = 〈vac|c(3,4)τ

√
4t2 − E2

E −HTB − Σ(E)c
†
(0,1)λ|vac〉 . (6.2)

6.2. Modelo Tight-Binding MZI Asimétrico

En la figura (6.4) se propone el modelo MZI “asimétrico”:
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Figura 6.4: Los “cables” están conectados en la entrada (izquierda) y en los detectores D1 y D2, en
la esquina inferior.

En este caso solamente los sitios que se encuentran en el brazo superior y = 3 del

circuito son los que tienen interacción espín-órbita. Para obtener el modelo asimétrico

partiendo del modelo simétrico es necesario realizar los siguientes cambios:

U(3,3)←(2,3) = UxUB3

U(3,3)←(3,2) = UyU
†
B3

U(4,1)←(2,1) = U(3,0)←(3,2) = t′

U(3,0)←(2,1) = U(4,1)←(3,2) = r′
,

Además de eliminar las transiciones (2, 1)→ (3, 1) y (3, 2)→ (3, 1).

6.2.1. Autoenergías y Transmisión

Las autoenergías debidas a los “cables” conectados en ambos detectores y en la

entrada (ver fig. 6.3) se describen por:

Σ(E) ≡ E − ı
√

4t2 − E2

2
(
c†(0,1)c(0,1) + c†(4,1)c(4,1) + c†(3,0)c(3,0)

)
.
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El coeficiente de transmisión entre un estado de espín λ en la entrada y un estado de

espín τ en el detector Di con energía E es:

tD1
τλ = 〈vac|c(4,1)τ

√
4t2 − E2

E −HTB − Σ(E)c
†
(0,1)λ|vac〉 ,

tD2
τλ = 〈vac|c(3,0)τ

√
4t2 − E2

E −HTB − Σ(E)c
†
(0,1)λ|vac〉 .
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Capı́tulo 7
Resultados Modelos MZI

Para obtener los resultados, se diseñó un algoritmo bajo el mismo esquema del

capítulo 5; excepto que en este caso no se tiene una condición de filtrado específi-

ca, para encontrarlas se procedió a realizar un barrido en el espacio de parámetros

(α, β, ϕB, E/t), asumiendo que la energía del sitio ε(i,j)α = 0 y el parámetro de salto

t(i,j)α,(i′,j′)α′ = t. A partir de ahora y sin pérdida de generalidad denotaremos el flujo

magnético ϕB como φ. Adicionalmente, se impone que los coeficientes de reflexión y

transmisión en la entrada y la salida son iguales.

t = t′ = 1√
2

r = r′ = ı√
2
.

El procedimiento requiere la inversión de matrices 18 × 18. Dado que nos interesa

observar los coeficientes de transmisión en la base original, aquí no es necesario buscar

otra base, se procederá a buscar las condiciones numéricamente en las cuales ocurre

filtrado en la base original.

7.1. Modelo Tight-Binding MZI Simétrico

Inicialmente se procedió a obtener las oscilaciones de Aharanov-Bohm para nues-

tro interferómetro simétrico, estas oscilaciones se producen sin interacción espín-órbita,
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una factor de energía-hopping cualquiera en la banda E/t→ [−2, 2], y variando conti-

nuamente el flujo magnético (en nuestro caso, φ→ [−1, 1], óptimo para presentar las

oscilaciones). Los resultados para cada detector muestran lo esperado (ver figuras 7.1 y

7.2). Adicionalmente observamos que la transmisión en los detectores están desfasados

de tal manera que cuando uno tiene el máximo en el otro se tiene un mínimo.

Figura 7.1: Oscilaciones Aharonov-Bohm para el detector 1, E/t = 1
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Figura 7.2: Oscilaciones Aharonov-Bohm para el detector 2, E/t = 1

El enfoque que utilizaremos para buscar las condiciones de filtraje efectivo, será

mediante la Asimetría de transmisión de estados de espín, que definiremos como la

resta de los coeficientes de transmisión que reflejen el estado (+) al detector Di, menos

el estado (−) al mismo detector.

ADi = (tDi
++ + tDi

+−)− (tDi
−− + tDi

−+) , (7.1)

donde los coeficientes tDi
τλ se calculan según las ecuaciones (6.1) y (6.2) para el detector

1 y 2 respectivamente.

Para observar el comportamiento de la asimetría en función de los parámetros1

(α, β), ésta se gráfico para un flujo magnético φ fijo para ambos detectores. Estos

resultados se representan en las figuras 7.3 y 7.4.

1en las unidades [~α] = eV m, [~β] = eV m
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Figura 7.3: Asimetría para el detector 1 con α y β variables para φ = 0,95, con E/t = 1.

Figura 7.4: Asimetría para el detector 2 con α y β variables para φ = 0,95, con E/t = 1.
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Realizando un barrido en el espacio de parámetros (α, β, φ) para E/t = 1, se

encontró numéricamente la condición para la cual la asimetría (ver ec. (7.1)) fue de

ADi ≈ 0,999 para cada detector en particular. En el caso del detector 1 los valores

para la condición de filtrado fueron los siguientes(ver fig. 7.3):

α = −1,787 β = 4,353 φ = 0,953 . (7.2)

Ahora podemos variar dos de los tres parámetros (α, β, φ) en un entorno de la condición

de filtrado, por ejemplo la condición (7.2), y ver como varía la asimetría definida en

la ecuación (7.1). En la figura 7.5 observamos lo que ocurre con la asimetría en el

detector 1 al variar α y β.

Figura 7.5: Asimetría para el detector 1 en el entorno de la condición de filtrado del detector 1, con
E/t = 1.

También podemos ver en la figura 7.6 qué sucede simultáneamente en ambos

detectores con α y β variables.
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Figura 7.6: Asimetría para los detectores 1(arriba) y 2 en el entorno de la condición de filtrado del
detector 1 para flujo magnético fijo, con E/t = 1.

En las figuras 7.6 y 7.7 notamos que la asimetría en un detector se puede ver

como la reflexión del otro detector en el plano horizontal donde A = 0.

Figura 7.7: Asimetría para los detectores 1(arriba) y 2 en el entorno de la condición de filtrado del
detector 1 para flujo magnético fijo, con E/t = 1 (notar los valores de los parámetros).
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Otro resultado interesante lo podemos ver en la figura 7.8, aquí se varían α y φ

en el entorno de la condición de máximo filtrado del detector 1, donde se observa que

la asimetría oscila rápidamente con la variación del flujo magnético; en la figura 7.9

observamos las oscilaciones de la asimetría para ambos detectores bajo estas mismas

condiciones anteriores. Este comportamiento es cualitativamente similar cuando va-

riamos β y φ para la condición de filtrado en el detector 1; esto lo podemos ver en las

figuras 7.10 y 7.11

Figura 7.8: Asimetría para el detector 1 en el entorno de la condición de filtrado del detector 1 para
β fijo, con E/t = 1.
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Figura 7.9: Asimetría para los detectores 1 y 2 en el entorno de la condición de filtrado del detector
1 para β fijo, con E/t = 1.

Figura 7.10: Asimetría para el detector 1 en el entorno de la condición de filtrado del detector 1 para
α fijo, con E/t = 1.
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Figura 7.11: Asimetría para los detectores 1 y 2 en el entorno de la condición de filtrado del detector
1 para α fijo, con E/t = 1.
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Adicionalmente, debemos destacar que para flujo magnético cero la asimetría

desaparece; esto lo podemos observar para cada detector en la figuras 7.12 y 7.13.

Figura 7.12: Asimetría para el detector 1, con E/t = 1. Para flujos magnéticos cercanos a cero la
asimetría desparece.

Figura 7.13: Asimetría para el detector 2, con E/t = 1. Para flujos magnéticos cercanos a cero la
asimetría desparece.
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En las figuras 7.14 y 7.15 tenemos los coeficientes de transmisión como función

de la energía para la condición (7.2) para cada detector por separado.

Figura 7.14: Para el detector 1 en la condición de filtrado del detector 1: α = −1,787, β = 4,353 y
φ = 0,953; con el parámetro de salto t = 1.
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Figura 7.15: Para el detector 2 en la condición de filtrado del detector 1: α = −1,787, β = 4,353 y
φ = 0,953; con el parámetro de salto t = 1.

Para el detector 2 la condición de filtrado para E/t = 1 se da para los siguientes

valores:

α = −1,787 β = 4,353 φ = 0,984 . (7.3)

En las figuras 7.16 y 7.17 tenemos los coeficientes de transmisión como función de la

energía para la condición (7.3) para cada detector por separado.
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Figura 7.16: Para el detector 1 en la condición de filtrado del detector 2: α = −1,787, β = 4,353 y
φ = 0,984; con el parámetro de salto t = 1.

Figura 7.17: Para el detector 2 en la condición de filtrado del detector 2: α = −1,787, β = 4,353 y
φ = 0,984; con el parámetro de salto t = 1.
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Observamos en las figuras 7.14,7.15,7.16 y 7.17 que para ambas condiciones (7.2) y

(7.3), cuando un detector filtra efectivamente un estado de espín el otro detector filtra

el estado opuesto. Otro aspecto importante a destacar es el hecho de que el filtrado

no depende del valor de la energía en la banda.

Ahora imponiendo la condición de Hatano:

α = 1,997 β = 0 φ = π/4 , (7.4)

obtenemos que no ocurre filtrado, lo podemos ver en las figuras 7.18 y 7.19.

Figura 7.18: Para el detector 1 en la condición de filtrado de Hatano: α = 1,997, β = 0 y φ = π/4;
con el parámetro de salto t = 1.
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Figura 7.19: Para el detector 1 en la condición de filtrado de Hatano: α = 1,997, β = 0 y φ = π/4;
con el parámetro de salto t = 1.

7.2. Modelo Tight-Binding MZI Asimétrico

Siguiendo el esquema de la sección anterior, se muestran en las figuras 7.20 y 7.21

las oscilaciones Aharonov-Bohm.
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Figura 7.20: Oscilaciones Aharonov-Bohm para el detector 1, E/t = 1

80



7.2. Modelo Tight-Binding MZI Asimétrico Capítulo 7: Resultados Modelos MZI

Figura 7.21: Oscilaciones Aharonov-Bohm para el detector 2, E/t = 1

En las figuras 7.22 y 7.23 se presentan los resultados de la asimetría en función

de los parámetros (α, β) para ambos detectores y con φ fijo .
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Figura 7.22: Asimetría para el detector 1 con α y β variables para φ = 0,25, con E/t = 1.

Figura 7.23: Asimetría para el detector 2 con α y β variables para φ = 0,25, con E/t = 1.

Las condiciones de filtrado halladas numéricamente cuando la asimetría ADi ≈

0,999 para el detector 1 con E/t = 1 son:

α = 0,01 β = 5,496 φ = 0,2565 . (7.5)
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En la figura 7.24 se muestra que ocurre con la asimetría en los detectores en el entorno

de la condición de filtrado del detector 1, variando α y β; este resultado contrasta con

el obtenido para el caso simétrico (ver fig. 7.6).

Figura 7.24: Asimetría para los detectores 1(arriba) y 2 en el entorno de la condición de filtrado del
detector 1 para flujo magnético fijo, con E/t = 1.

Si variamos α y φ cerca de la condición de filtrado del detector 1 se obtienen

las oscilaciones que ya vimos en el caso simétrico (ver fig. 7.25). Para el caso en que

variamos β y φ (ver fig. 7.26) podemos ver que el comportamiento de las oscilaciones

al variar φ es similar en los otros casos pero notamos una diferencia y es que al variar

β también se notan oscilaciones.
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Figura 7.25: Asimetría para los detectores 1 y 2 en el entorno de la condición de filtrado del detector
1 para β fijo, con E/t = 1.

Figura 7.26: Asimetría para los detectores 1 y 2 en el entorno de la condición de filtrado del detector
1 para α fijo, con E/t = 1.
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Bajo la condición(7.5) se obtiene que el filtrado depende del valor de la energía en

la banda y que el filtrado se intercambia de acuerdo al valor de la energía, ver figuras

7.27 y 7.28. Igual que en el caso simétrico cuando un detector filtra un estado, el otro

detector filtra el estado opuesto.

Figura 7.27: Para el detector 1 en la condición de filtrado del detector 1: α = 0,01, β = 5,496 y
φ = 0,2565; con el parámetro de salto t = 1.
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Figura 7.28: Para el detector 2 en la condición de filtrado del detector 1: α = 0,01, β = 5,496 y
φ = 0,2565; con el parámetro de salto t = 1.

Para el detector 2 se halló la condición de filtrado para ADi ≈ 0,98 con E/t = 1:

α = 2,4 β = 0 φ = −3,95 ,

en las figuras 7.29 y 7.30 se presentan los resultados bajo la condición de filtrado en

el detector 2.
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Figura 7.29: Para el detector 1 en la condición de filtrado del detector 2: α = 2,4, β = 0 y φ = −3,95;
con el parámetro de salto t = 1.

Figura 7.30: Para el detector 2 en la condición de filtrado del detector 2: α = 2,4, β = 0 y φ = −3,95;
con el parámetro de salto t = 1.
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Figura 7.31: Para el detector 1 en la condición de filtrado de Hatano: α = 1,997, β = 0 y φ = π/4;
con el parámetro de salto t = 1.

Figura 7.32: Para el detector 2 en la condición de filtrado de Hatano: α = 1,997, β = 0 y φ = π/4;
con el parámetro de salto t = 1.
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Si utilizamos la condición de Hatano (7.4), observamos en las figuras 7.31 y 7.32

que no ocurre filtrado. También podemos observar en las figuras 7.33 y 7.34 lo que

ocurre en ausencia de flujo magnético en cada detector.

Figura 7.33: Asimetría para el detector 1 en ausencia de flujo magnético, con E/t = 1.
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Figura 7.34: Asimetría para el detector 2 en ausencia de flujo magnético, con E/t = 1.

Notamos que para el interferómetro asimétrico existe una asimetría diferente de

cero, contrario a lo que ocurre en el caso simétrico; esto se debe a la diferencia de

caminos que existe en el interferómetro asimétrico. Finalmente podemos observar este

comportamiento como función de la energía para cada detector en las figuras 7.35 y

7.36, para el caso en que la asimetría es máxima.

90



7.2. Modelo Tight-Binding MZI Asimétrico Capítulo 7: Resultados Modelos MZI

Figura 7.35: Para el detector 1 en la condición de asimetría máxima en ausencia de flujo magnético;
con el parámetro de salto t = 1.

Figura 7.36: Para el detector 2 en la condición de asimetría máxima en ausencia de flujo magnético;
con el parámetro de salto t = 1.
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Se estableció la interacción espín-órbita en gases de electrones bidimensionales

mediante la obtención de los hamiltonianos Rashba y Dresselhaus. Se obtuvo

la representación de estos hamiltonianos bajo la aproximación Tight-Binding la

cual nos permitió, junto con el enfoque de las autoenergías y funciones de Green,

obtener la descripción de sistemas fermiónicos con geometría bidimensional y

calcular numéricamente la transmisión entre sistemas abiertos y este tipo de

sistemas.

Se reprodujeron los resultados obtenidos por Hatano y Chen [28,31] para el cir-

cuito cuadrado de interferencia desarrollado bajo la aproximación Tight-Binding.

En este caso, se obtiene la condición para la cual el dispositivo mencionado filtra

una componente de espín. La idea principal es calcular la fase que se obtiene

al dar una vuelta en el circuito donde existe un flujo magnético e interacción

espín-órbita. Luego se calculó la condición de filtrado derivada de esta fase, es-

ta restricción supone el ajuste de los flujos magnético y “Rashba” para lograr

la interferencia constructiva y destructiva; esto asegura el compromiso entre el

efecto Aharonov-Bohm debido al campo magnético y el efecto Aharonov-Casher

debida a la interacción espín-órbita en gases de electrones bidimensionales.
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Aunque los resultados de Hatano y Chen [28, 31] suponen la obtención de un

filtro perfecto de espín, existe el inconveniente de que el filtraje no se realiza en

la base original de la descripción del espín de entrada. Aún más, la forma de

calcular la condición de filtrado sugiere el hecho de que se busca el filtrado en el

punto de entrada al dispositivo cuando en realidad se calculan las transmisiones

entre la entrada y la salida del circuito; en este punto sólo resaltamos que el prin-

cipio de funcionamiento del filtro perfecto de Hatano no queda completamente

comprendido ni establecido.

Se estudió numéricamente un nuevo esquema de filtrado de espín mediante el

interferómetro electrónico Mach-Zender propuesto por López, Medina, Bolívar

y Berche [1]. Este modelo lo llamamos MZI simétrico. Utilizando el enfoque de

“asimetría de transmisión” se hallaron las condiciones de filtrado efectivo de espín

en la base original de entrada de espín. El dispositivo se inspira en el trabajo de

Hatano y Chen: utilizar la interacción espín-órbita y un campo magnético externo

en gases de electrones bidimensionales, donde podemos aplicar la aproximación

Tight-Binding y calcular numéricamente las transmisiones mediante inversiones

de matrices.

Adicionalmente se propuso un nuevo modelo llamado MZI asimétrico, el cual

es una modificación del modelo simétrico. En este caso, se repitió el método

aplicado al caso simétrico.

En ambos modelos se obtuvo que cuando un detector obtiene un valor de asi-

metría el otro obtuvo el negativo del mismo valor, lo que significa que ambos

detectores filtran opuestamente las componentes de espín.

Para el caso del modelo simétrico obtuvimos que el filtraje ocurre en todo el ancho

de banda del dispositivo, para el caso asimétrico no se cumplió esta situación,

lo que quiere decir que para ciertos valores de la energía el detector no actuará

como filtro.
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Finalmente, obtuvimos que para flujo magnético cero el modelo asimétrico puede

funcionar como filtro de espín. Este ocurre porque en el modelo asimétrico existe

una diferencia de caminos al contrario de lo que ocurre en el caso asimétrico,

donde los dos caminos para llegar a un detector tienen la misma longitud. Este

fenómeno sugiere la posibilidad de cambiar la longitud de uno de los caminos o

brazos para el interferómetro MZI [1] para obtener el filtrado sin el requerimiento

de la presencia de un campo magnético. Esto parece plausible también si para

el interferómetro MZI [40] se ajusta de tal manera que exista un diferencia de

caminos para producir el filtrado.
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