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Resumen

EFECTOS TOPOLÓGICOS Y CUANTIZACIÓN EN CORRIENTES DE

ESPÍN

Vanessa C. Torres Montilla

Escuela de F́ısica, Universidad Central de Venezuela

Dr. Ernesto Medina, Tutor

Dr. Alexander López, Co-tutor

En este trabajo se realiza el desarrollo y análisis de un filtro de esṕın en dos di-

mensiones, basado en el interferómetro Mach-Zehnder, tanto para estados de entrada

puros como para estados mezclados, en presencia de un campo magnético externo e

interacción esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus. Este tipo de interacción esṕın-órbita es

producida en materiales semiconductores que no poseen simetŕıa de inversión. Para este

caso la interacción esṕın-órbita se representa como una teoŕıa de calibre SU(2)×U(1),

obteniendo aśı una formulación no Abeliana del campo de calibre, tipo campo de Yang-

Mills. Se analizarán las condiciones necesarias para obtener un filtro de esṕın aśı como

los invariantes topológicos.

Dr. Ernesto Medina

Tutor

Dr. Alexander López

Co-tutor
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Motivación

La manipulación del esṕın es de gran interés debido a sus distintas aplicaciones en

procesos informáticos y computación cuántica. El uso de materiales semiconductores

en los cuales se origina interacción esṕın-órbita debido a la ausencia de simetŕıa de

inversión espacial, permite dicha manipulación. La interacción esṕın-órbita, tiene una

representación SU(2), y la cual presenta un rompimiento de la simetŕıa de calibre,

originando consecuencias en el transporte de esṕın en sistemas bidimensionales. Entre

las aplicaciones de este tipo de interacción se encuentran los filtros de esṕın, como

el basado en el interferómetro electrónico Mach-Zehnder. En dicho interferómetro es

posible el estudio de part́ıculas cargadas en un campo magnético alto. La generación

y el análisis de los filtros de esṕın, es de gran interés en este campo y es por ello que

se estudia el efecto en las propiedades del filtro, debido a cambios en la longitud de

los brazos al inyectar un estado puro al sistema. Otro aspecto de interés es el análisis

de la polarización y la entroṕıa en la interferometŕıa electrónica cuando el estado de

inyección está completamente mezclado.



Caṕıtulo 1

Introducción

El estado de una part́ıcula a nivel cuántico puede ser expresado mediante una fun-

ción de onda Ψ, la cual depende de tres variables espaciales que describen la posición

y de una cuarta variable que describe el momento angular intŕınseco o esṕın. Entre las

evidencias experimentales que demostraron la existencia del esṕın está el famoso experi-

mento de Stern y Gerlach en 1922, sin embargo no es hasta 1925 cuando Goudsmit y

Uhlenbeck postularon que el electrón tiene un momento angular intŕınseco, basándose

en el estudio de los espectros atómicos [1].

La manipulación del esṕın es de gran interés por sus aplicaciones en computación

cuántica y procesos informáticos. Entre los mecanismos para la manipulación del esṕın

destacan el uso de un campo magnético y el acoplamiento esṕın-órbita, el cual permite

la manipulación del esṕın mediante un campo eléctrico. El acoplamiento esṕın-órbita en

los sólidos puede ser originado por el movimiento de un electrón, a una alta velocidad de

Fermi, en un campo eléctrico fuerte cerca de un núcleo atómico, ó debido a la ausencia

de simetŕıa de inversión espacial de ciertos cristales, Figura 1.1. En el último caso se

encuentran los acoplamientos esṕın-órbita tipo Dresselhaus y Rashba. El acoplamien-

to Dresselhaus se produce en sistemas tanto tridimensionales como bidimensionales y

es originado por un campo interno cuando la estructura se caracteriza por no tener

simetŕıa de inversión en el bulto. Por otro lado el acoplamiento tipo Rashba se produce

al aplicar un potencial eléctrico externo, que generará en el sistema una asimetŕıa de

inversión estructural [2]. Esta clase de interacción ocurre en materiales semiconductores

como los de estructura tipo diamante, las estructuras zinc blende, y compuestos como

GaAs y InSb [3].
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Entre las aplicaciones para este tipo de interacción esṕın-órbita resultan de gran in-

terés los filtros de esṕın. Los filtros de esṕın permiten seleccionar un eje privilegiado de

algún estado, que es inyectado en un sistema con determinadas propiedades. Un ejemplo

de ello es el citado en la referencia [16], el cual consiste en un filtro de esṕın basado en

el interferómetro electrónico Mach-Zehnder, y se caracteriza por poseer acoplamiento

esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus, y estar en presencia de un flujo magnético. En dicho

sistema se polariza un haz fermiónico. En este caso es importante destacar la presencia

del efecto Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher. El primero que será estudiado en de-

talle, se origina debido al cambio en el patrón de interferencia inducido en las part́ıculas

cargadas cuando éstas están en presencia de un flujo magnético, lo cual crea una fase

dependiente de dicho flujo. El segundo fenómeno es debido a la no conmutatividad de

las componentes de esṕın, en el caso de part́ıculas eléctricamente neutras. También se

destaca que dicho sistema posee una representación SU(2)× U(1), obteniendo aśı una

formulación no Abeliana del campo de calibre, tipo campo de Yang-Mills.

Figura 1.1: (a) Muestra una estructura con simetŕıa de inversión espacial respecto al eje

señalado. (b) Muestra estructura sin simetŕıa de inversión espacial.

Como es bien sabido, la teoŕıa de Yang-Mills [4], fue desarrollada en 1954 y en ésta

se propone que la interacción nuclear fuerte sea descrita por una teoŕıa de campo, como

en el caso del electromagnétismo. Ellos postularon que el grupo local de calibre deb́ıa

ser el grupo del isoesṕın en SU(2), el cual es no Abeliano y desarrollaron las reglas de

transformación local para los campos de calibre y expresaron el tensor de curvatura Fµν
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en términos del campo de calibre ó conexión Aµ. Históricamente la idea del isosṕın fue

introducida por Heisenberg en 1932, para describir los estados de dos cargas, neutrón

y protón, en el núcleo. Al no considerar la interacción electromagnética, el neutrón y el

protón son dos estados de la misma part́ıcula, ya que presentan una masa similar y el

núcleo contiene igual número de ellas. Se etiquetó al protón como el estado “isoesṕın

para arriba” y al neutrón como “isoesṕın para abajo”, y se consideró que el isoesṕın

debe ser invariante bajo simetŕıa de rotación. Esta teoŕıa es de gran importancia en el

estudio de interacciones fuertes entre quarks y la unificación entre la interacción débil

y el electromagnétismo [4].

La estructura de este trabajo de investigación es como sigue. En el caṕıtulo 2 se

analiza la interacción esṕın-órbita, aśı como otros aspectos de importancia, como la

simetŕıa de inversión espacial, la simetŕıa de inversión temporal y la corriente de esṕın.

Se considera de gran interés en esta sección la interacción esṕın-órbita en 2D. En el

caṕıtulo 3 se explicarán brevemente el efecto Aharonov-Bohm, Aharonov-Casher y la

teoŕıa de calibre no Abeliana SU(2). En el caṕıtulo 4 se explica el funcionamiento del

interferómetro electrónico Mach-Zehnder en el caso Abeliano y se describe la exten-

sión al caso no Abeliano considerando brazos asimétricos con interacción esṕın-órbita

tipo Rashba y Dresselhaus, en presencia de un flujo magnético. En este sistema se bus-

can las condiciones necesarias para lograr un filtro de esṕın y a su vez se analiza el

comportamiento del filtro al variar las proporciones entre los brazos. También se es-

tudia el comportamiento de las constantes de acoplamiento esṕın-órbita para Rashba

y Dresselhaus y el flujo magnético, al imponer las condiciones necesarias para filtrar

una de las componentes del espinor, a la salida del sistema. En el caṕıtulo 5 se estudia

un interferómetro de brazos simétricos, tipo Mach-Zehnder con interacción esṕın-órbita

tipo Rashba y Dresselhaus, en presencia de un flujo magnético, cuando se inyecta un

estado mezclado, caracterizado por la por la matriz densidad ρ0, y se analiza el compor-

tamiento de la señal en los detectores de salida. Por último se estudia la polarización y

la entroṕıa del estado en cada detector.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 5

1.1. Objetivo General

Estudiar anaĺıticamente algunos mecanismos de generación de estados polarizados

de esṕın, en materiales con ruptura de simetŕıas espaciales y efectos del acoplamiento

esṕın-órbita.

1.2. Objetivos Espećıficos

1. Analizar el transporte de corrientes de esṕın en materiales con ruptura de simetŕıas

espaciales.

i)Ruptura de simetŕıa de inversión estructural.

ii)Ruptura de simetŕıa de inversión de bulto.

2. Desarrollar modelos simples para la generación de estados polarizados de esṕın en

sistemas fermiónicos bidimensionales con presencia de campos electromagnéticos

uniformes.

3. Investigar los efectos topológicos debidos al acoplamiento esṕın-órbita en materia-

les con ruptura de simetŕıa de inversión.



Caṕıtulo 2

Interacción Esṕın-Órbita

2.1. Esṕın

En 1922, Stern y Gerlach diseñaron un experimento con el cual lograron medir el

momento magnético de un átomo de plata, dirigiendo dicho haz entre los polos de un

imán que se caracterizaba por tener un campo magnético inhomogéneo, en la dirección

z. Antes de este experimento se créıa que los átomos poséıan un momento magnético

dirigido en cualquier dirección posible y al abandonar el imán, se distribuiŕıan según

sus componentes verticales del momento magnético, por lo cual se esperaba una dis-

tribución continua de plata, al recolectar los átomos por deposición sobre una lámina

de vidrio. Lo que observaron experimentalmente fue un desdoblamiento en dos compo-

nentes simétricas del haz, lo cual llevó más tarde a introducir el concepto de esṕın para

explicar correctamente el fenómeno observado [6].

La introducción del esṕın fue hecha en 1925 por Goudsmit y Uhlenbeck, quienes

intentaban explicar la estructura fina observada en el espectro de ciertos átomos. Ellos

propusieron que el electrón deb́ıa tener un impulso angular y un momento magnético

intŕınsecos. Para describir al estado de un electrón se necesitan cuatro números cuánti-

cos, donde tres de ellos nos indican las coordenadas espaciales y el cuarto nos describe

la orientación del esṕın, pudiendo ser esṕın para arriba ó esṕın para abajo, en relación

con algún eje z. En 1929 Dirac desarrolló una teoŕıa relativista de la mecánica cuántica

y haciendo uso de los postulados de la teoŕıa de Schrödinger, pudo demostrar que el

electrón posee un momento angular intŕınseco caracterizado por los números cuánticos

s y ms, los cuales son análogos a ` y m` asociados al momento orbital. Debido a que ex-
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perimentalmente se obtienen dos proyecciones del haz los números cuánticos son s = 1
2

y ms = ±1
2

Formalmente, el esṕın está representado por un operador hermı́tico S que se expresa

como [7]:

Si =
~
2
σi, (2.1)

donde σi representan las matrices de Pauli

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
, (2.2)

las cuales cumplen con las siguientes relaciones:

[σi, σj] = 2iεijkσk, (2.3)

{σi, σj} = 2δij, (2.4)

σ2
i = I, (2.5)

donde [σi, σj] es el conmutador, {σi, σj} es el anticonmutador e I es la matriz

identidad, en el espacio de esṕın.

2.2. Interacción Esṕın-Órbita

La interacción esṕın-órbita es un fenómeno relativista relacionado con el momento

magnético intŕınseco de esṕın. El momento intŕınseco de una part́ıcula es expresado

como:
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µ = gs
q

2m0

S, (2.6)

donde gs es llamado factor giromagnético de esṕın y experimentalmente tiene un val-

or de g ' 2, 0023 para el electrón [8]. Si consideramos un átomo monoelectrónico el

Hamiltoniano se puede expresar como: H = H0 − µs ·Bso.

Figura 2.1: Movimiento del electrón visto por el núcleo

El último término es debido a la interacción entre el movimiento orbital de la part́ıcu-

la y el esṕın. Śı una part́ıcula cargada se mueve con una velocidad V en un campo

eléctrico E, y un observador que se mueve con dicha part́ıcula, verá un campo inducido

Bso = −V/c×E, (Figura 2.1). En este caso el campo eléctrico es generado por el núcleo.

Como la part́ıcula se mueve dentro de un campo de fuerza central, el campo eléctrico se

puede expresar en la forma: E = −dφ
dr

r
r
, donde φ es el potencial eléctrico. Considerando

adicionalmente la precesión de Thomas la ecuación (2.6) puede ser escrita como:

H = Ho +
1

2qm0

1

r

dφ

dr
µs · L. (2.7)

Si ahora consideramos que existe un campo magnético externo, el Hamiltoniano será:

H = Ho +
1

2qm0c

1

r

dφ

dr
µs · L− µL ·B− µs ·B. (2.8)

El segundo término de la ecuación (2.8) se debe a la interacción esṕın-órbita, mientras

que los dos últimos son debidos a la interacción entre el momento orbital y el momento
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intŕınseco de esṕın con el campo magnético externo, respectivamente. En el caso de un

átomo monoelectrónico, dicha ecuación puede escribirse en la forma:

H = H0 +
e2

2m2
0

1

r3
S · L +

e

2m
L ·B +

e

m
S ·B, (2.9)

donde H0 = (P + eA)2/(2m0) + eφ, P es el momento lineal del electrón y A vector,

asociado al campo externo B.

Desde una perspectiva más formal la interacción esṕın-órbita, puede ser estudiada

mediante el Hamiltoniano de Pauli, el cual tiene la siguiente forma:

H =
(P− eA)2

2m0

+ V +
e~

2m0

σ ·B− e~σ · (P− eA)× E

4m2
0c

2
− e~2

8m2
0c

2
∇ · E, (2.10)

donde el primer término es debido a la enerǵıa cinética, el segundo es un potencial, que

se considera simétrico en este caso. El cuarto y quinto término son el término Zeeman

y el término de interacción esṕın-órbita, respectivamente. El último es el término de

Darwin. El Hamiltoniano (2.10) tiene una representación en SU(2) × U(1) y en ésta

existe un rompimiento de la simetŕıa de calibre asociada al grado de libertad repre-

sentado en SU(2) [9]. Esto tendrá consecuencias en el transporte de esṕın en sistemas

bidimensionales.

En la referencia [9] se analizan las consecuencias topológicas de este rompimiento de

simetŕıa de calibre. En dicha referencia se considera una red en ausencia del potencial

de calibre U(1), y los vectores en la red están descritos por R = nv+mw, donde v y w

son los vectores unitarios para dicha red. Cuando el campo eléctrico está en el plano de

los vectores del cristal ocurre una cuantización en la trayectoria cerrada de la precesión

del esṕın, Figura 2.2(a), y en el caso en que el campo eléctrico sea perpendicular a dicho

plano de los vectores del cristal, no surge dicha cuantización, Figura 2.2(b).
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Figura 2.2: (a) Se muestra la dirección de la precesión del esṕın en una trayectoria cerrada,

cuando el campo eléctrico está en el plano. (b) Se muestra la dirección de la precesión del esṕın

en una trayectoria cerrada, cuando un campo eléctrico es perpendicular al plano [9].

2.3. Simetŕıas de Inversión

En los sólidos, el comportamiento de los electrones es caracterizado por las bandas

de enerǵıa E(k) y el vector de onda k. La interacción esṕın-órbita tiene consecuencias

sobre las bandas de enerǵıa. Consideremos la expresión (2.7) a la cual se le añade un

potencial simétrico V (r) y el cual posee la simetŕıa de la red. Dicha fórmula puede ser

reescrita de la siguiente forma:

H =
P2

2m
+

1

4mc2
σ ×∇V (r) ·P + V (r). (2.11)

La función de onda para el Hamiltoniano anterior, según el teorema de Bloch posee la

siguiente forma:

Ψk,σ(r) = exp(ik · r) Ukσ(r), (2.12)

Donde Uk(r) es una función periódica sobre la red cristalina y σ denota la parte corres-

pondiente al esṕın. En este caso se considera un sistema sin campo magnético externo.
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El Hamiltoniano (2.11) es invariante bajo inversiones espaciales y temporales.

Ahora bien, debido a que las propiedades de simetŕıa son relevantes en nuestro estu-

dio, daremos una descripción abreviada de los elementos esenciales de las operaciones

de inversión espacial y temporal, y para una consideración más detallada de estas

simetŕıas, referimos al lector a las referencias [3, 10]. El operador de inversión temporal

es T = UT0, donde T0 es la operación de conjugación compleja que convierte al momen-

to P → −P y deja invariante a la posición, r → r, mientras U es un operador unitario

de esṕın que conmutará con P y r. Este último operador cambia la dirección del esṕın

σ → −σ. El Hamiltoniano (2.11) es invariante bajo inversiones temporales por lo cual

conmuta con T , T H = HT . Se sabe que (2.12) es autofunción de H con autovalores

reales E, HΨk,σ = EΨk,σ, entonces se tiene que:

T HΨk,σ = HT Ψk,σ = ET Ψk,σ,

Se sabe que T Ψk,σ = Ψ−k,−σ, y esto lleva a la siguiente degeneración (degeneración de

Kramers):

Eσ(k) = E−σ(−k). (2.13)

Por otro lado, bajo las inversiones espaciales el operador K convierte a r → −r,

P → −P, y no cambia la dirección del esṕın ya que K conmuta con σ. En este caso se

cumple que KV (r) = V (r), por lo que el Hamiltoniano (2.11) resulta invariante bajo

inversiones espaciales y tomando en cuenta la relación KΨk,σ(r) = Ψ−k,σ(−r)[10], se

origina una degeneración en la enerǵıa:

Eσ(k) = Eσ(−k). (2.14)

Ambas simetŕıas de inversión cambian el vector de onda k por −k, y la inversión tem-

poral cambia la dirección del esṕın, lo cual lleva a una degeneración de la enerǵıa de

la part́ıcula, es decir Eσ(k) = E−σ(k). Esto se denomina la degeneración de esṕın. Si

ahora la estructura se caracteriza por no tener simetŕıa de inversión la degeneración es
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removida Eσ(k) 6= E−σ(k), obteniendo una brecha en la enerǵıa que se manifiesta a

través de la aparición de dos bandas energéticas, para cada componente de esṕın, Eσ(k)

y E−σ(k). Aunque el sistema posea inversión asimétrica se mantiene la degeneración

de Kramers siempre que B = 0 [3].

2.4. Interacción Esṕın-Órbita en Dos Dimensiones

En los sólidos el acoplamiento esṕın-órbita puede ser producido por la ausencia de

simetŕıa de inversión en el bulto o por la ausencia de simetŕıa de inversión estructural en

los cristales. Entre este tipo de interacción esṕın-órbita se encuentran los acoplamientos

tipo Rashba y Dresselhaus [2, 3]. Considerando un sistema bidimensional, el Hamilto-

niano para una part́ıcula, que se encuentra en un sistema con ausencia de simetŕıa de

inversión se puede expresar como:

H = H0 + HD + HR,

HD = β0kx(k
2
y − k2

z)σx + p.c, (2.15)

HR = λσ · (k×∇V ). (2.16)

La expresión (2.15), se origina por la inversión asimétrica del bulto. Este término

corresponde al Hamiltoniano de Dresselhaus. En dicha expresión ki (i=x,y,z) es el vector

de onda y está en los ejes principales del cristal, p.c son permutaciones ćıclicas para todos

los ı́ndices. Como se mencionó anteriormente se considera un sistema bidimensional y

el confinamiento en el que se encuentra la part́ıcula es a lo largo de [001], entonces se

tiene que 〈kz〉 = 0, mientas que 〈k2
z〉 ≈ (π/d2), donde d es el tamaño del confinamiento.

Los términos de k3 son despreciados, lo que hace entonces que la expresión (2.15) tome

la siguiente forma:

HD = β(kyσy − kxσx). (2.17)
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La constante β ≈ β0(π/d)2 y β0 ≈ 27eV Å3 para GaAs y el InAs [2]. Por otro lado

la expresión (2.16) es el Hamiltoniano de Rashba y se origina debido a la ausencia de

simetŕıa de inversión estructural debido a un potencial V externo, no simétrico. En este

caso se considera un potencial con variación a lo largo de la dirección z. La expresión

(2.16) tomará la forma:

HR = α(kyσx − kxσy). (2.18)

La constante λ = −~2/4m∗c2 y la constante α depende del gradiente del potencial

aplicado. Consideremos ahora sólo el acoplamiento Rashba, y H0 = ~2k2/2m∗. Se puede

encontrar fácilmente que la enerǵıa de dispersión en este caso es:

E±(k) =
~2

2m∗k
2
|| ± αk||, (2.19)

donde el vector de onda k|| = (kx, ky, 0) [3, 26]. En la Figura 2.3 se puede observar un

esquema de la relación de dispersión. En ésta se observa claramente que E↑(k) 6= E↓(k),

obteniendo dos bandas en la enerǵıa de dispersión E↑(k) y E↓(k), es decir la degene-

ración espacial es removida, sin embargo se mantiene la degeneración de Kramers como

se mencionó en la sección anterior.

Al estudiar este tipo de fenómeno es importante destacar la presencia del campo

magnético efectivo, el cual es responsable de la precesión del esṕın. El valor de ex-

pectación del operador de esṕın S nos da la dirección del esṕın. Esta idea es análoga

al comportamiento del esṕın al aplicar un campo magnético externo. En este caso el

campo magnético efectivo es definido de la siguiente forma:

Bef = 〈S〉∆k. (2.20)
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Figura 2.3: Esquema de la enerǵıa de dispersión. Las flechas verdes indican la orientación del

esṕın, mientras que las flechas rojas indican la dirección del campo magnético efectivo, para el

caso de una interacción esṕın órbita tipo Rashba [3].

La definición de ∆k está ilustrada en la Figura 2.4, la cual muestra la enerǵıa en

el plano del vector de onda k||. En dicha imagen se puede observar que E = E+(k|| −
∆k/2) = E−(k|| + ∆k/2), donde los signos ± denotan las bandas de enerǵıa superior e

inferior [3]. El campo magnético efectivo cumple con la siguiente relación:

Bef = 〈S〉+∆k = −〈S〉−∆k. (2.21)

Figura 2.4: Esquema de la enerǵıa en la plano del vector de onda k [3].
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El comportamiento del campo magnético efectivo tanto para la inversión asimétrica

del bulto aśı como para inversión asimétrica estructural se puede observar en las Figuras

2.3 y 2.5. Para el primer caso se muestra que el campo efectivo es anisotrópico, es decir

tiene una dependencia con el vector de onda k. En el segundo caso no existe dependencia

de k [3].

Figura 2.5: Comportamiento del campo efectivo y del esṕın para un sistema con inversión

asimétrica de bulto en dos dimensiones y confinado a [001]. (a)Muestra el comportamiento del

esṕın en el plano del vector de onda k. (b) Muestra el comportamiento del campo magnético

efectivo [3].

Entre una de las aplicaciones del acoplamiento esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus

se encuentra la elaboración de filtros de esṕın. Hatano y colaboradores [15], proponen

un sistema constituido por un material (de geometŕıa cuadrada) susceptible de experi-

mentar asimetŕıa estructural, es decir con interacción esṕın-órbita Rashba, el cual es

penetrado por un campo magnético. Para este sistema calcularon las condiciones nece-

sarias para logar un filtro de esṕın. Un trabajo más reciente [16], propone un filtro de

esṕın basado en el interferómetro electrónico Mach-Zehnder [25], con una representación

dentro de la teoŕıa de calibre de Yang-Mills, en este caso SU(2)× U(1).

2.5. Corriente de Esṕın

Al aplicar un campo eléctrico externo en un semiconductor con acoplamiento esṕın-

órbita se puede generar un transporte de esṕın en una dirección perpendicular y acumu-

lación de esṕın en las fronteras laterales de la muestra y en ausencia de campo magnético
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externo. Esto es conocido como efecto Hall de esṕın [2]. Para sistemas con interacción

esṕın-órbita como los mencionados en la sección anterior la corriente de esṕın se puede

expresar como [12]:

ji
k =

1

2
〈vkσi + σivk〉, (2.22)

donde v = 1
~∂H/∂k es la velocidad de la part́ıcula. La definición (2.22) presenta ciertas

desventajas para describir de una forma apropiada el transporte de esṕın. Se sabe que

en el equilibrio ji
k 6= 0 con interacción esṕın-órbita y sin ella ji

k = 0, es decir que la

corriente de esṕın no es conservada en la interfase. Dicha expresión es invariante bajo

transformaciones temporales.

Se sabe que para un sistema con interacción esṕın-órbita, el esṕın es no conservado

y esto causa problemas para describir el transporte de esṕın en términos de la corriente

de esṕın. La derivada del tiempo de la densidad de esṕın S no puede ser representada

como la divergencia de la corriente de esṕın, ya que se tienen términos de torque [12]:

∂Si

∂t
+∇kJ

i
k = τ i,

donde τ i es un torque debido al campo magnético efectivo. La densidad de esṕın para

una part́ıcula en un estado Ψ es definida como: Si = Ψ†ŝiΨ, donde ŝi es el operador de

esṕın. En el trabajo de Tokatly [14], se discute el equilibrio de la corriente. La corriente

de esṕın está relacionada con el campo no Abeliano de Yang-Mills; La teoŕıa de calibre

no Abeliana será explicada en la próxima sección. En [14] proponen que la corriente de

esṕın para el acoplamiento esṕın-órbita será:

Jk = λDkFkj = λ(∂kFkj − i[Ak, Fkj]) (2.23)

donde λ es una constante, Dk es la derivada covariante, Fkj es el campo de fuerza y Ak

es el campo de calibre correspondiente a la interacción esṕın-órbita. Para un sistema

en dos dimensiones y con interacción esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus la corriente de

esṕın se expresa de la siguiente forma:
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Jy
x = −Jx

y =
m2

6π
α(α2 − β2),

Jx
x = −Jy

y =
m2

6π
β(α2 − β2),

(2.24)

donde m es la masa, α y β son las constantes de acoplamiento Rashba y Dresselhaus

respectivamente. Para el caso particular en que α = ±β, se observa que la corriente

se anula, es decir, ésta es una manifestación de la relevancia de las caracteŕısticas no

abelianas del transporte de esṕın.



Caṕıtulo 3

Fases Topológicas y Teoŕıa de Calibre No Abeliana

En esta sección se discuten las fases topológicas debido al efecto Aharonov-Bohm y

al efecto Aharonov-Casher. Para el primer caso se muestra el comportamiento de una

part́ıcula cargada en una región donde no existen fuerzas y la cual es afectada por un

potencial electromagnético. Si se considera que la trayectoria de la part́ıcula cargada

encierra un solenoide, el cual contiene un flujo magnético, la función de onda de la

part́ıcula adquiere un factor de fase el cual es proporcional al flujo magnético. Esta

fase sólo depende de la topoloǵıa del espacio. El espacio en presencia del solenoide es

no simple conectado, es decir que no todas las curvas cerradas pueden ser reducidas

continuamente a un punto. El efecto Aharonov-Casher sigue una idea similar al efecto

Aharonov-Bohm, pero con la diferencia que la part́ıcula es neutra y tiene un momento

magnético dipolar. La trayectoria de ésta encierra una ĺınea de carga y la fase debido a

este efecto también depende de la topoloǵıa del espacio.

3.1. Efecto Aharonov-Bohm

Es un fenómeno cuántico, que se observa en part́ıculas cargadas, y el cual fue es-

tudiado en 1959 por Yakir Aharonov, f́ısico israeĺı y David Bohm, f́ısico estadounidense.

Para explicar dicho fenómeno consideremos el experimento de doble rendija, Figura

3.1(a), donde es inyectado un haz de electrones, lo cual genera un patrón de interfe-

rencia caracteŕıstico. En este caso el patrón de interferencia se deberá a la superposición

de las funciones de onda asociadas a los distintos caminos [19]:
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Ψ = Ψ1 + Ψ2, (3.1)

donde Ψ1 es la función de onda del electrón al seguir el camino uno, y Ψ2 es debido al

camino dos.

Ahora colocamos un pequeño solenoide, de tal forma que sólo exista un flujo magnéti-

co φB en el interior de éste, Figura 3.1(b). El potencial A se puede expresar de la

siguiente forma en coordenadas ciĺındricas [18]:

A =

{
Ar = Az = 0 Aφ = B0r

2
en el interior del solenoide

Ar = Az = 0 Aφ = B0R2

2r
en el exterior del solenoide

(3.2)

Figura 3.1: Experimento de doble rendija. (a) Muestra el experimento de doble rendija

ausente de flujo magnético. (b) Se observa un corrimiento del patrón caracteŕıstico, debido a la

presencia de un flujo magnético en el experimento de doble rendija [20].

donde R es el radio del solenoide y B0 es el campo magnético. Dado que B = ∇×A,

se garantiza con la expresión (3.2) que sólo exista campo magnético en el interior del

solenoide, (Figura 3.2), es decir:
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Figura 3.2: Forma de A y B en el solenoide.[18]

B =

{
Br = Bφ = 0 Bz = B0 en el interior del solenoide

Br = Bφ = Bz = 0 en el exterior del solenoide
(3.3)

En presencia del campo magnético, las transformaciones sobre la función de onda

tienen la siguiente forma:

ψ(r)′ = e
∫

c A·drψ. (3.4)

Donde el término de la exponencial representa el factor de fase que adquiere el electrón.

El patrón de interferencia al introducir el solenoide se expresa ahora como:

ΨD =Ψ1e
ie
~

∫
1 A·dr + Ψ2e

ie
~

∫
2 A·dr

(Ψ1e
ie
~

∮
c A·dr + Ψ2)e

ie
~

∫
2 A·dr.

(3.5)

Usando el teorema de Stokes, la expresión (3.5) se puede escribir como:

ΨD = (Ψ1e
ie
~ φB + Ψ2)e

ie
~

∫
2 A·dr, (3.6)
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donde e
~φB es la fase Aharonov-Bohm. El flujo causa un cambio relativo en la fase entre

Ψ1 y Ψ2 y esto trae como consecuencia un corrimiento en el patrón de interferencia

donde ∆x = (Lλe/2πd~)φB.

Debido a que el potencial cumple con las siguientes transformaciones Aµ −→ A
′
µ =

Aµ + 1
e
∂µΛ y Ψ es considerada como una función escalar continua, se tendrá el mismo

comportamiento f́ısico tanto para un potencial Aµ como para A
′
µ. Aharonov y Bohm

en su trabajo destacan que Aµ toma el atributo de una variable f́ısica que permite

diferenciar entre dos estados cuánticos, los cuales difieren sólo por las transformaciones

de calibre [21]. La fase Aharonov-Bohm tiene un carácter topológico ya que no de-

pende de la geometŕıa del camino. En 1960 Chambers demostró experimentalmente

este fenómeno mediante el uso de un interferómetro constituido por biprismas [22].

3.2. Efecto Aharonov-Casher

Es un fénomeno análogo al descrito a la sección anterior, pero éste se manifiesta

en part́ıculas neutras con momento magnético. Para explicar dicho fenómeno de forma

clásica consideremos un sistema constituido por una ĺınea de carga, la cual tiene una

carga por unidad de longitud λ. Una part́ıcula neutra se mueve con una velocidad v y

con un momento dipolar µ alrededor de dicha ĺınea de carga, y se considera al momento

dipolar paralelo a la ĺınea de carga [23]. El Lagrangiano del sistema es:

L =
1

2
mv2 − v · E× µ, (3.7)

donde E es el campo eléctrico y m es la masa de la part́ıcula. Se tiene que:

E× µ = e
(R− r)× µ

| R− r |3 = eA (r−R) , (3.8)

donde A es el potencial vector en el punto r y cuya fuente es un momento magnético

µ en R. Se cumple que E = −∇A0 y en este caso se considera ∇ ·A = 0 (calibre de

Coulomb). La fase correspondiente es expresada como:
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φAC =

∮

c

A (r−R) · dR = µλ, (3.9)

donde λ es la carga por unidad de longitud. Este efecto fue probado experimentalmente

por Cimmino et al, en 1989, mediante un interferómetro de neutrones [24]. Al igual que

el caso anterior la fase Aharonov-Casher se considera una fase topológica ya que no

depende de la geometŕıa del camino.

El efecto Aharonov-Casher se manifiesta también en part́ıculas con esṕın. El Hamil-

toniano para una part́ıcula neutra con un momento dipolar y en un campo eléctrico

externo es:

H =
1

2m
(P− E× µ)− µ2E2

2m
, (3.10)

donde µ = µσ. La fase será expresada como:

φAC =

∮

c

µ× E · dR (3.11)

3.3. Teoŕıa de Calibre No Abeliana SU(2) (Yang-Mills)

La invariancia de calibre fue introducida por Hermann Weyl, matemático alemán,

cuando trataba de incorporar al electromagnetismo dentro de una descripción geométri-

ca incluyendo la idea de transformaciones escalares.

Para explicar la invariancia de calibre consideremos el siguiente Lagrangiano que

describe el campo de una part́ıcula cargada:

L = (∂µφ)(∂µφ†)−m2φ†φ, (3.12)
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donde el campo escalar φ tiene dos componentes reales φ1 y φ2

φ =
1√
2
(φ1 + iφ2), (3.13)

φ† =
1√
2
(φ1 − iφ2). (3.14)

El Lagrangiano (3.12), es invariante bajo transformaciones globales:

φ −→ e−Λφ φ† −→ eΛφ†, (3.15)

donde Λ es una constante real. Las transformaciones anteriores no tienen dependencia

alguna con el espacio-tiempo. En este caso se puede comprobar fácilmente que δL =

−ieΛ∂µJ
µ = 0, donde Jµ = (φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) es la corriente y cumple con la condición

∂µJ
µ = 0. Para darle una interpretación geométrica a las transformaciones (3.15), se

expresa φ = iφ1+jφ2 como un vector espacial de dos dimensiones, en una base ortogonal

[18]. Las ecuaciones (3.15) pueden ser escritas como:

φ
′
1 + iφ

′
2 = e−Λ(φ+iφ2), φ

′
1 − iφ

′
2 = eΛ(φ1 − iφ2). (3.16)

De las expresiones anteriores se obtiene:

φ
′
1 = φ1 cos Λ + φ2 sin Λ, φ

′
2 = −φ1 sin Λ + φ2 cos Λ. (3.17)

Estas son rotaciones en el plano (1,2) del vector φ con un ángulo Λ, (Figura 3.3). Dichas

rotaciones en dos dimensiones están dentro del grupo SO(2). Debido a que las trans-

formaciones tienen una representación equivalente como eiΛ, es decir matrices unitarias

de una dimensión eiΛe−iΛ = 1, también las transformaciones están representadas por el

grupo U(1). Las transformaciones de calibre son las mismas para todos los puntos del

espacio-tiempo, debido a que Λ es una constante. Esto es conocido como transformación

de calibre global.
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Figura 3.3: Rotation del campo φ [18].

Si Λ(xµ) es una función arbitraria dependiente del espacio-tiempo, las transforma-

ciones serán diferentes para cada punto. Estas son llamadas transformaciones de calibre

locales. Para este caso el Lagrangiano (3.12) no es invariante bajo dichas transforma-

ciones, ya que se obtiene un término extra ∂µφ
′ −→ (−∂µΛ)e−iΛφ + e−iΛ(∂µφ). Ahora,

la variación del Lagrangiano (3.12) tiene la siguiente forma:

δL = −iΛ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
φ

)
− i

∂L
∂(∂µφ)

(∂muΛ)φ + (φ −→ φ∗). (3.18)

El primer término desaparece ya que la corriente Jµ cumple con la condición ∂µJ
µ = 0.

La expresión anterior toma la forma:

δL = i∂µΛ(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) = iJµ∂µΛ. (3.19)

Se introduce un término al Lagrangiano (3.12) L0 = −eJµAµ + e2AµA
µφ∗φ donde e

es una constante de acoplamiento, que en este caso representa la carga de la part́ıcula

y Aµ es un cuadri-vector que bajo transformaciones de calibre debe cumplir:

Aµ −→ Aµ +
1

e
∂µΛ. (3.20)

La variación sobre el término extra es: δL0 = −eJµ∂µΛ. Entonces δL + δL0 = 0

aśı que el Lagrangiano total es invariante y toma la siguiente forma:
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L+ L0 = (∂µφ)(∂µφ†)−m2φ†φ− ie(φ†∂µφ− φ∂µφ†)Aµ + e2AµA
µφφ∗. (3.21)

El término de la forma −1
4
F µνFµν es incorporado al Lagrangiano debido a la contribu-

ción del campo Aµ, y Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (caso Abeliano). Entonces el Lagrangiano

total queda expresado como:

Ltotal = (∂µφ− ieAµφ)(∂µφ
† + ieAµφ

†)−m2φ†φ− 1

4
F µνFµν , (3.22)

el término Fµν es el tensor del campo eléctrico y la derivada ∂µ es reemplazada ahora

por la derivada covariante:

Dµ ≡ ∂µ + ieAµ. (3.23)

Consideremos ahora las siguientes transformaciones locales en SU(2), las cuales están

dentro de la teoŕıa de calibre no Abeliana:

Ψ −→ Ψ
′
= ei 1

2
σ·Λ(x)Ψ = S(x)Ψ, (3.24)

donde Ψ es un espinor, S(x) es una matriz 2×2, y σ representan las matrices de Pauli.

En este caso el Lagrangiano no es invariante bajo estas transformaciones locales, ya que

∂µΨ
′
= (∂µS)Ψ + S(∂µΨ). La derivada covariante tendrá la siguiente forma:

Dµ = ∂µ − i

2
σ ·Aµ. (3.25)

Se define Âµ = MaAa
µ, donde el ı́ndice a = 1, 2, 3 y Ma en general son tres matrices

n× n, las cuales representan los generadores y deben cumplir con [M i,M j] = iεijkMk.

En este caso Ma = 1
2
σa. Entonces la expresión (3.25) toma la siguiente forma:

Dµ = ∂µ − igÂµ, (3.26)
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donde g es la constante de acoplamiento. El Lagrangiano será invariante si imponemos

la siguiente ley de transformación sobre la derivada covariante:

DµΨ −→ D
′
µΨ

′
= SDΨ. (3.27)

Desarrollando la expresión anterior se obtiene:

A
′
µ = Aµ − Λ× Aµ +

1

g
∂µΛ. (3.28)

Por último la curvatura del campo de calibre está definida como:

Fµν =
1

ig
[Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ]. (3.29)

Para el caso Abeliano el último término es igual a cero. Yang y Mills en 1954 desarro-

llaron la teoŕıa para el isoesṕın en el caso de una simetŕıa local. Ésta es de utilidad para

la descripción de la interacción fuerte entre quarks y la unificación entre la interacción

débil y el electromagnetismo.

La interacción esṕın-órbita se puede representar como una teoŕıa de calibre SU(2)×
U(1), es decir en una formulación no Abeliana del campo de calibre. Consideramos

un sistema constituido por un cuadrado l × l, el cual posee en sus brazos interacción

esṕın-órbita Rashba y el interior de éste es penetrado por un campo magnético φB [15].

El Hamiltoniano para este caso se expresa como:

H =
Π2

2m
+ α(Πxσy − Πyσx)

=
1

2m
[(Px − eAx + θR

~
2
σy)

2 + (Py − eAy − θR
~
2
σx) + const,

(3.30)

donde Π = (P− eA) y θR = 2mα
~ . La expresión (3.30) posee la forma del Hamiltoniano

de Yang-Mills, es por ello que el campo f́ısico está dado por la expresión (3.29):
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F̃ =
e

ẽ

φB

S
+

θR

ẽ

φR

S
. (3.31)

En la ecuación anterior ẽ es una constante de acoplamiento, S es el área del cuadrado

y φR = ±θRl2 ~
2
. El primer término de la expresión (3.31) es debido a la presencia del

flujo magnético, lo cual genera una fase tipo Aharonov-Bohm donde e es la carga de la

part́ıcula. El segundo término es debido a la no comutatividad del campo de calibre de

Yang-Mills. En este caso θR juega el papel de la carga para la interacción esṕın-órbita,

y debido a la presencia de un flujo eléctrico se genera la fase Aharonov-Casher. Se sabe

que la interacción esṕın-órbita, Rashba es generada por un campo eléctrico externo,

mientras que Dresselhaus es producido por el campo eléctrico del cristal. Entonces una

part́ıcula en presencia de un flujo magnético y con interacción esṕın-órbita adquiere una

fase debido al afecto Aharonov-Bohm y otra debido a Aharonov-Casher, y esta última

es independiente de la carga de la part́ıcula.



Caṕıtulo 4

Interferómetro Electrónico y Filtro de Esṕın

4.1. Estado Puro de Esṕın

Se dice que un sistema se encuentra en un estado puro cuando éste puede ser repre-

sentado por un único ket | χ〉 [17].

Un ejemplo de un sistema puro es considerar un haz de part́ıculas con esṕın 1
2
,

que pasan a través de un montaje Stern-Gerlach. Las part́ıculas serán orientadas con

respecto al eje z, obteniendo dos proyecciones del haz. En este caso se tiene que m = ±1
2
.

Consideremos ahora que la proyección correspondiente a m = −1/2 es filtrada, (Figura

4.1), todas las part́ıculas del haz estarán en un estado idéntico, con el mismo número

cuántico m, es decir todas las part́ıculas tendrán esṕın para arriba con respecto al eje

z, y dicho estado será descrito con |χ〉 = |+〉. En este caso se dice que el sistema se

encuentra en un estado puro [17].

Figura 4.1: Se filtra la proyección del haz con m = −1/2 en el montaje de Stern-Gerlach [17].
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De forma más general un estado puro puede ser expresado como una superposición

lineal de los estados |±〉, es decir:

| χ〉 = a1 | +〉+ a2 | −〉, (4.1)

Donde a1 y a2 son las amplitudes de probabilidad, |+〉 está referido al estado de esṕın

para arriba, mientras que |−〉 representa el estado de esṕın para abajo. Una

representación equivalente a la expresión (4.1) es:

| χ〉 =

(
a1

a2

)
. (4.2)

El estado | χ〉 esta normalizado ya que 〈χ | χ〉 =| a1 |2 + | a2 |2= 1. Un estado puro

está caracterizado por una dirección espećıfica en la cual apuntan los espines.

Una herramienta útil para analizar un estado puro es el vector polarización P [17],

el cual es definido como los valores de expectación de las matrices de Pauli:

Pi = 〈σi〉 = 〈χ | σi | χ〉, (4.3)

donde σi está representada por la expresión (2.2). El vector polarización para un

estado puro tiene magnitud unitaria, es decir:

| P |=
√

P 2
x + P 2

y + P 2
z = 1, (4.4)

donde Pi (i = x, y, z) son las componentes del vector polarización. Al considerar un

haz de part́ıculas en un estado puro | +〉, por ejemplo, las componentes del vector

polarización son:

Px = 0, Py = 0, Pz = 1, (4.5)
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esto implica que el vector polarización apunta en la dirección +z. Para el estado | −〉
se obtiene que las componentes para dicho vector son:

Px = 0, Py = 0, Pz = −1. (4.6)

4.2. Interferómetro Electrónico Mach-Zehnder

El interferómetro electrónico Mach-Zehnder, es una poderosa herramienta en el es-

tudio de ondas coherentes en sistemas mesoscópicos [25]. Este tipo de dispositivo se

caracteriza por estar fabricado en gases de electrones en dos dimensiones, y pueden ser

ensamblados en heteroestructuras tipo GaAs-AlGaAS.

Figura 4.2: (a) Interferómetro óptico Mach-Zehnder. (b) Micrograf́ıa de barrido electrónico

del dispositivo [25].

Este interferómetro electrónico es análogo al interferómetro óptico. Figura 4.2(a).

En el interferómetro óptico un haz monocromático proveniente de una fuente S incide

sobre el beam splitter (BS1). Parte del haz es reflejada y la otra transmitida. Luego

el haz es reflejado por completo por los espejos M1 y M2 y por último interfiere en el

segundo beam splitter (BS2), después de lo cual es recolectado en los detectores D1 y

D2. En el caso electrónico, el sistema se encuentra en presencia de un campo magnético,

el cual es utilizado para manipular la señal a la salida.
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Figura 4.3: Interferómetro electrónico Mach-Zehnder [25].

Adicionalmente, debemos indicar que en el caso del interferómetro electrónico los

puntos de contactos cuánticos (QPC) cumplen con la función de los beam splitteres,

(Figura 4.3). Los coeficientes de transmisión en cada detector están relacionados con

la fase Aharonov-Bohm. Este dispositivo tiene la ventaja de funcionar con campos

magnéticos altos, y además se pueden estudiar part́ıculas con cargas fraccionarias. Una

ventaja adicional de esta configuración es que, mediante la aplicación de voltajes de

compuerta, se puede modular la señal de interferencia a la salida. Esto es debido a que

al aplicar dichos voltajes en los puntos indicados en la figura como MG1 y MG2, se

logra manipular el área efectiva del dispositivo, y por ende el flujo magnético.

4.3. Filtro de Esṕın: Interferómetro de Brazos Asimétricos

Para realizar una extensión del caso anterior para el transporte electrónico en el

régimen no Abeliano, consideremos un sistema como el mostrado en la Figura 4.4, el cual

está basado en el interferómetro electrónico Mach-Zehnder [25]. Este es un rectángulo,

de longitudes L y W que posee interacción esṕın-órbita tipo Rashba y Dresselhaus en

sus brazos. También se caracteriza por estar en presencia de un flujo magnético externo

φB, sólo en el interior del rectángulo. Considerando las expresiones (2.18) y (2.17) el

Hamiltoniano para este sistema puede escribirse como:

H =
Π2

2m∗ + V + α(Πxσ
y − Πyσ

x) + β(Πyσ
y − Πxσ

x). (4.7)
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Figura 4.4: Interferómetro electrónico. Las brazos del sistema poseen interacción esṕın-órbita

y existe un flujo magnético φB sólo en el interior del rectángulo. Los caminos uno y dos están

señalados por las ĺıneas amarillas y verdes respectivamente.

Donde Π = P− eA, m∗ es la masa efectiva del electrón y V es un potencial periódico.

No se considera el término correspondiente a Zeeman porque el campo magnético se

encuentra restringido al interior del rectángulo. El Hamiltoniano (4.7) será reescrito de

la siguiente forma:

H =
(P− eÃ)2

2m∗ + V + const, (4.8)

donde Ã = ABI + ASO. Este campo de calibre está constituido por una parte corres-

pondiente al vector potencial AB = B0

2
(−y, x) el cual tiene una representación en U(1),

y el otro término es correspondiente a la interacción esṕın-órbita ASO = (ASO
x , ASO

y ) =
m∗
e

(ασy − βσx,−ασx + βσy). Este último posee una representación en SU(2) y como

se mencionó anteriormente la presencia del acoplamiento esṕın-órbita genera un campo

no Abeliano.

Mediante este interferómetro se analizarán las amplitudes, en los detectores D1 y

D2, y se encontrarán las condiciones necesarias para obtener un filtro de esṕın, es decir

polarizar los estados de entrada a lo largo de un eje definido. En este caso consideramos

un electrón que es representado por el estado puro:
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Ψ0 =

(
Ψ+

Ψ−

)
. (4.9)

Dicho electrón pasa por el primer beam splitter, el cual experimentalmente se realiza

mediante los denominados “puntos cuánticos de contacto”. Estos puntos de contactos

cuánticos son descritos mediante una matriz de scattering 2× 2 [26], sin embargo para

este caso se tomará en cuenta una situación ideal en la cual no se considera dicha ma-

triz de scattering. Esta aproximación será válida siempre que el transporte se realice en

presencia de materiales que no mezclen los estados de esṕın, es decir, que no produzcan

transiciones entre los estados asociados al grado de libertad interno. El haz sigue los

caminos denominados uno y dos, los cuales son señalados en amarillo y verde respec-

tivamente. El haz es reflejado por los espejos M1 y M2 y por último pasa a través del

beam splitter dos, para luego recolectar la señal ΨD1 (ΨD2) en el detector D1 (D2).

Las señales obtenidas en cada detector estarán representadas por los siguientes es-

pinores:

ΨD1 = UD1Ψ0, (4.10)

ΨD2 = UD2Ψ0, (4.11)

donde UD1 y UD2 son matrices 2 × 2 las cuales cumplen con la siguiente relación:

UD1U †D1 + UD2U †D2 = I. Esta relación garantiza la condición de normalización, es decir:

| ΨD1 |2 + | ΨD2 |2= 1. Los factores de fase UD1 y UD2 vienen dados por las siguientes

expresiones:

UD1 = r1t2 exp (
ie

~
B0

2
WL) exp (−ie

~
ASO

x L) exp (−ie

~
ASO

y W )

+ t1r2 exp (−ie

~
B0

2
WL) exp (− ie

~
ASO

y W ) exp (−ie

~
ASO

x L),

(4.12)
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UD2 = r1r2 exp (
ie

~
B0

2
WL) exp (−ie

~
ASO

x L) exp (−ie

~
ASO

y W )

+ t1t2 exp (−ie

~
B0

2
WL) exp (−ie

~
ASO

y W ) exp (−ie

~
ASO

x L).

(4.13)

Para simplificar las expresiones anteriores usaremos la definición del flujo magnético

que es expresado como φB = B0WL y el cuanto de flujo φ0 = h
e
. Adicionalmente, se

introducen las fases no Abelianas, conectadas con los coeficientes de interacción esṕın-

órbita Λa y Λb:

Λa =
m∗L
~

√
α2 + β2, Λb =

m∗W
~

√
α2 + β2. (4.14)

También se define el águlo de rotación θ, en el espacio de parámetros, y las nuevas

matrices σ mediante las relaciones:

cos θ =
α√

α2 + β2
, sin θ =

β√
α2 + β2

, (4.15)

σa = cos θσy − sin θσx, σb = − cos θσx + sin θσy. (4.16)

Las matrices σa y σb son unitarias (σbσ
†
b = σaσ

†
a = I) y cumplen con la siguiente

relación: σaσb = (σbσa)
∗ = I sin 2θ + iσz cos 2θ. Las ecuaciones (4.12) y (4.13) pueden

ser expresadas ahora como:

UD1 = r1t2 exp (πϕB) exp (−iΛaσa) exp (−iΛbσb)

+ t1r2 exp (−πϕB) exp (−iΛbσb) exp (−iΛaσa),
(4.17)

UD2 = r1r2 exp (πϕB) exp (−iΛaσa) exp (−iΛbσb)

+ t1t2 exp (−πϕB) exp (−iΛbσb) exp (−iΛaσa),
(4.18)
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donde ϕB = φB/φ0.Usando la relación exp (±γσn) = cos γ ± σn sin γ, las señales a la

salida de los detectores tomarán la siguiente forma:

ΨD1 = [A+I(cos Λa cos Λb − sin Λa sin Λb sin 2θ)

− i(A+(σb cos Λa sin Λb + σa cos Λb sin Λa) + A−σz cos 2θ sin Λa sin Λb)]Ψ0,

ΨD2 = [B+I(cos Λa cos Λb − sin Λa sin Λb sin 2θ)

− i(B+(σb cos Λa sin Λb + σa cos Λb sin Λa) + B−σz cos 2θ sin Λa sin Λb)]Ψ0,

donde A± y B± se definen como:

A± = [r1t2 exp (πϕB)± t1r2 exp (−πϕB)],

B± = [r1r2 exp (πϕB)± t1t2 exp (−πϕB)].

(4.19)

Los autovalores para UD1 pueden encontrarse fácilmente, y tienen la siguiente forma:

λD1
± = A+(cos Λa cos Λb − sin Λa sin Λb sin 2θ)

∓ i

√√√√ A2
+(cos2 Λa sin2 Λb + cos2 Λb sin2 Λa + 2 cos Λa cos Λb sin Λa sin Λb sin 2θ)

+A2
− sin2 Λa sin2 Λb cos2 2θ

.

(4.20)

Para UD2 se tiene:

λD2
± = B+(cos Λa cos Λb − sin Λa sin Λb sin 2θ)

∓ i

√√√√ B2
+(cos2 Λa sin2 Λb + cos2 Λb sin2 Λa + 2 cos Λa cos Λb sin Λa sin Λb sin 2θ)

+B2
− sin2 Λa sin2 Λb cos2 2θ

.

(4.21)
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Para obtener una descripción f́ısica más clara, y considerando el hecho de que experi-

mentalmente se puede controlar la visibilidad de los puntos de contacto cuánticos, nos

restringiremos al caso de beam splitters simétricos, es decir r1 = r2 = r y t1 = t2 = t,

y procedemos a determinar las condiciones en que se filtra una de las componentes de

esṕın, lo cual se consigue al anular alguno de los autovalores, por ejemplo λD1
+ = 0.

En el primer caso que se analizará, se impone la condición cos Λa = 0, lo cual origina

que el factor de fase UD1 sea diagonal con respecto a los ejes originales de cuantización.

En este caso el filtrado ocurre en los ejes no inclinados (non-tilted axis). El segundo

caso corresponde a cos Λa 6= 0, y se encuentran nuevos ejes donde la componente de

esṕın para arriba es filtrada. En esta última situación el filtrado ocurre en los ejes de

cuantización y es llamado ejes cuantizados inclinados (tilted quantization axes).

4.3.1. Filtro de Esṕın en Ejes no Inclinados

Considerando primero el caso non-tilted donde se toma la condición cos Λa = 0, lo

que implica que Λa = (2l+1)π
2

donde l es un número entero. Para filtrar la componente

de esṕın para arriba del espinor a la salida del detector D1 se considera la expresión

(4.20), y se impone que λD1
+ = 0.

Tomando en cuenta la condición sobre Λa se puede obtener que Λb = ηΛa = η(2l+1)π
2

donde W
L

= η. El valor de η nos indica la razón entre las longitudes de los brazos del in-

terferómetro. Para distintos valores de η se determinan las amplitudes a la salida de los

detectores, para analizar aśı el comportamiento del interferómetro. Para realizar dicho

análisis se considera que los coeficientes de reflexión y transmisión toman los siguientes

valores: r = i√
2

y t = 1√
2
. Esto se conoce en la literatura óptica como espejo semitrans-

parente (beam splitter) 50-50, debido a que transmite con la misma probabilidad con

que refleja.

En esta sección se consideran los η = impar, ya que sólo este caso cumple con la

condición de ejes no inclinados. Al usar expresión (4.20) y considerando λD1
+ = 0, se

obtiene la siguiente relación:
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sin(πϕB − 2θ) = 0 πϕB − 2θ = nπ, (4.22)

donde n es un número entero. Usando las expresiones (4.22), (4.14) y (4.15) determinan

las relaciones entre las constantes de acoplamiento esṕın-órbita α y β y el flujo magnético

ϕB:

α = η ~
m∗L(2l + 1)π/2 cos(π/2(ϕB − nπ)),

β = η ~
m∗L(2l + 1)π/2 sin(π/2(ϕB − nπ)).

(4.23)

En la Figura 4.5, se muestra la relación entre las constantes de acoplamiento α y

β, en unidades de ~/(m∗L), con el flujo magnético adimensional ϕB, para los valores

η = 1, n = 0 y l = 0. En este caso las soluciones son hélices, dadas por las expresiones

(4.23).
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Figura 4.5: Filtro de esṕın en ejes no inclinados. El gráfico muestra la relación entre α, β y

ϕB, cuando η es impar. La figura corresponde a η = 1, n = 0 l = 0

Usando la relación (4.20) se puede obtener la amplitud λD1
− para el espinor de salida

en el detector D1. Dicho espinor será:

ΨD1 =

(
0

i(−1)l+1 sin ηΛa sin(πϕB + 2θ)Ψ−

)
, (4.24)
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donde el término que contiene la variable Λa toma los siguientes valores sin ηΛa = ±1.

En la Figura 4.6 se muestra un gráfico en coordenadas polares del módulo de la am-

plitud como función del flujo. El espinor a la salida del detector D2, considerando las

condiciones impuestas en el detector D1, toma la siguiente forma al desarrollar los au-

tovalores expresados en (4.21):

ΨD2 =

(
i(−1)l+n sin ηΛaΨ+

i(−1)l+1 sin ηΛa cos(πϕB + 2θ)Ψ−

)
. (4.25)

Como se puede apreciar, en el detector D2 no hay filtrado, pero es posible obtener

un cero en la segunda componente, si en D1 se tiene una máxima eficiencia, es decir

sin(πϕB + 2θ) = 1 . Esta solución es un filtrado opuesto al detector D1.

-1 -0.5 0.5 1

-1

-0.5

0.5

Figura 4.6: Filtro de esṕın en ejes no inclinados. Se muestra en coordenadas polares el módulo

de la amplitud en función del flujo magnético ϕB, en el detector D1.

4.3.2. Filtro de Esṕın en Ejes Inclinados

En este caso consideramos cos Λa 6= 0 y nuevamente queremos satisfacer la condición

de filtrado para la componente de esṕın para arriba en el detector D1, es decir λD1
+ = 0.

Tomando en cuenta la relación para el filtrado y desarrollando la expresión (4.20), se

llega al siguiente resultado:
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cos πϕB = sin Λa sin ηΛa cos 2θ. (4.26)

La expresión anterior nos da la relación entre las constantes de acoplamiento esṕın-

órbita α, β y el flujo magnético y dicha relación nos garantiza un filtro perfecto en los

ejes inclinados. En la Figuras 4.7 y 4.8 se muestra la relación entre las constantes de

acoplamiento esṕın-órbita con el coseno del flujo magnético para distintos valores de η.

Cada contorno corresponde a un valor del flujo ϕB, para determinados valores de α y

β. Las zonas más claras indican valores más altos del flujo magnético, para las cuales

existe filtrado a la salida del detector D1, mientras que las zonas grises representan un

valor cero para el flujo.

La amplitud λD1
− del espinor a la salida del detector D1 se puede calcular usando la

condición de filtrado. Dicha amplitud posee la siguiente forma:

λD1
− = 2i cos πϕB(cos Λa cos ηΛa − sin Λa sin ηΛa sin 2θ). (4.27)

Usando la relación (4.26) en la expresión anterior, se calcula la probabilidad a la

salida del detector D1, y dicho comportamiento se muestra en las Figuras 4.9 y 4.10.

En estas se observa el comportamiento de las constantes α y β para distintos η. Las

zonas claras indican una alta probabilidad para lograr filtrar a la salida.

Para estudiar el comportamiento a la salida del detector D2 se analiza la probabili-

dad en dicho detector, y para ello se usan las expresiones (4.21) y (4.26), para realizar

los cálculos correspondientes. En las Figuras 4.11-4.14 se presentan algunas gráficas

correspondiente a la probabilidad en dicho detector para diferentes valores de η.
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Figura 4.7: Filtro de esṕın en ejes inclinados. Muestra la relación entre α y β con el cos πϕB.

Las zonas claras indican altos valores para el flujo magnético, para el cual ocurre filtrado. (a)

Corresponde a η = 1 (b) corresponde a η = 2

Figura 4.8: Filtro de esṕın en ejes inclinados. Muestra la relación entre α y β con el cos πϕB.

Las zonas claras indican altos valores para el flujo magnético, para el cual ocurre filtrado. (a)

Corresponde a η = 1/2 (b) corresponde a η = 1/
√

2
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Figura 4.9: Filtro de esṕın en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D1.

Muestra la relación entre α y β. Las zonas claras indican mayor probabilidad para filtrar a la

salida. (a) Corresponde a η = 1 (b) corresponde a η = 2

Figura 4.10: Filtro de esṕın en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D1.

Muestra la relación entre α y β, considerando. Las zonas claras indican mayor probabilidad para

filtrar a la salida. (a) Corresponde a η = 1/2 (b) corresponde a η = 1/
√

2
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Figura 4.11: Filtro de esṕın en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D2 para

η = 1. Muestra la relación entre α y β. Las zonas oscuras de color indican menor probabilidad

para filtrar a la salida. (a) Probabilidad de la componente de esṕın para arriba (b) Probabilidad

de la componente de esṕın para abajo

Figura 4.12: Filtro de esṕın en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D2 para

η = 2. Muestra la relación entre α y β. Las zonas de color oscuras indican menor probabilidad

para filtrar a la salida. (a) Probabilidad de la componente de esṕın para arriba (b) Probabilidad

de la componente de esṕın para abajo
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Figura 4.13: Filtro de esṕın en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D2 para

η = 1/2. Muestra la relación entre α y β. Las zonas de color oscuras indican menor probabilidad

para filtrar a la salida. (a) Probabilidad de la componente de esṕın para arriba (b) Probabilidad

de la componente de esṕın para abajo

Figura 4.14: Filtro de esṕın en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D2 para

η = 1/
√

2. Muestra la relación entre α y β. Las zonas de color oscuras indican menor probabilidad

para filtrar a la salida. (a) Probabilidad de la componente de esṕın para arriba (b) Probabilidad

de la componente de esṕın para abajo



Caṕıtulo 5

Interferómetro y Matriz Densidad

5.1. Estados Mezclados de Esṕın

Los estados puros no son la forma más general en la que se puede encontrar un

conjunto de part́ıculas. Se dice que un estado es mezclado cuando no puede ser repre-

sentado por un estado | χ〉. Tanto a los estados puros como a los estados mezclados se

les puede asociar una determinada matriz densidad, la cual contiene toda la información

disponible del sistema [17].

Un estado mezclado no puede ser representado como una superposición de los estados

| +〉 y | −〉. Se define el operador densidad ρ como:

ρ =
∑

i

ci | χi〉〈χi |, (5.1)

donde ci es la probabilidad de encontrar a la part́ıcula en el estado | χi〉. La matriz

densidad cumple con las siguientes condiciones:

∑
n

ρnn = Trρ = 1, (5.2)

ρ2 6= ρ, (5.3)

Trρ2 6 1, (5.4)
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ρ† = ρ, (5.5)

Los elementos diagonales de la matriz densidad 〈χi | ρ | χi〉 indican la probabilidad

de encontrar a una part́ıcula en el estado | χi〉. La sumatoria de los elementos de la

diagonal nos da la probabilidad total, Ec. (5.2), mientras que la magnitud del vector

polarización está entre 0 ≤| P |≤ 1. El máximo valor es | P |= 1, sólo si el haz está en

un estado puro, y recibe el nombre de estado completamente polarizado. Si | P |= 0

entonces se tiene un estado despolarizado, mientras que si | P |< 1 el estado es llamado

polarizado.

Las componentes Pi del vector polarización pueden ser calculadas mediante la si-

guiente relación:

tr(ρσi) = Pi. (5.6)

En el caso particular de tener un estado | ±〉, se puede obtener una nueva repre-

sentación de ρ:

ρ =
1

2
[I+ Piσi], (5.7)

Donde I representa la matriz identidad. Usando la relación (5.7), se puede obtener que

la traza de ρ2 es:

tr(ρ2) =
1

2
(1+ | P |2). (5.8)

Sólo para el caso particular de un estado puro | P |= 1 se tiene que

ρ2 = ρ, (5.9)
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Trρ2 = 1. (5.10)

Se sabe que la entroṕıa de von Neumann está referida a sistemas cuánticos. La

entroṕıa de un estado describe un sistema f́ısico que es una expresión cuantitativa de la

incertidumbre; esta incertidumbre está conectada a un sistema f́ısico como la cantidad

de información llevada por el sistema. La entroṕıa de un estado puede ser interpretada

como la falta de información en el sistema [28]. Un estado puro tendrá entroṕıa cero,

es decir que no existe incertidumbre. En general la entroṕıa se define como:

S(ρ) = −Tr(ρ ln(ρ)) = −
∑

i

λi ln(λi), (5.11)

donde λi son los autovalores de la matriz densidad. Si consideramos el caso de una matriz

densidad expresada como ρ
′

= U †ρU , donde U es un operador unitario (U †U = I),
entonces la entroṕıa para ρ

′
será la misma que para ρ. Esto se debe a que ambas

matrices tienen los mismos atuovalores, debido a que ρ
′

sólo es una rotación, de la

matriz inicial.

5.2. Interferómetro con Estados de Inyección Mezclados

Consideremos un sistema con las mismas caracteŕısticas que el mostrado en la Figu-

ra 3.1 y con la condición de L = W . A diferencia del caso anterior se inyectará un

estado mezclado, caracterizado por una matriz densidad ρ0, la cual será expresada de

la siguiente forma:

ρ0 =

(
c1 0

0 c2

)
, (5.12)

donde c1 y c2 son las amplitudes de probabilidad y la traza de la matriz ρ0, cumple

con la condición Trρ0 = c1 + c2 = 1. Las componentes del vector polarización para el

estado inicial inyectado se pueden calcular usando la relación (4.3). Se obtiene:

P x
0 = 0, P y

0 = 0, P z
0 = P0 = c1 − c2.
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La polarización para el estado de entrada tiene una sola componente distinta de cero

en la dirección z, la cual depende de las amplitudes c1 y c2. Como se discutió anterior-

mente el módulo del vector de polarización se encuentra entre cero y uno, entonces

0 > |c1− c2| > 1, ya que es un estado mezclado, y en el caso particular de c1 = c2 = 1/2

se tiene un estado completamente despolarizado. Para el análisis que sigue a continua-

ción se considera el caso más general donde c1 6= c2.

Se inyecta un estado mezclado al sistema, el cual incide sobre el primer beam splitter

para luego seguir los caminos uno y dos; éstos son reflejado por los espejos M1 y M2,

pasan por el segundo beam splitter y por último son recolectados en los detectores D1 y

D2. En este interferómetro se calcularán las matrices densidad en dichos detectores y se

analizará la polarización y la entroṕıa en las respectivas salidas. Las matrices densidad

a la salida de los detectores D1 y D2 son:

ρD1 =
1

m1

UD1ρ0U †D1, (5.13)

ρD2 =
1

m2

UD2ρ0U †D2. (5.14)

Las expresiones anteriores están normalizadas por su respectivas trazas m1 y m2. Los

factores de fase UD1 y UD2 están definidos por las expresiones (4.12) y (4.13). El estado

a la salida, tomando en cuenta ambos detectores se expresa como:

ρs = m1ρD1 + m2ρD2. (5.15)

El estado a la salida ρs debe tener la información f́ısica del sistema, por lo cual

dicho estado se puede escribir como rotaciones de ρs = Uρ0U
† =, donde UU † = I. Esto

nos indica que aunque la información local en cada detector se obtiene mediante ρDi, la

información total debe estar contenida a la salida. Para obtener los ρDi en los detectores

se definen las siguientes variables:
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ξ1 = cos2 Λa − sin2 Λa sin 2θ,

ξ2 = cos Λa sin Λa(cos θ + sin θ),

ξ3 = sin2 Λa cos 2θ.

(5.16)

Considerando las definiciones (5.16), la matriz densidad a la salida del detector D1

toma la siguiente forma:

ρD1 =
1

m1

(
A+ξ1 − iA−ξ3 −A+ξ2(1− i)

A+ξ2(1 + i) A+ξ2 + iA−ξ3

)
ρ0

(
A∗

+ξ1 + iA∗
−ξ3 A∗

+ξ2(1− i)

−A∗
+ξ2(1 + i) A∗

+ξ1 − iA∗
−ξ3

)
.

Donde m1 = Tr(UD1ρD1U
†
D1). Desarrollando la expresión anterior y considerando

nuevamente el caso de un beam splitter simétrico, donde r = i√
2

y t = 1√
2
, se obtiene:

ρD1 = 1
m1




c1[cos πϕBξ1 + sin ıϕBξ3]
2

+2c2 sin2 πϕBξ2
2

(1− i) sin πϕBξ2[sin ıϕBP0ξ1

− cos πϕBξ3]

(1 + i) sin πϕBξ2[sin ıϕBP0ξ1

− cos πϕBξ3]

c2[cos πϕBξ1 + sin ıϕBξ3]
2

+2c1 sin2 πϕBξ2
2




,

donde P0 es la polarización del estado inicial inyectado y la traza ρD1 es:

m1 = cos2 πϕB(ξ2
1 + 2ξ2

2) + sin2 πϕBξ2
3

+ 2 sin πϕB cos πϕBP0ξ1ξ3.
(5.17)

Usando los resultados anteriores procedemos a calcular las componentes del vector

de polarización, para ρD1. Usando (2.2) las componentes de PD1 son:
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P x
D1 =

1

m1

2 cos πϕBξ2(cos πϕBP0ξ1 + sin πϕBξ3),

P y
D1 =

1

m1

2 cos πϕBξ2(cos πϕBP0ξ1 + sin πϕBξ3),

P z
D1 =

1

m1

(cos2 πϕBP0(ξ
2
1 − 2ξ2

2) + sin2 πϕBP0ξ
2
3

+ 2 sin πϕB cos πϕBξ1ξ3).

(5.18)

Como se puede observar en las expresiones anteriores, las componentes de PD1 tienen

una dependencia proporcional a la polarización P0 del estado inicial inyectado. Para el

caso particular de un estado completamente despolarizado c1 = c2 = 1/2, se obtiene

polarización a la salida de D1. Para este caso tiene que:

|PD1| = sin 2πϕBξ3

√
ξ2
1 + 2ξ2

2

cos2 πϕB(ξ2
1 + 2ξ2

2) + sin2 πϕBξ2
3

. (5.19)

La matriz densidad en el detector D2 se puede obtener cambiando A± → B± en

(5.2). La traza de ρD2 es:

m2 = sin2 πϕB(ξ2
1 + 2ξ2

2) + cos2 πϕBξ2
3

− 2 cos πϕB sin ϕBP0ξ1ξ3.
(5.20)

Las componentes del vector polarización para ρD2, se pueden calcular al usar (2.2).

Para este caso, dichas componentes son:
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PD2
x =

1

m2

2 sin ϕBξ2(sin ϕBP0ξ1 − cos πϕBξ3),

PD2
y =

1

m2

2 sin ϕBξ2(sin ϕBP0ξ1 − cos πϕBξ3),

PD2
z =

1

m2

sin2 πϕBP0(ξ
2
1 − 2ξ2

2) + cos2 πϕBP0ξ
3
3

− 2 sin πϕB cos πϕBξ1ξ3.

(5.21)

El comportamiento de la polarización en este detector es similar a la del caso anterior.

Fácilmente se puede obtener la entroṕıa del estado inyectado, usando la expresión (5.11).

Esta es S(ρ0) = −c1 ln(c1) − c2 ln(c2). La entroṕıa a la salida del detector Di (i=1,2)

toma la siguiente forma:

S(ρDi) = −Tr(ρDi ln(ρDi)). (5.22)

La expresión (5.22), nos da solo información local en cada detector. Para estados mez-

clados se sabe que la entroṕıa será mayor a cero, lo que implica que el módulo del vector

polarización no será máximo. Esto nos indica que existe una relación entre la entroṕıa

y el vector polarización. La entroṕıa del sistema a la salida, es decir considerando los

dos detectores se expresa como S(ρs) = −Tr(ρs ln(ρs)).
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Conclusiones

En este trabajo se analizó el comportamiento de un interferómetro Mach-Zehnder,

para distintas situaciones. Como se mencionó anteriormente, el sistema se caracteri-

zó por estar en presencia de un flujo magnético y por tener interacción esṕın-órbita

tipo Rashba y Dresselhaus, obteniendo aśı una representación SU(2)× U(1).

Al estudiar el filtro en los ejes no inclinados y considerando sólo valores impares de

η, se obtiene una relación entre las constantes de acoplamiento esṕın-órbita y el flu-

jo magnético, obteniendo como solución hélices,(Figura 4.5). Para este caso es posible

obtener una solución localizada, si se cumple sin(πϕB + 2θ) = 0, y es posible filtrar en

ambas salidas del interferómetro, cuando sin(πϕB + 2θ) = 1. También se verificó que

el carácter no Abeliano de la interacción esṕın-órbita es suficiente para introducir una

diferencia de fase en las señales que llegan a cada detector, y obtener un filtro de esṕın.

Por último se analizó un interferómetro de brazos simétricos al inyectar un estado

mezclado, caracterizado por una matriz densidad ρ0. Se encontró en cada detector, que

el vector polarización es proporcional al módulo de la polarización del estado inyectado.

Como la entroṕıa y la polarización están ı́ntimamente ligadas, cualquiera de estas can-

tidades puede utilizarse para cuantificar el grado de pureza del estado. En particular,

un estado de spin 1/2, puro, está siempre polarizado al máximo, por lo cual la entroṕıa

es mı́nima (nula). En el caso de un estado mixto se tiene entroṕıa distinta de cero.

En algunas instancias, emplear la entroṕıa para cuantificar el grado de incertidumbre

en la información del estado puede resultar más simple que el cálculo de la polarización.
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Al usar la matriz densidad en cada detector para evaluar alguna cantidad f́ısica se

obtendrá que ésta sólo nos dará información local. En este sentido, es razonable esperar

que localmente se estén generando las correlaciones que se observan en el interferómetro.

El suponer que los detectores reciben amplitudes que no interfieren, es algo inadecuado

porque las señales a la salida están correlacionadas y al eliminar las coherencias (ma-

triz densidad sin elementos fuera de la diagonal), se eliminan las correlaciones. Esto

equivale a desechar la información de la interferencia. Resulta interesante notar que

este reultado sólo se captura en una formulación de matriz densidad.



Apéndice A

Relación de Unitariedad

UD1U
†
D1

+ UD2U
†
D2

= I (A.1)

Usando las fórmulas (4.12), (4.19) y (5.16) se desarrolla el primer término de la

expresión (A.1):

UD1U
†
D1

=

(
A+ξ1 − iA−ξ3 −A+ξ2(1− i)

A+ξ2(1 + i) A+ξ1 + iA−ξ3

)(
A∗

+ξ1 + iA∗
−ξ3 A∗

+ξ2(1− i)

−A∗
+ξ2(1 + i) A∗

+ξ4 − iA−ξ3

)

=




sin2 πϕB(ξ2
1 + 2ξ2

2) + cos2 πϕBξ2
3

+ sin 2πϕBξ1ξ3

(1− i) sin 2πϕBξ2ξ3

(1 + i) sin 2πϕBξ2ξ3

cos2 πϕB(ξ2
1 + 2ξ2

2) + sin2 πϕBξ2
3

− sin 2πϕBξ1ξ3




Cambiando A± → B±, se realiza el mismo procedimiento para el segundo término

de la expresión (A.1). Se llega obtiene resultado:
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


cos2 πϕB(ξ2
1 + 2ξ2

2) + sin2 πϕBξ2
3

− sin 2πϕBξ1ξ3

−(1− i) sin 2πϕBξ2ξ3

−(1 + i) sin 2πϕBξ2ξ3

sin2 πϕB(ξ2
1 + 2ξ2

2) + cos2 πϕBξ2
3

+ sin 2πϕBξ1ξ3




Sumando UD1U
†
D1

+ UD2U
†
D2

se obtiene:

(ξ2
1 + 2ξ2

2 + ξ2
3)

(
1 0

0 1

)

Utilizando la definición (5.16) se puede encontrar la siguiente relación: ξ2
1 +2ξ2

2 +ξ2
3 =

1. Fácilmente se verifica que UD1U
†
D1

+ UD2U
†
D2

= I



Apéndice B

Gráficas en Mathematica 5.0

Filtro en ejes no inclinados

Se define:

In[1]=τ = (2l + 1)Pi/2

In[2]=l = 0

In[3]=η1 = 1

Gráfico correspondiente a la relación entre α, β y ϕB

Gráfico correspondiente a η1

In[4]=ParametricPlot3D[{ η1 τ Cos[Pi/2 ϕB ],η1 τ Sin[Pi/2 ϕB ], ϕB}, {ϕB , 0, 14},

BoxRatios − > {1, 1, 1}, AxesLabel − > {α, β, ϕB}, BoxRatios − > {1, 1, 1}]

Gráfico correspondiente a la amplitud en coordenadas polares para η1

In[5]=PolarPlot[Sin[2 Pi ϕB ], {ϕB , 0, Pi + 0.4}, PlotPoints − > 800]

Filtro en ejes inclinados

Gráfico correspondiente a la relación entre α, β y cos πϕB

In[6]=ContourPlot[(Sin[Sqrt[alfa2 + beta2]] Sin[η Sqrt[alfa2 +beta2]] (alfa2 - beta2))/(alfa2 + beta2),
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{alfa, -2 Pi, 2 Pi}, {beta, -2 Pi,2 Pi}, PlotRange − > {-1, 1}, PlotPoints − > 800, Contours − > 20]

Los valores de η toman valores enteros, fracionarios ó irracionales.
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