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Escuela de Fisica, Universidad Central de Venezuela

Dr. Ernesto Medina, Tutor

Dr. Alexander Lépez, Co-tutor

En este trabajo se realiza el desarrollo y andlisis de un filtro de espin en dos di-
mensiones, basado en el interferémetro Mach-Zehnder, tanto para estados de entrada
puros como para estados mezclados, en presencia de un campo magnético externo e
interaccién espin-orbita Rashba y Dresselhaus. Este tipo de interaccién espin-orbita es
producida en materiales semiconductores que no poseen simetria de inversion. Para este
caso la interaccion espin-drbita se representa como una teoria de calibre SU(2) x U(1),
obteniendo asi una formulacién no Abeliana del campo de calibre, tipo campo de Yang-
Mills. Se analizaran las condiciones necesarias para obtener un filtro de espin asi como
los invariantes topologicos.
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Motivacion

La manipulacion del espin es de gran interés debido a sus distintas aplicaciones en
procesos informaticos y computacién cuantica. El uso de materiales semiconductores
en los cuales se origina interaccion espin-érbita debido a la ausencia de simetria de
inversion espacial, permite dicha manipulacion. La interaccién espin-érbita, tiene una
representacion SU(2), y la cual presenta un rompimiento de la simetria de calibre,
originando consecuencias en el transporte de espin en sistemas bidimensionales. Entre
las aplicaciones de este tipo de interaccion se encuentran los filtros de espin, como
el basado en el interferémetro electronico Mach-Zehnder. En dicho interferémetro es
posible el estudio de particulas cargadas en un campo magnético alto. La generacion
y el analisis de los filtros de espin, es de gran interés en este campo y es por ello que
se estudia el efecto en las propiedades del filtro, debido a cambios en la longitud de
los brazos al inyectar un estado puro al sistema. Otro aspecto de interés es el andlisis
de la polarizacién y la entropia en la interferometria electronica cuando el estado de

inyeccion estda completamente mezclado.



Capitulo 1

Introducciéon

El estado de una particula a nivel cudntico puede ser expresado mediante una fun-
cion de onda W, la cual depende de tres variables espaciales que describen la posicion
y de una cuarta variable que describe el momento angular intrinseco o espin. Entre las
evidencias experimentales que demostraron la existencia del espin esta el famoso experi-
mento de Stern y Gerlach en 1922, sin embargo no es hasta 1925 cuando Goudsmit y
Uhlenbeck postularon que el electréon tiene un momento angular intrinseco, basandose

en el estudio de los espectros atémicos [1].

La manipulaciéon del espin es de gran interés por sus aplicaciones en computacion
cuantica y procesos informaticos. Entre los mecanismos para la manipulacién del espin
destacan el uso de un campo magnético y el acoplamiento espin-érbita, el cual permite
la manipulacién del espin mediante un campo eléctrico. El acoplamiento espin-orbita en
los so6lidos puede ser originado por el movimiento de un electréon, a una alta velocidad de
Fermi, en un campo eléctrico fuerte cerca de un nticleo atémico, 6 debido a la ausencia
de simetria de inversion espacial de ciertos cristales, Figura 1.1. En el tultimo caso se
encuentran los acoplamientos espin-orbita tipo Dresselhaus y Rashba. El acoplamien-
to Dresselhaus se produce en sistemas tanto tridimensionales como bidimensionales y
es originado por un campo interno cuando la estructura se caracteriza por no tener
simetria de inversion en el bulto. Por otro lado el acoplamiento tipo Rashba se produce
al aplicar un potencial eléctrico externo, que generara en el sistema una asimetria de
inversion estructural [2]. Esta clase de interaccién ocurre en materiales semiconductores

como los de estructura tipo diamante, las estructuras zinc blende, y compuestos como
GaAs y InSb [3].



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

Entre las aplicaciones para este tipo de interaccion espin-érbita resultan de gran in-
terés los filtros de espin. Los filtros de espin permiten seleccionar un eje privilegiado de
algin estado, que es inyectado en un sistema con determinadas propiedades. Un ejemplo
de ello es el citado en la referencia [16], el cual consiste en un filtro de espin basado en
el interferometro electrénico Mach-Zehnder, y se caracteriza por poseer acoplamiento
espin-érbita Rashba y Dresselhaus, y estar en presencia de un flujo magnético. En dicho
sistema se polariza un haz fermiénico. En este caso es importante destacar la presencia
del efecto Aharonov-Bohm y Aharonov-Casher. El primero que sera estudiado en de-
talle, se origina debido al cambio en el patrén de interferencia inducido en las particulas
cargadas cuando éstas estan en presencia de un flujo magnético, lo cual crea una fase
dependiente de dicho flujo. El segundo fenémeno es debido a la no conmutatividad de
las componentes de espin, en el caso de particulas eléctricamente neutras. También se
destaca que dicho sistema posee una representacion SU(2) x U(1), obteniendo asi una

formulacién no Abeliana del campo de calibre, tipo campo de Yang-Mills.

(a) L Inversion pa—
0 =8
‘ é espacial ‘ O

(b) — Inversion
__6_..___. es,:;, ___.._0__.

Figura 1.1: (a) Muestra una estructura con simetria de inversién espacial respecto al eje

senalado. (b) Muestra estructura sin simetria de inversién espacial.

Como es bien sabido, la teorfa de Yang-Mills [4], fue desarrollada en 1954 y en ésta
se propone que la interaccion nuclear fuerte sea descrita por una teoria de campo, como
en el caso del electromagnétismo. Ellos postularon que el grupo local de calibre debia
ser el grupo del isoespin en SU(2), el cual es no Abeliano y desarrollaron las reglas de

transformacion local para los campos de calibre y expresaron el tensor de curvatura F),
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en términos del campo de calibre 6 conexiéon A,,. Histéricamente la idea del isospin fue
introducida por Heisenberg en 1932, para describir los estados de dos cargas, neutron
y proton, en el nicleo. Al no considerar la interaccién electromagnética, el neutrén y el
proton son dos estados de la misma particula, ya que presentan una masa similar y el
nicleo contiene igual nimero de ellas. Se etiqueté al protén como el estado “isoespin
para arriba” y al neutrén como “isoespin para abajo”, y se considerd que el isoespin
debe ser invariante bajo simetria de rotacion. Esta teoria es de gran importancia en el
estudio de interacciones fuertes entre quarks y la unificacion entre la interaccion débil

y el electromagnétismo [4].

La estructura de este trabajo de investigacion es como sigue. En el capitulo 2 se
analiza la interaccién espin-6rbita, asi como otros aspectos de importancia, como la
simetria de inversién espacial, la simetria de inversion temporal y la corriente de espin.
Se considera de gran interés en esta seccion la interaccion espin-érbita en 2D. En el
capitulo 3 se explicaran brevemente el efecto Aharonov-Bohm, Aharonov-Casher y la
teorfa de calibre no Abeliana SU(2). En el capitulo 4 se explica el funcionamiento del
interferometro electrénico Mach-Zehnder en el caso Abeliano y se describe la exten-
sién al caso no Abeliano considerando brazos asimétricos con interaccion espin-orbita
tipo Rashba y Dresselhaus, en presencia de un flujo magnético. En este sistema se bus-
can las condiciones necesarias para lograr un filtro de espin y a su vez se analiza el
comportamiento del filtro al variar las proporciones entre los brazos. También se es-
tudia el comportamiento de las constantes de acoplamiento espin-érbita para Rashba
y Dresselhaus y el flujo magnético, al imponer las condiciones necesarias para filtrar
una de las componentes del espinor, a la salida del sistema. En el capitulo 5 se estudia
un interferémetro de brazos simétricos, tipo Mach-Zehnder con interaccion espin-orbita
tipo Rashba y Dresselhaus, en presencia de un flujo magnético, cuando se inyecta un
estado mezclado, caracterizado por la por la matriz densidad pg, y se analiza el compor-
tamiento de la senal en los detectores de salida. Por tltimo se estudia la polarizacion y

la entropia del estado en cada detector.
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1.1. Objetivo General

Estudiar analiticamente algunos mecanismos de generacion de estados polarizados
de espin, en materiales con ruptura de simetrias espaciales y efectos del acoplamiento

espin-orbita.

1.2. Objetivos Especificos

1. Analizar el transporte de corrientes de espin en materiales con ruptura de simetrias

espaciales.
i)Ruptura de simetria de inversién estructural.
ii)Ruptura de simetria de inversién de bulto.
2. Desarrollar modelos simples para la generacion de estados polarizados de espin en

sistemas fermiénicos bidimensionales con presencia de campos electromagnéticos

uniformes.

3. Investigar los efectos topolégicos debidos al acoplamiento espin-érbita en materia-

les con ruptura de simetria de inversion.



Capitulo 2

Interacciéon Espin—(jrbita

2.1. Espin

En 1922, Stern y Gerlach disefiaron un experimento con el cual lograron medir el
momento magnético de un atomo de plata, dirigiendo dicho haz entre los polos de un
imén que se caracterizaba por tener un campo magnético inhomogéneo, en la direccion
z. Antes de este experimento se creia que los atomos poselan un momento magnético
dirigido en cualquier direcciéon posible y al abandonar el imén, se distribuirian segiin
sus componentes verticales del momento magnético, por lo cual se esperaba una dis-
tribucién continua de plata, al recolectar los atomos por deposicién sobre una lamina
de vidrio. Lo que observaron experimentalmente fue un desdoblamiento en dos compo-
nentes simétricas del haz, lo cual llevé mas tarde a introducir el concepto de espin para

explicar correctamente el fenémeno observado [6].

La introduccién del espin fue hecha en 1925 por Goudsmit y Uhlenbeck, quienes
intentaban explicar la estructura fina observada en el espectro de ciertos atomos. Ellos
propusieron que el electron debia tener un impulso angular y un momento magnético
intrinsecos. Para describir al estado de un electrén se necesitan cuatro niimeros cuanti-
cos, donde tres de ellos nos indican las coordenadas espaciales y el cuarto nos describe
la orientacién del espin, pudiendo ser espin para arriba 6 espin para abajo, en relacion
con algin eje z. En 1929 Dirac desarroll6 una teoria relativista de la mecanica cuantica
y haciendo uso de los postulados de la teoria de Schrodinger, pudo demostrar que el
electron posee un momento angular intrinseco caracterizado por los ntimeros cuanticos

sy myg, los cuales son analogos a ¢ y m, asociados al momento orbital. Debido a que ex-
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perimentalmente se obtienen dos proyecciones del haz los niimeros cuanticos son s = %

yms:i%

Formalmente, el espin esta representado por un operador hermitico S que se expresa

como [7]:

Si = =0y, (21)

donde o; representan las matrices de Pauli

0 1 0 —i 1 0
%:<1 0>’Uy:<z' 0)’02:<0—1)’ 22)

las cuales cumplen con las siguientes relaciones:

[0'7;, O'j] = 2i€ijkak; (23)
{O'i, O'j} = 251']‘, (24)
ol =1, (2.5)

donde [0, 0] es el conmutador, {0;,0;} es el anticonmutador e I es la matriz

identidad, en el espacio de espin.

2.2. Interaccién Espin—()rbita

La interaccion espin-orbita es un fenémeno relativista relacionado con el momento
magnético intrinseco de espin. El momento intrinseco de una particula es expresado

COImo.
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(2.6)

donde g, es llamado factor giromagnético de espin y experimentalmente tiene un val-
or de g ~ 2,0023 para el electrén [8]. Si consideramos un dtomo monoelectrénico el

Hamiltoniano se puede expresar como: H = Hy — p, - B,.

Vv

Figura 2.1: Movimiento del electrén visto por el nticleo

El dltimo término es debido a la interaccion entre el movimiento orbital de la particu-
la y el espin. Si una particula cargada se mueve con una velocidad V en un campo
eléctrico E, y un observador que se mueve con dicha particula, vera un campo inducido
B, = —V/cxE, (Figura 2.1). En este caso el campo eléctrico es generado por el niicleo.
Como la particula se mueve dentro de un campo de fuerza central, el campo eléctrico se
puede expresar en la forma: E = —9% donde ¢ es el potencial eléctrico. Considerando

dr r’

adicionalmente la precesién de Thomas la ecuacion (2.6) puede ser escrita como:

H=H,+——""p, L. (2.7)

Si ahora consideramos que existe un campo magnético externo, el Hamiltoniano sera:

1 1do
H=H, -y L—p, -B—pu. -B. 2.8
_+2qnmcrdrus 15 T3 (2.8)

El segundo término de la ecuacion (2.8) se debe a la interaccién espin-drbita, mientras

que los dos ultimos son debidos a la interaccion entre el momento orbital y el momento
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intrinseco de espin con el campo magnético externo, respectivamente. En el caso de un

atomo monoelectronico, dicha ecuaciéon puede escribirse en la forma:

2

e” 1 e e
H=Hy+——=S-L+—L-B+—S-B 2.9
0+2m3r3 T om i ’ (29)

donde Hy = (P + eA)?/(2mg) + ep, P es el momento lineal del electrén y A vector,

asociado al campo externo B.

Desde una perspectiva mas formal la interaccién espin-orbita, puede ser estudiada

mediante el Hamiltoniano de Pauli, el cual tiene la siguiente forma:

(P—eA)2+V+ﬂG'B_eha-(P—eA)><E eh?

H= .
2my 2my 4mic? 8mic?

V-E, (210

donde el primer término es debido a la energia cinética, el segundo es un potencial, que
se considera simétrico en este caso. El cuarto y quinto término son el término Zeeman
y el término de interaccion espin-orbita, respectivamente. El tltimo es el término de
Darwin. El Hamiltoniano (2.10) tiene una representacién en SU(2) x U(1) y en ésta
existe un rompimiento de la simetria de calibre asociada al grado de libertad repre-
sentado en SU(2) [9]. Esto tendréd consecuencias en el transporte de espin en sistemas

bidimensionales.

En la referencia [9] se analizan las consecuencias topoldgicas de este rompimiento de
simetria de calibre. En dicha referencia se considera una red en ausencia del potencial
de calibre U(1), y los vectores en la red estédn descritos por R = nv+mw, donde vy w
son los vectores unitarios para dicha red. Cuando el campo eléctrico esta en el plano de
los vectores del cristal ocurre una cuantizacion en la trayectoria cerrada de la precesion
del espin, Figura 2.2(a), y en el caso en que el campo eléctrico sea perpendicular a dicho

plano de los vectores del cristal, no surge dicha cuantizacién, Figura 2.2(b).
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-)-' L

a)

/4

/.;' \
—T[H L

Figura 2.2: (a) Se muestra la direccién de la precesién del espin en una trayectoria cerrada,
cuando el campo eléctrico esta en el plano. (b) Se muestra la direccién de la precesién del espin

en una trayectoria cerrada, cuando un campo eléctrico es perpendicular al plano [9].

2.3. Simetrias de Inversion

En los sélidos, el comportamiento de los electrones es caracterizado por las bandas
de energia E(k) y el vector de onda k. La interaccion espin-érbita tiene consecuencias
sobre las bandas de energfa. Consideremos la expresién (2.7) a la cual se le anade un
potencial simétrico V (r) y el cual posee la simetria de la red. Dicha férmula puede ser

reescrita de la siguiente forma:

P2

H =
2m + dmc?

oxVV(r)-P+V(r). (2.11)

La funcién de onda para el Hamiltoniano anterior, segiin el teorema de Bloch posee la

siguiente forma:

Uy o(r) = exp(ik - r) Uke(r), (2.12)

Donde Uy (r) es una funcién periddica sobre la red cristalina y o denota la parte corres-

pondiente al espin. En este caso se considera un sistema sin campo magnético externo.
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El Hamiltoniano (2.11) es invariante bajo inversiones espaciales y temporales.

Ahora bien, debido a que las propiedades de simetria son relevantes en nuestro estu-
dio, daremos una descripcion abreviada de los elementos esenciales de las operaciones
de inversién espacial y temporal, y para una consideraciéon mas detallada de estas
simetrias, referimos al lector a las referencias [3, 10]. El operador de inversién temporal
es T = Uy, donde 7 es la operacién de conjugacion compleja que convierte al momen-
to P — —P y deja invariante a la posiciéon, r — r, mientras U es un operador unitario
de espin que conmutard con P y r. Este iltimo operador cambia la direccion del espin
o — —o. El Hamiltoniano (2.11) es invariante bajo inversiones temporales por lo cual
conmuta con 7, TH = HT. Se sabe que (2.12) es autofunciéon de H con autovalores

reales I/, HVy , = E'Vy », entonces se tiene que:

THUy y = HT Uy = ET Uy,

Se sabe que TV , = U_g _,, y esto lleva a la siguiente degeneracién (degeneracion de

Kramers):

By (k) = E_o (k). (2.13)

Por otro lado, bajo las inversiones espaciales el operador K convierte a r — —r,
P — —P, y no cambia la direccion del espin ya que K conmuta con o. En este caso se
cumple que KV (r) = V(r), por lo que el Hamiltoniano (2.11) resulta invariante bajo
inversiones espaciales y tomando en cuenta la relacion KUy ,(r) = W_g ,(—r)[10], se

origina una degeneracién en la energia:

B, (k) = E,(—k). (2.14)

Ambas simetrias de inversién cambian el vector de onda k por —k, y la inversién tem-
poral cambia la direccién del espin, lo cual lleva a una degeneracion de la energia de
la particula, es decir E,(k) = E_4(k). Esto se denomina la degeneracién de espin. Si

ahora la estructura se caracteriza por no tener simetria de inversiéon la degeneracion es
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removida E,(k) # F_,(k), obteniendo una brecha en la energia que se manifiesta a
través de la aparicién de dos bandas energéticas, para cada componente de espin, F, (k)
y E_5(k). Aunque el sistema posea inversién asimétrica se mantiene la degeneracién

de Kramers siempre que B = 0 [3].

2.4. Interaccion Espin-()rbita en Dos Dimensiones

En los sélidos el acoplamiento espin-érbita puede ser producido por la ausencia de
simetria de inversion en el bulto o por la ausencia de simetria de inversién estructural en
los cristales. Entre este tipo de interaccién espin-érbita se encuentran los acoplamientos
tipo Rashba y Dresselhaus [2, 3]. Considerando un sistema bidimensional, el Hamilto-
niano para una particula, que se encuentra en un sistema con ausencia de simetria de

inversién se puede expresar como:

H = Hy+ Hp + Hg,
Hp = Boka (k] — k2)og + p.c, (2.15)
Hp=\o - (kx VV). (2.16)

La expresién (2.15), se origina por la inversién asimétrica del bulto. Este término
corresponde al Hamiltoniano de Dresselhaus. En dicha expresion k; (i=x,y,z) es el vector
de onda y estd en los ejes principales del cristal, p.c son permutaciones ciclicas para todos
los indices. Como se menciond anteriormente se considera un sistema bidimensional y
el confinamiento en el que se encuentra la particula es a lo largo de [001], entonces se
tiene que (k) = 0, mientas que (k?) =~ (7/d?), donde d es el tamaiio del confinamiento.
Los términos de & son despreciados, lo que hace entonces que la expresién (2.15) tome

la siguiente forma:

Hp = B(kyoy — ky0y). (2.17)
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La constante § ~ Go(n/d)> v By ~ 27eV A® para GaAs y el InAs [2]. Por otro lado
la expresién (2.16) es el Hamiltoniano de Rashba y se origina debido a la ausencia de
simetria de inversion estructural debido a un potencial V' externo, no simétrico. En este
caso se considera un potencial con variacién a lo largo de la direccién z. La expresiéon

(2.16) tomara la forma:

Hp = a(kyo, — ky0y). (2.18)

La constante A = —h%/4m*c? y la constante o depende del gradiente del potencial
aplicado. Consideremos ahora sélo el acoplamiento Rashba, y Hy = h%k?/2m*. Se puede
encontrar facilmente que la energia de dispersion en este caso es:

ﬁ2

E. (k) = %kﬁ + aky), (2.19)

donde el vector de onda kj| = (k,, k,,0) [3, 26]. En la Figura 2.3 se puede observar un
esquema de la relacién de dispersion. En ésta se observa claramente que E; (k) # E| (k),
obteniendo dos bandas en la energia de dispersion E;(k) y E|(k), es decir la degene-
raciéon espacial es removida, sin embargo se mantiene la degeneracion de Kramers como

se menciond en la seccidon anterior.

Al estudiar este tipo de fenémeno es importante destacar la presencia del campo
magnético efectivo, el cual es responsable de la precesion del espin. El valor de ex-
pectacion del operador de espin S nos da la direccién del espin. Esta idea es analoga
al comportamiento del espin al aplicar un campo magnético externo. En este caso el

campo magnético efectivo es definido de la siguiente forma:

B.; = (S)Ak. (2.20)
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E(k) 1 Ky

Figura 2.3: Esquema de la energia de dispersién. Las flechas verdes indican la orientacién del
espin, mientras que las flechas rojas indican la direccién del campo magnético efectivo, para el

caso de una interaccién espin érbita tipo Rashba [3].

La definicion de Ak estd ilustrada en la Figura 2.4, la cual muestra la energia en
el plano del vector de onda k. En dicha imagen se puede observar que £ = E, (k|| —
Ak/2) = E_(k; + Ak/2), donde los signos & denotan las bandas de energfa superior e

inferior [3]. El campo magnético efectivo cumple con la siguiente relacion:

B.; = (S), Ak = —(S)_Ak. (2.21)

ky—Ak/2 ky+Ak/2

Figura 2.4: Esquema de la energia en la plano del vector de onda k [3].
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El comportamiento del campo magnético efectivo tanto para la inversién asimétrica
del bulto asi como para inversién asimétrica estructural se puede observar en las Figuras
2.3 y 2.5. Para el primer caso se muestra que el campo efectivo es anisotropico, es decir
tiene una dependencia con el vector de onda k. En el segundo caso no existe dependencia
de k [3].

k| F k, / i \
L g\ {2
l)-n-;—— — — Of = Bef —
Nyt \ |/
- - .

Kx
@ (b)

Figura 2.5: Comportamiento del campo efectivo y del espin para un sistema con inversién
asimétrica de bulto en dos dimensiones y confinado a [001]. (a)Muestra el comportamiento del
espin en el plano del vector de onda k. (b) Muestra el comportamiento del campo magnético

efectivo [3].

Entre una de las aplicaciones del acoplamiento espin-6rbita Rashba y Dresselhaus
se encuentra la elaboracion de filtros de espin. Hatano y colaboradores [15], proponen
un sistema constituido por un material (de geometria cuadrada) susceptible de experi-
mentar asimetria estructural, es decir con interaccién espin-orbita Rashba, el cual es
penetrado por un campo magnético. Para este sistema calcularon las condiciones nece-
sarias para logar un filtro de espin. Un trabajo maés reciente [16], propone un filtro de
espin basado en el interferémetro electrénico Mach-Zehnder [25], con una representacién
dentro de la teoria de calibre de Yang-Mills, en este caso SU(2) x U(1).

2.5. Corriente de Espin

Al aplicar un campo eléctrico externo en un semiconductor con acoplamiento espin-
orbita se puede generar un transporte de espin en una direccién perpendicular y acumu-

lacién de espin en las fronteras laterales de la muestra y en ausencia de campo magnético
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externo. Esto es conocido como efecto Hall de espin [2]. Para sistemas con interaccién
espin-orbita como los mencionados en la seccién anterior la corriente de espin se puede

expresar como [12]:
P!
Tk = o + oivg), (2.22)

donde v = $0H/9k es la velocidad de la particula. La definicién (2.22) presenta ciertas
desventajas para describir de una forma apropiada el transporte de espin. Se sabe que
en el equilibrio ji # 0 con interaccién espin-érbita y sin ella ji = 0, es decir que la
corriente de espin no es conservada en la interfase. Dicha expresion es invariante bajo

transformaciones temporales.

Se sabe que para un sistema con interaccion espin-érbita, el espin es no conservado
y esto causa problemas para describir el transporte de espin en términos de la corriente
de espin. La derivada del tiempo de la densidad de espin S no puede ser representada

como la divergencia de la corriente de espin, ya que se tienen términos de torque [12]:

05!

o T V=T

donde 7% es un torque debido al campo magnético efectivo. La densidad de espin para
una particula en un estado ¥ es definida como: S = U150, donde 5 es el operador de
espin. En el trabajo de Tokatly [14], se discute el equilibrio de la corriente. La corriente
de espin esta relacionada con el campo no Abeliano de Yang-Mills; La teoria de calibre
no Abeliana seréd explicada en la préxima seccién. En [14] proponen que la corriente de

espin para el acoplamiento espin-érbita sera:

Jp = ADFy; = MOk Fij — [ Ak, Fijl) (2.23)

donde A es una constante, Dj, es la derivada covariante, Fy; es el campo de fuerza y Ay
es el campo de calibre correspondiente a la interaccion espin-érbita. Para un sistema
en dos dimensiones y con interaccion espin-orbita Rashba y Dresselhaus la corriente de

espin se expresa de la siguiente forma:
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T = —J; = ala® = 57),
7; (2.24)
T m 2 2
Jp ==y = e Bla” = ),

donde m es la masa, a y 3 son las constantes de acoplamiento Rashba y Dresselhaus
respectivamente. Para el caso particular en que o« = 403, se observa que la corriente
se anula, es decir, ésta es una manifestacion de la relevancia de las caracteristicas no

abelianas del transporte de espin.



Capitulo 3

Fases Topolégicas y Teoria de Calibre No Abeliana

En esta secciéon se discuten las fases topoldgicas debido al efecto Aharonov-Bohm y
al efecto Aharonov-Casher. Para el primer caso se muestra el comportamiento de una
particula cargada en una regiéon donde no existen fuerzas y la cual es afectada por un
potencial electromagnético. Si se considera que la trayectoria de la particula cargada
encierra un solenoide, el cual contiene un flujo magnético, la funcién de onda de la
particula adquiere un factor de fase el cual es proporcional al flujo magnético. Esta
fase sélo depende de la topologia del espacio. El espacio en presencia del solenoide es
no simple conectado, es decir que no todas las curvas cerradas pueden ser reducidas
continuamente a un punto. El efecto Aharonov-Casher sigue una idea similar al efecto
Aharonov-Bohm, pero con la diferencia que la particula es neutra y tiene un momento
magnético dipolar. La trayectoria de ésta encierra una linea de carga y la fase debido a

este efecto también depende de la topologia del espacio.

3.1. Efecto Aharonov-Bohm

Es un fenémeno cuantico, que se observa en particulas cargadas, y el cual fue es-

tudiado en 1959 por Yakir Aharonov, fisico israeli y David Bohm, fisico estadounidense.

Para explicar dicho fenémeno consideremos el experimento de doble rendija, Figura
3.1(a), donde es inyectado un haz de electrones, lo cual genera un patrén de interfe-
rencia caracteristico. En este caso el patron de interferencia se debera a la superposicién

de las funciones de onda asociadas a los distintos caminos [19]:
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U= U + Dy, (3.1)

donde ¥, es la funcion de onda del electrén al seguir el camino uno, y Wy es debido al

camino dos.

Ahora colocamos un pequeno solenoide, de tal forma que sélo exista un flujo magnéti-
co ¢p en el interior de éste, Figura 3.1(b). El potencial A se puede expresar de la

siguiente forma en coordenadas cilindricas [18]:

A=A, =0 Ay = % en el interior del solenoide

A= (3.2)

A, =A,=0 Ay= Bg—fQ en el exterior del solenoide

a)
Camino 1 I

Camino 2 I

Figura 3.1: Experimento de doble rendija. (a) Muestra el experimento de doble rendija

ausente de flujo magnético. (b) Se observa un corrimiento del patrén caracteristico, debido a la

presencia de un flujo magnético en el experimento de doble rendija [20].

donde R es el radio del solenoide y By es el campo magnético. Dado que B =V x A|
se garantiza con la expresién (3.2) que sélo exista campo magnético en el interior del

solenoide, (Figura 3.2), es decir:
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Figura 3.2: Forma de A y B en el solenoide.[18]

(3.3)

B B,=B,=0 B, = By en el interior del solenoide
B, =By=DB,=0 en el exterior del solenoide

En presencia del campo magnético, las transformaciones sobre la funcién de onda

tienen la siguiente forma:
() = elAy, (3.4)

Donde el término de la exponencial representa el factor de fase que adquiere el electrén.

El patrén de interferencia al introducir el solenoide se expresa ahora como:

\I/D :g{le% /1 A.dr + \1[26% /2 A.dr

o o 3.5
(\Ple% fc A.dr + \I]2>6% .]2 A.dr. ( )

Usando el teorema de Stokes, la expresién (3.5) se puede escribir como:

Up = (Uyen % 4 Wy)eh foAdr (3.6)
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donde 7¢p es la fase Aharonov-Bohm. El flujo causa un cambio relativo en la fase entre

U, v Uy y esto trae como consecuencia un corrimiento en el patréon de interferencia

donde Ax = (LAe/2mdh)op.

Debido a que el potencial cumple con las siguientes transformaciones A, — A;L =
A, + %@A y ¥ es considerada como una funcién escalar continua, se tendra el mismo
comportamiento fisico tanto para un potencial A, como para A;. Aharonov y Bohm
en su trabajo destacan que A, toma el atributo de una variable fisica que permite
diferenciar entre dos estados cuanticos, los cuales difieren sélo por las transformaciones
de calibre [21]. La fase Aharonov-Bohm tiene un cardcter topolégico ya que no de-
pende de la geometria del camino. En 1960 Chambers demostré experimentalmente

este fendmeno mediante el uso de un interferémetro constituido por biprismas [22].

3.2. Efecto Aharonov-Casher

Es un fénomeno analogo al descrito a la seccién anterior, pero éste se manifiesta
en particulas neutras con momento magnético. Para explicar dicho fenémeno de forma
clasica consideremos un sistema constituido por una linea de carga, la cual tiene una
carga por unidad de longitud A. Una particula neutra se mueve con una velocidad v y
con un momento dipolar p alrededor de dicha linea de carga, y se considera al momento

dipolar paralelo a la linea de carga [23]. El Lagrangiano del sistema es:

1
Lzémv2—v-E><y,, (3.7)

donde E es el campo eléctrico y m es la masa de la particula. Se tiene que:

Expu=e———=eA(r—R), (3.8)

donde A es el potencial vector en el punto r y cuya fuente es un momento magnético
p en R. Se cumple que E = —V Aj y en este caso se considera V - A = 0 (calibre de

Coulomb). La fase correspondiente es expresada como:
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Pac = fA (r—R)-dR = p), (3.9)

donde A es la carga por unidad de longitud. Este efecto fue probado experimentalmente
por Cimmino et al, en 1989, mediante un interferémetro de neutrones [24]. Al igual que
el caso anterior la fase Aharonov-Casher se considera una fase topoldgica ya que no

depende de la geometria del camino.

El efecto Aharonov-Casher se manifiesta también en particulas con espin. El Hamil-
toniano para una particula neutra con un momento dipolar y en un campo eléctrico

externo es:

1 2 E?

H=—P-E — 1
(P B - (3.10)
donde p = po. La fase sera expresada como:
¢AC:fHXE'dR (3.11)

3.3. Teoria de Calibre No Abeliana SU(2) (Yang-Mills)

La invariancia de calibre fue introducida por Hermann Weyl, mateméatico aleman,
cuando trataba de incorporar al electromagnetismo dentro de una descripciéon geométri-

ca incluyendo la idea de transformaciones escalares.

Para explicar la invariancia de calibre consideremos el siguiente Lagrangiano que

describe el campo de una particula cargada:

L = (0,0)(0"¢") = m*¢' e, (3.12)
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donde el campo escalar ¢ tiene dos componentes reales ¢ y ¢

b= i2<¢1 T id). (3.13)

¢l = %(Qﬁ —is). (3.14)

El Lagrangiano (3.12), es invariante bajo transformaciones globales:

p— ey o — ehol, (3.15)

donde A es una constante real. Las transformaciones anteriores no tienen dependencia
alguna con el espacio-tiempo. En este caso se puede comprobar facilmente que 0L =
—teAd,J" = 0, donde JH = (¢p* 0" ¢ — p0"¢*) es la corriente y cumple con la condicién
0,J* = 0. Para darle una interpretaciéon geométrica a las transformaciones (3.15), se
expresa ¢ = ip;+j¢, como un vector espacial de dos dimensiones, en una base ortogonal

[18]. Las ecuaciones (3.15) pueden ser escritas como:
Oy ity = e MNouig), @) — iy = M1 —iga). (3.16)
De las expresiones anteriores se obtiene:

dy = Pprcos A+ gosin A, py, = —¢ysin A + ¢ cos A. (3.17)

Estas son rotaciones en el plano (1,2) del vector ¢ con un angulo A, (Figura 3.3). Dichas

rotaciones en dos dimensiones estan dentro del grupo SO(2). Debido a que las trans-

formaciones tienen una representacién equivalente como e**, es decir matrices unitarias

de una dimensién e*e~* = 1, también las transformaciones estan representadas por el
grupo U(1). Las transformaciones de calibre son las mismas para todos los puntos del
espacio-tiempo, debido a que A es una constante. Esto es conocido como transformacion

de calibre global.
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2 4

= Vv

Figura 3.3: Rotation del campo ¢ [18].

Si A(x#) es una funcién arbitraria dependiente del espacio-tiempo, las transforma-
ciones seran diferentes para cada punto. Estas son llamadas transformaciones de calibre
locales. Para este caso el Lagrangiano (3.12) no es invariante bajo dichas transforma-
ciones, ya que se obtiene un término extra 9,9 — (—=9,A)e"" ¢ + e~ (9,4). Ahora,

la variacién del Lagrangiano (3.12) tiene la siguiente forma:

5L = —ihD, ( oL ¢) oL

50,0)") " '8(8,0) OO F 10— ) (3.18)

El primer término desaparece ya que la corriente J# cumple con la condicién 9, J# = 0.

La expresion anterior toma la forma:

5L = i0,N(¢* ") — D" ") = iJ"D,A. (3.19)

Se introduce un término al Lagrangiano (3.12) Lo = —eJF A, + e A, A"¢*¢ donde e
es una constante de acoplamiento, que en este caso representa la carga de la particula

y A, es un cuadri-vector que bajo transformaciones de calibre debe cumplir:

1
Ay — Ayt —0A, (3.20)

La variacién sobre el término extra es: 0Ly = —eJ*9,A. Entonces 6L + 0Ly = 0

asi que el Lagrangiano total es invariante y toma la siguiente forma:
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L+ Lo = (0,0)(0"") — m?¢Tp —ie(d'0"p — pO ") A, + 2 A, Al pg™. (3.21)

El término de la forma —%‘F“”FW es incorporado al Lagrangiano debido a la contribu-
cién del campo A,, y F,, = J,A, — 0,A, (caso Abeliano). Entonces el Lagrangiano

total queda expresado como:

1
Liotat = (0,0 — i€ A,0)(0,0" +ieA, ") — m?plp — ZFWFW, (3.22)

el término F),, es el tensor del campo eléctrico y la derivada d, es reemplazada ahora

por la derivada covariante:

D, =0, +ieA,. (3.23)

Consideremos ahora las siguientes transformaciones locales en SU(2), las cuales estan

dentro de la teoria de calibre no Abeliana:

U ei%o’~A($)\Ij = S(x)V, (3.24)

donde ¥ es un espinor, S(z) es una matriz 2 X 2, y o representan las matrices de Pauli.
En este caso el Lagrangiano no es invariante bajo estas transformaciones locales, ya que
9,¥" = (9,5)¥ + 5(9,¥). La derivada covariante tendré la siguiente forma:

D, = 8, — %a LA, (3.25)

Se define flu = M"Aj, donde el indice a = 1,2,3 y M en general son tres matrices
n x n, las cuales representan los generadores y deben cumplir con [M*, M7] = igk M*.

En este caso M* = %U“. Entonces la expresién (3.25) toma la siguiente forma:

D, = 0, —igA,, (3.26)
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donde g es la constante de acoplamiento. El Lagrangiano sera invariante si imponemos

la siguiente ley de transformacién sobre la derivada covariante:

D, ¥ — D, ¥ = SDV. (3.27)

Desarrollando la expresion anterior se obtiene:

!/

1
A= A= A X Ay 9M, (3.28)

i

Por 1ultimo la curvatura del campo de calibre esta definida como:

1
F., = —[D,D,]=08,A, —0,A, +ig[A,, A]. (3.29)

tg

Para el caso Abeliano el ultimo término es igual a cero. Yang y Mills en 1954 desarro-
llaron la teoria para el isoespin en el caso de una simetria local. Esta es de utilidad para
la descripcion de la interaccion fuerte entre quarks y la unificacion entre la interaccion

débil y el electromagnetismo.

La interaccion espin-orbita se puede representar como una teoria de calibre SU(2) x
U(1), es decir en una formulaciéon no Abeliana del campo de calibre. Consideramos
un sistema constituido por un cuadrado [ x [, el cual posee en sus brazos interaccion
espin-érbita Rashba y el interior de éste es penetrado por un campo magnético ¢g [15].

El Hamiltoniano para este caso se expresa como:

2
H=_—+ao(lo, —1,0,)

2m
| - . (3.30)
= %[(Px —eA, + 9R§0y) + (P, —eA, — QREUI) + const,

donde IT = (P —eA) y O = 222 La expresion (3.30) posee la forma del Hamiltoniano

de Yang-Mills, es por ello que el campo fisico estd dado por la expresién (3.29):
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F ,ZQ;? + %QZ)—; (3.31)
En la ecuacién anterior € es una constante de acoplamiento, S es el area del cuadrado
y ¢r = £0p*L. El primer término de la expresién (3.31) es debido a la presencia del
flujo magnético, lo cual genera una fase tipo Aharonov-Bohm donde e es la carga de la
particula. El segundo término es debido a la no comutatividad del campo de calibre de
Yang-Mills. En este caso 0 juega el papel de la carga para la interaccién espin-orbita,
y debido a la presencia de un flujo eléctrico se genera la fase Aharonov-Casher. Se sabe
que la interaccién espin-oérbita, Rashba es generada por un campo eléctrico externo,
mientras que Dresselhaus es producido por el campo eléctrico del cristal. Entonces una
particula en presencia de un flujo magnético y con interaccion espin-érbita adquiere una
fase debido al afecto Aharonov-Bohm y otra debido a Aharonov-Casher, y esta tltima

es independiente de la carga de la particula.



Capitulo 4

Interferémetro Electrénico y Filtro de Espin

4.1. Estado Puro de Espin

Se dice que un sistema se encuentra en un estado puro cuando éste puede ser repre-
sentado por un unico ket | x) [17].

Un ejemplo de un sistema puro es considerar un haz de particulas con espin %,
que pasan a través de un montaje Stern-Gerlach. Las particulas seran orientadas con
respecto al eje z, obteniendo dos proyecciones del haz. En este caso se tiene que m = i%.
Consideremos ahora que la proyeccién correspondiente a m = —1/2 es filtrada, (Figura
4.1), todas las particulas del haz estaran en un estado idéntico, con el mismo nimero
cuantico m, es decir todas las particulas tendran espin para arriba con respecto al eje
z, y dicho estado sera descrito con |y) = |[+). En este caso se dice que el sistema se

encuentra en un estado puro [17].

z
N

Haz \

Figura 4.1: Se filtra la proyeccién del haz con m = —1/2 en el montaje de Stern-Gerlach [17].



CAPITULO 4. INTERFEROMETRO ELECTRONICO Y FILTRO DE ESPIN 29

De forma mas general un estado puro puede ser expresado como una superposicién

lineal de los estados |+), es decir:

| X)=a1|+) +as | —), (4.1)

Donde a; y ay son las amplitudes de probabilidad, |+) esté referido al estado de espin
para arriba, mientras que |—) representa el estado de espin para abajo. Una

representacion equivalente a la expresion (4.1) es:

|m=<2)' (42)

El estado | x) esta normalizado ya que (x | x) =| a1 |*> + | a2 |*= 1. Un estado puro

estd caracterizado por una direccién especifica en la cual apuntan los espines.

Una herramienta 1til para analizar un estado puro es el vector polarizacion P [17],

el cual es definido como los valores de expectacion de las matrices de Pauli:

By = (o)) = (x [ oi | x), (4.3)

donde o; esta representada por la expresién (2.2). El vector polarizacién para un

estado puro tiene magnitud unitaria, es decir:

|P|=\/P2+ P24 P2=1, (4.4)

donde P; (i = z,y,2) son las componentes del vector polarizacién. Al considerar un
haz de particulas en un estado puro | +), por ejemplo, las componentes del vector

polarizacion son:

P,=0, P,=0, P =1, (4.5)
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esto implica que el vector polarizacién apunta en la direccién +z. Para el estado | —)

se obtiene que las componentes para dicho vector son:

P,=0, P,=0, P =-1 (4.6)

4.2. Interferometro Electréonico Mach-Zehnder

El interferémetro electronico Mach-Zehnder, es una poderosa herramienta en el es-
tudio de ondas coherentes en sistemas mesoscépicos [25]. Este tipo de dispositivo se
caracteriza por estar fabricado en gases de electrones en dos dimensiones, y pueden ser

ensamblados en heteroestructuras tipo GaAs-AlGaAS.

M2

D2

Figura 4.2: (a) Interferémetro 6ptico Mach-Zehnder. (b) Micrografia de barrido electrénico
del dispositivo [25].

Este interferémetro electrénico es andlogo al interferémetro 6ptico. Figura 4.2(a).
En el interferémetro é6ptico un haz monocromatico proveniente de una fuente S incide
sobre el beam splitter (BS1). Parte del haz es reflejada y la otra transmitida. Luego
el haz es reflejado por completo por los espejos M1 y M2 y por ultimo interfiere en el
segundo beam splitter (BS2), después de lo cual es recolectado en los detectores D1 y
D2. En el caso electronico, el sistema se encuentra en presencia de un campo magnético,

el cual es utilizado para manipular la senal a la salida.
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QPC1

Preamp

MG1 g MG2 v

Figura 4.3: Interferémetro electrénico Mach-Zehnder [25].

Adicionalmente, debemos indicar que en el caso del interferometro electronico los
puntos de contactos cudnticos (QPC) cumplen con la funcién de los beam splitteres,
(Figura 4.3). Los coeficientes de transmisién en cada detector estan relacionados con
la fase Aharonov-Bohm. Este dispositivo tiene la ventaja de funcionar con campos
magnéticos altos, y ademas se pueden estudiar particulas con cargas fraccionarias. Una
ventaja adicional de esta configuracién es que, mediante la aplicacion de voltajes de
compuerta, se puede modular la senal de interferencia a la salida. Esto es debido a que
al aplicar dichos voltajes en los puntos indicados en la figura como MG1 y MG2, se

logra manipular el drea efectiva del dispositivo, y por ende el flujo magnético.

4.3. Filtro de Espin: Interferémetro de Brazos Asimétricos

Para realizar una extension del caso anterior para el transporte electrénico en el
régimen no Abeliano, consideremos un sistema como el mostrado en la Figura 4.4, el cual
estd basado en el interferémetro electrénico Mach-Zehnder [25]. Este es un rectangulo,
de longitudes L y W que posee interaccion espin-orbita tipo Rashba y Dresselhaus en
sus brazos. También se caracteriza por estar en presencia de un flujo magnético externo
¢p, solo en el interior del rectdngulo. Considerando las expresiones (2.18) y (2.17) el

Hamiltoniano para este sistema puede escribirse como:

2
H =

T +V +a(ll,o¥ — 1I,0%) + B(I,0¥ — IL,0"). (4.7)
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Figura 4.4: Interferémetro electrénico. Las brazos del sistema poseen interaccién espin-érbita
y existe un flujo magnético ¢p sélo en el interior del rectangulo. Los caminos uno y dos estan

senalados por las lineas amarillas y verdes respectivamente.

Donde IT = P — eA, m* es la masa efectiva del electron y V' es un potencial periédico.
No se considera el término correspondiente a Zeeman porque el campo magnético se
encuentra restringido al interior del rectdngulo. El Hamiltoniano (4.7) serd reescrito de
la siguiente forma:

(P —eA)?

H= Q—m* +V+ const, (48)

donde A = API+ AC. Este campo de calibre esta constituido por una parte corres-
pondiente al vector potencial AP = %(—y, x) el cual tiene una representacion en U(1),
y el otro término es correspondiente a la interaccién espin-érbita A% = (AS©, AYO) =
m{(&ay — [0y, —ao, + foy,). Este dltimo posee una representaciéon en SU(2) y como
se mencion6 anteriormente la presencia del acoplamiento espin-6rbita genera un campo

no Abeliano.

Mediante este interferometro se analizaran las amplitudes, en los detectores Dy y
Dy, y se encontraran las condiciones necesarias para obtener un filtro de espin, es decir
polarizar los estados de entrada a lo largo de un eje definido. En este caso consideramos

un electron que es representado por el estado puro:
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Dicho electrén pasa por el primer beam splitter, el cual experimentalmente se realiza
mediante los denominados “puntos cuanticos de contacto”. Estos puntos de contactos
cudnticos son descritos mediante una matriz de scattering 2 x 2 [26], sin embargo para
este caso se tomard en cuenta una situacion ideal en la cual no se considera dicha ma-
triz de scattering. Esta aproximacién sera valida siempre que el transporte se realice en
presencia de materiales que no mezclen los estados de espin, es decir, que no produzcan
transiciones entre los estados asociados al grado de libertad interno. El haz sigue los
caminos denominados uno y dos, los cuales son senalados en amarillo y verde respec-
tivamente. El haz es reflejado por los espejos M; y Ms y por tltimo pasa a través del

beam splitter dos, para luego recolectar la senal Wp, (Up,) en el detector Dy (Dy).

Las senales obtenidas en cada detector estaran representadas por los siguientes es-

pinores:

VYp1 =Up1 VYo, (4.10)

Wpe = Upa Vo, (4.11)

donde Up, y Ups son matrices 2 x 2 las cuales cumplen con la siguiente relacion:
leb{};l + Z/{DQZ/{L2 = I. Esta relacién garantiza la condicién de normalizacién, es decir:
| Upi |> + | Ups |?= 1. Los factores de fase Up; y Upy vienen dados por las siguientes

expresiones:

1e By i€

“ WL =
e B ie ie

+ t179 €xp (—ETOWL) exp (—EAioI/V) exp (—%AfOL),

e
Up1 = rtaexp ( ASPL) exp (—%ASOW)

(4.12)
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o B : :
Ups = rr2€xp (E—OWL) exp (—EAfOL) exp (—EASOW)
1e By e g0 e o '
—i—tltgexp(—%?WL)eXp(—%Ay W)exp(—EAx L).

Para simplificar las expresiones anteriores usaremos la definicion del flujo magnético
que es expresado como ¢ = BgW'L y el cuanto de flujo ¢y = % Adicionalmente, se
introducen las fases no Abelianas, conectadas con los coeficientes de interaccion espin-
orbita Ag v Ay:

A, = ””LhL\/oz2 + 32, Ay = th va?+ 32 (4.14)

También se define el agulo de rotacién 6, en el espacio de parametros, y las nuevas

matrices o mediante las relaciones:

& p
cost) = ———, sinf) = ————, 4.15
/a? + 32 /a? + 32 (4.15)
o, = cosfo, —sinfo,, op = — cos o, + sin o, (4.16)
Las matrices o, y 03, son unitarias (abag = 0,0) = I) y cumplen con la siguiente

relacion: 0,0, = (0p0,)* = Isin 26 + io, cos 20. Las ecuaciones (4.12) y (4.13) pueden

ser expresadas ahora como:

Up1 = mita exp (mpp) exp (—iA,0.) exp (—iMyoy) (4.17)

+ tyraexp (—mpp) exp (—iAyoyp) exp (—iA,04),

U = 173 exp (1) exp (—iaos) exp (—iy0y) (4.18)

+ titaexp (—mpp) exp (—iApop) exp (—iAa04),
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donde pp = ¢p/dy.Usando la relacion exp (+y0™) = cosy £ o™ sin~, las senales a la

salida de los detectores tomaran la siguiente forma:

Up1 = [AI(cos A, cos Ay, — sin A, sin Ay sin 26)
— (A4 (opcos Agsin Ay + 0, cos Apsin A,) + A_o, cos 20 sin A, sin Ay)]| ¥,

Upe = [Byl(cos A, cos Ay — sin A, sin Ay sin 20)
—i(By(opcos Ay sin Ay, + 0, cos Ay sin A,) + B_o, cos 20 sin A, sin A,)| ¥y,

donde AL y By se definen como:
Ay = [rtaexp (mpp) £ tirs exp (—mep)],

(4.19)
By = [riraexp (mep) £ tits exp (—mep)].

Los autovalores para Up; pueden encontrarse facilmente, y tienen la siguiente forma:

AP = A (cos A, cos Ay, — sin A, sin A, sin 26)

A2 (cos? A, sin® Ay + cos® Apsin® A, + 2 cos A, cos Ay sin A, sin A sin 26)

F
+A? sin? A, sin? A, cos® 26

(4.20)

Para Up, se tiene:

A2 =B, (cos A, cos Ay — sin A, sin Ay sin 26)

B2 (cos? A, sin® Ay + cos® Apsin® A, + 2 cos A, cos Ay sin A, sin A sin 26)
+B?2 sin? A, sin? A, cos? 26

Fu

(4.21)
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Para obtener una descripcién fisica mas clara, y considerando el hecho de que experi-
mentalmente se puede controlar la visibilidad de los puntos de contacto cuanticos, nos
restringiremos al caso de beam splitters simétricos, es decir ry = ro =r y t; =ty =1,
y procedemos a determinar las condiciones en que se filtra una de las componentes de
espin, lo cual se consigue al anular alguno de los autovalores, por ejemplo )\fl = 0.
En el primer caso que se analizard, se impone la condicién cos A, = 0, lo cual origina
que el factor de fase Up; sea diagonal con respecto a los ejes originales de cuantizacion.
En este caso el filtrado ocurre en los ejes no inclinados (non-tilted axis). El segundo
caso corresponde a cos A, # 0, y se encuentran nuevos ejes donde la componente de
espin para arriba es filtrada. En esta tltima situacién el filtrado ocurre en los ejes de

cuantizacién y es llamado ejes cuantizados inclinados (tilted quantization axes).

4.3.1. Filtro de Espin en Ejes no Inclinados

Considerando primero el caso non-tilted donde se toma la condiciéon cos A, = 0, lo
que implica que A, = (2/41)F donde [ es un ntimero entero. Para filtrar la componente
de espin para arriba del espinor a la salida del detector D; se considera la expresion

(4.20), y se impone que A2 = 0.

Tomando en cuenta la condicién sobre A, se puede obtener que Ay, = nA, = n(2[+1)7
donde % = 1. El valor de n nos indica la razon entre las longitudes de los brazos del in-
terferometro. Para distintos valores de 7 se determinan las amplitudes a la salida de los
detectores, para analizar asi el comportamiento del interferémetro. Para realizar dicho
analisis se considera que los coeficientes de reflexion y transmisién toman los siguientes
valores: r = \/Li yt= \/Li Esto se conoce en la literatura éptica como espejo semitrans-
parente (beam splitter) 50-50, debido a que transmite con la misma probabilidad con

que refleja.

En esta seccion se consideran los 1 = impar, ya que sélo este caso cumple con la
condicién de ejes no inclinados. Al usar expresion (4.20) y considerando APt = 0, se

obtiene la siguiente relacion:
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sin(mrpp —260) =0 Tpp — 20 = nm, (4.22)

donde n es un nimero entero. Usando las expresiones (4.22), (4.14) y (4.15) determinan

las relaciones entre las constantes de acoplamiento espin-orbita .y (3 y el flujo magnético

¥YB:

& = =8 (20 + /2 cos(n /2 — ),
(4.23)

8= nmﬁL(Ql + 1)w/2sin(7/2(pp — nm)).

En la Figura 4.5, se muestra la relacion entre las constantes de acoplamiento « y
3, en unidades de i/(m*L), con el flujo magnético adimensional g, para los valores
n=1,n=0y !l =0.En este caso las soluciones son hélices, dadas por las expresiones
(4.23).

Figura 4.5: Filtro de espin en ejes no inclinados. El gréfico muestra la relacién entre o, 3 y

¢B, cuando 7 es impar. La figura corresponde an=1,n=01=0

Usando la relacién (4.20) se puede obtener la amplitud AP! para el espinor de salida

en el detector D;. Dicho espinor sera:

0
Upr=1| . .. _ : (4.24)
i(—1)"*sinnA, sin(mpp + 20)V_
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donde el término que contiene la variable A, toma los siguientes valores sinnA, = +1.
En la Figura 4.6 se muestra un grafico en coordenadas polares del médulo de la am-
plitud como funcién del flujo. El espinor a la salida del detector Ds, considerando las
condiciones impuestas en el detector Dy, toma la siguiente forma al desarrollar los au-

tovalores expresados en (4.21):

i(—1)* sinpA, U, ) (4.25)

Uy —
b2 ( i(—=1)*1sinnA, cos(mpp + 20)V _

Como se puede apreciar, en el detector Dy no hay filtrado, pero es posible obtener
un cero en la segunda componente, si en D; se tiene una maxima eficiencia, es decir

sin(mpp +26) = 1 . Esta solucién es un filtrado opuesto al detector D;.

-0.5

-1

Figura 4.6: Filtro de espin en ejes no inclinados. Se muestra en coordenadas polares el médulo

de la amplitud en funcién del flujo magnético ¢g, en el detector D;.

4.3.2. Filtro de Espin en Ejes Inclinados

En este caso consideramos cos A, # 0 y nuevamente queremos satisfacer la condicién
de filtrado para la componente de espin para arriba en el detector Dy, es decir )\fl =0.
Tomando en cuenta la relacién para el filtrado y desarrollando la expresion (4.20), se

llega al siguiente resultado:
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cosmpp = sin A, sinnA, cos 26. (4.26)

La expresion anterior nos da la relacion entre las constantes de acoplamiento espin-
orbita «, 3y el flujo magnético y dicha relacion nos garantiza un filtro perfecto en los
ejes inclinados. En la Figuras 4.7 y 4.8 se muestra la relacién entre las constantes de
acoplamiento espin-orbita con el coseno del flujo magnético para distintos valores de 7.
Cada contorno corresponde a un valor del flujo ¢, para determinados valores de o y
(. Las zonas mas claras indican valores mas altos del flujo magnético, para las cuales
existe filtrado a la salida del detector D, mientras que las zonas grises representan un

valor cero para el flujo.

La amplitud AP! del espinor a la salida del detector D; se puede calcular usando la

condicién de filtrado. Dicha amplitud posee la siguiente forma:

AP = 2j cos mpp(cos A, cosnA, — sin A, sin nA, sin 26). (4.27)

Usando la relacién (4.26) en la expresién anterior, se calcula la probabilidad a la
salida del detector Dy, y dicho comportamiento se muestra en las Figuras 4.9 y 4.10.
En estas se observa el comportamiento de las constantes  y 3 para distintos 7. Las

zonas claras indican una alta probabilidad para lograr filtrar a la salida.

Para estudiar el comportamiento a la salida del detector Dy se analiza la probabili-
dad en dicho detector, y para ello se usan las expresiones (4.21) y (4.26), para realizar
los célculos correspondientes. En las Figuras 4.11-4.14 se presentan algunas gréficas

correspondiente a la probabilidad en dicho detector para diferentes valores de 7.
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Figura 4.7: Filtro de espin en ejes inclinados. Muestra la relacién entre oy 8 con el cos TYR.
Las zonas claras indican altos valores para el flujo magnético, para el cual ocurre filtrado. (a)

Corresponde a 7 =1 (b) corresponde a 7 = 2

(a) (b)

Figura 4.8: Filtro de espin en ejes inclinados. Muestra la relacién entre o y 3 con el cosmpg.
Las zonas claras indican altos valores para el flujo magnético, para el cual ocurre filtrado. (a)

Corresponde a 1 = 1/2 (b) corresponde a n = 1/+/2
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Figura 4.9: Filtro de espin en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector Dj.
Muestra la relacion entre o y 3. Las zonas claras indican mayor probabilidad para filtrar a la

salida. (a) Corresponde a n =1 (b) corresponde a 7 = 2

|
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Figura 4.10: Filtro de espin en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D;.
Muestra la relacién entre o y (3, considerando. Las zonas claras indican mayor probabilidad para

filtrar a la salida. (a) Corresponde a = 1/2 (b) corresponde a n = 1//2
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Figura 4.11: Filtro de espin en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D, para

n = 1. Muestra la relaciéon entre a y 5. Las zonas oscuras de color indican menor probabilidad

para filtrar a la salida. (a) Probabilidad de la componente de espin para arriba (b) Probabilidad

de la componente de espin para abajo

Figura 4.12: Filtro de espin en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D, para

n = 2. Muestra la relacién entre o y 3. Las zonas de color oscuras indican menor probabilidad

para filtrar a la salida. (a) Probabilidad de la componente de espin para arriba (b) Probabilidad

de la componente de espin para abajo
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(b)

Figura 4.13: Filtro de espin en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D, para
17 =1/2. Muestra la relacién entre « y 3. Las zonas de color oscuras indican menor probabilidad
para filtrar a la salida. (a) Probabilidad de la componente de espin para arriba (b) Probabilidad

de la componente de espin para abajo

@ (b)

Figura 4.14: Filtro de espin en ejes inclinados. Probabilidad en la salida del detector D, para
n=1/ V2. Muestra la relacién entre o y . Las zonas de color oscuras indican menor probabilidad
para filtrar a la salida. (a) Probabilidad de la componente de espin para arriba (b) Probabilidad

de la componente de espin para abajo



Capitulo 5

Interferémetro y Matriz Densidad

5.1. Estados Mezclados de Espin

Los estados puros no son la forma maés general en la que se puede encontrar un
conjunto de particulas. Se dice que un estado es mezclado cuando no puede ser repre-
sentado por un estado | x). Tanto a los estados puros como a los estados mezclados se
les puede asociar una determinada matriz densidad, la cual contiene toda la informacion

disponible del sistema [17].

Un estado mezclado no puede ser representado como una superposicion de los estados

| +) v | —). Se define el operador densidad p como:

p= ZCi | xi) (X | (5.1)

donde ¢; es la probabilidad de encontrar a la particula en el estado | x;). La matriz

densidad cumple con las siguientes condiciones:

me =Trp=1, (5.2)
p°# v, (5.3)

Trp* <1, (5.4)
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ph=p, (5.5)

Los elementos diagonales de la matriz densidad (y; | p | x;) indican la probabilidad
de encontrar a una particula en el estado | y;). La sumatoria de los elementos de la
diagonal nos da la probabilidad total, Ec. (5.2), mientras que la magnitud del vector
polarizacion estd entre 0 <| P |< 1. El maximo valor es | P |= 1, sélo si el haz estd en
un estado puro, y recibe el nombre de estado completamente polarizado. Si | P |= 0
entonces se tiene un estado despolarizado, mientras que si | P |< 1 el estado es llamado

polarizado.

Las componentes P; del vector polarizacion pueden ser calculadas mediante la si-

guiente relacion:

tr(po;) = P;. (5.6)

En el caso particular de tener un estado | ), se puede obtener una nueva repre-

sentacion de p:
1
p=3ll+ Poi, (5.7)

Donde I representa la matriz identidad. Usando la relacién (5.7), se puede obtener que

la traza de p? es:

tr(p) = 5 (14 | P ). (5.8)

Solo para el caso particular de un estado puro | P |= 1 se tiene que
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Trp* = 1. (5.10)

Se sabe que la entropia de von Neumann estd referida a sistemas cuanticos. La
entropia de un estado describe un sistema fisico que es una expresion cuantitativa de la
incertidumbre; esta incertidumbre estd conectada a un sistema fisico como la cantidad
de informacién llevada por el sistema. La entropia de un estado puede ser interpretada
como la falta de informacién en el sistema [28]. Un estado puro tendrd entropia cero,

es decir que no existe incertidumbre. En general la entropia se define como:
Sy = =Tr(pln(p)) = = > Ailn(N), (5.11)

donde \; son los autovalores de la matriz densidad. Si consideramos el caso de una matriz
densidad expresada como p' = UfpU, donde U es un operador unitario (UTU = I),
entonces la entropfa para p serd la misma que para p. Esto se debe a que ambas
matrices tienen los mismos atuovalores, debido a que p' s6lo es una rotacién, de la

matriz inicial.

5.2. Interferémetro con Estados de Inyeccion Mezclados

Consideremos un sistema con las mismas caracteristicas que el mostrado en la Figu-
ra 3.1 y con la condicién de L = W. A diferencia del caso anterior se inyectard un

estado mezclado, caracterizado por una matriz densidad pg, la cual sera expresada de

0
pp = < “ ) , (5.12)
0 Cy

donde ¢; y ¢y son las amplitudes de probabilidad y la traza de la matriz py, cumple

la siguiente forma:

con la condiciéon Trpy = ¢; + ¢ = 1. Las componentes del vector polarizacién para el

estado inicial inyectado se pueden calcular usando la relacién (4.3). Se obtiene:

Pf=0, PB/'=0, P:=Py=c —oc.
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La polarizacién para el estado de entrada tiene una sola componente distinta de cero
en la direccion z, la cual depende de las amplitudes ¢; y co. Como se discutio anterior-
mente el modulo del vector de polarizacion se encuentra entre cero y uno, entonces
0 > |c1 —co| > 1, ya que es un estado mezclado, y en el caso particular de ¢; = ¢5 = 1/2
se tiene un estado completamente despolarizado. Para el analisis que sigue a continua-

cién se considera el caso mas general donde ¢; # cs.

Se inyecta un estado mezclado al sistema, el cual incide sobre el primer beam splitter
para luego seguir los caminos uno y dos; éstos son reflejado por los espejos My y Mo,
pasan por el segundo beam splitter y por ultimo son recolectados en los detectores Dy y
Ds,. En este interferometro se calcularan las matrices densidad en dichos detectores y se
analizara la polarizacion y la entropia en las respectivas salidas. Las matrices densidad

a la salida de los detectores Dy y Dy son:
1 t
PD, — Up1poldpy, (5'13>
mq

1
PDy = —UszouLT (514)
mo

Las expresiones anteriores estan normalizadas por su respectivas trazas m; y mso. Los
factores de fase Up, y Up, estan definidos por las expresiones (4.12) y (4.13). El estado

a la salida, tomando en cuenta ambos detectores se expresa como:

ps = M1pp1 + Mapp2. (5.15)

El estado a la salida ps debe tener la informacién fisica del sistema, por lo cual
dicho estado se puede escribir como rotaciones de p; = UpoU' =, donde UUT = I. Esto
nos indica que aunque la informacién local en cada detector se obtiene mediante pp;, la
informacion total debe estar contenida a la salida. Para obtener los pp; en los detectores

se definen las siguientes variables:
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& = cos? A, — sin® A, sin 26,
& = cos A, sin A, (cos 6 + sin 0), (5.16)

&3 = sin® A, cos 26.

Considerando las definiciones (5.16), la matriz densidad a la salida del detector Dy

toma la siguiente forma:

Pp1 = — : . , .
mi \ ApL(l+1id) Al +1A& —ALS(L+id) ALG — 1AL

1 <A+£1—iA-€3 —A&(1—1) )p0<Ai§1+iAi§3 As6(1 - 1) >

Donde my = Tr(U DlleU]T)l). Desarrollando la expresién anterior y considerando

nuevamente el caso de un beam splitter simétrico, donde r = \/Li yt= \/Li’ se obtiene:

1—4)sinm sinior P
c1lcos Tppér + sinippés)? ( ) B . vph&1
. — cos T R&s
S +2¢y sin® TppE2
PD1 = 7 7
(14 ) sinTppéslsinipp P& Colcos Topér + sin1ppés)?
— cos TRy +2¢; sin® mppE2

donde F, es la polarizacion del estado inicial inyectado y la traza pp; es:

2 2 2 .9 2
mi; = COS“ T + 2 + sin“ 7
1 903(51 52) ©B&3 (5'17>

+ 2sin mpp cos e Pyé1&s.

Usando los resultados anteriores procedemos a calcular las componentes del vector

de polarizacién, para pp;. Usando (2.2) las componentes de P p; son:
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1 .
Pp, 252 cos mppéa(cos T Po&i + sinmppés),
1

1 :
P}l =—2cosmppéa(cos mppPo&y + sin mopés),
my (5.18)

1
Pp, :E(COSQ TopPo(& — 263) + sin® Top Po&3
1

+ 2sinmpp cos Tep&i€s).

Como se puede observar en las expresiones anteriores, las componentes de P p; tienen
una dependencia proporcional a la polarizacién P, del estado inicial inyectado. Para el
caso particular de un estado completamente despolarizado ¢; = ¢; = 1/2, se obtiene

polarizacion a la salida de D;. Para este caso tiene que:

in 2o s /€7 1 260
|Ppy| = —Sn2menbay/E + 26 (5.19)

cos2 Tpp(E2 + 262) + sin® mppe?’

La matriz densidad en el detector Dy se puede obtener cambiando AL — B4 en

(5.2). La traza de pp, es:

me = sin’® 24262 + cos’ 2
2 903(51 ’52) ©B&3 (5'2())

— 2cos g sin o Pp&is.

Las componentes del vector polarizacién para pps, se pueden calcular al usar (2.2).

Para este caso, dichas componentes son:
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1. )
PEQ = 52 sin pp&a(sin pp Pp&y — cos mppés),
2

1 _ . )
PyD2 = —2sin pp&(sin pp Poé — cos Tepss),
ma (5.21)

1
pPP? — — sin? mopPy(£] — 263) + cos® mpp Poks
2

— 2sinmpp cos Y& &s.

El comportamiento de la polarizacion en este detector es similar a la del caso anterior.
Facilmente se puede obtener la entropia del estado inyectado, usando la expresion (5.11).
Esta es S, = —c1In(c1) — c2In(cz). La entropia a la salida del detector D; (i=1,2)

toma la siguiente forma:

Step) = —I(ppiIn(ppi))- (5.22)

La expresion (5.22), nos da solo informacién local en cada detector. Para estados mez-
clados se sabe que la entropia sera mayor a cero, lo que implica que el médulo del vector
polarizacion no serd maximo. Esto nos indica que existe una relacion entre la entropia
y el vector polarizacion. La entropia del sistema a la salida, es decir considerando los

dos detectores se expresa como S(,,) = =1 (p,In(p;)).



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se analizo el comportamiento de un interferémetro Mach-Zehnder,
para distintas situaciones. Como se mencioné anteriormente, el sistema se caracteri-
z6 por estar en presencia de un flujo magnético y por tener interaccién espin-érbita

tipo Rashba y Dresselhaus, obteniendo asi una representacién SU(2) x U(1).

Al estudiar el filtro en los ejes no inclinados y considerando sélo valores impares de
7, se obtiene una relacién entre las constantes de acoplamiento espin-orbita y el flu-
jo magnético, obteniendo como solucién hélices,(Figura 4.5). Para este caso es posible
obtener una solucién localizada, si se cumple sin(mpp + 260) = 0, y es posible filtrar en
ambas salidas del interferémetro, cuando sin(mpp + 20) = 1. También se verificé que
el caracter no Abeliano de la interaccién espin-érbita es suficiente para introducir una

diferencia de fase en las senales que llegan a cada detector, y obtener un filtro de espin.

Por 1ltimo se analizé un interferémetro de brazos simétricos al inyectar un estado
mezclado, caracterizado por una matriz densidad pg. Se encontré en cada detector, que
el vector polarizacion es proporcional al médulo de la polarizacion del estado inyectado.
Como la entropia y la polarizacién estan intimamente ligadas, cualquiera de estas can-
tidades puede utilizarse para cuantificar el grado de pureza del estado. En particular,
un estado de spin 1/2, puro, esté siempre polarizado al maximo, por lo cual la entropia
es minima (nula). En el caso de un estado mixto se tiene entropia distinta de cero.
En algunas instancias, emplear la entropia para cuantificar el grado de incertidumbre

en la informacién del estado puede resultar mas simple que el calculo de la polarizacion.
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Al usar la matriz densidad en cada detector para evaluar alguna cantidad fisica se
obtendra que ésta sélo nos dara informacién local. En este sentido, es razonable esperar
que localmente se estén generando las correlaciones que se observan en el interferometro.
El suponer que los detectores reciben amplitudes que no interfieren, es algo inadecuado
porque las senales a la salida estdn correlacionadas y al eliminar las coherencias (ma-
triz densidad sin elementos fuera de la diagonal), se eliminan las correlaciones. Esto
equivale a desechar la informacion de la interferencia. Resulta interesante notar que

este reultado soélo se captura en una formulacion de matriz densidad.



Apéndice A

Relacion de Unitariedad

Up, U}, + Up,Ub, =1 (A.1)

Usando las férmulas (4.12), (4.19) y (5.16) se desarrolla el primer término de la
expresion (A.1):

Up,Up, =

A6 —iA G —ALG(1 1) AL +iAT G ATE(1 —1)
ALl +14) A& +Hi1A-&G —ALL(1+1) AL —iA G

) 2 2 2 2
+262) +

sm‘ Top (&7 + 283) + cos® mppE; (1 — i) sin 2mpp&aés

+sin 2mpp&i&s

cos? mpp(&F + 263) + sin® Tpp&s

(14 4)sin 2mpp&aés .
—sin 2mpp&i&s

Cambiando AL — By, se realiza el mismo procedimiento para el segundo término

de la expresion (A.1). Se llega obtiene resultado:
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cos? mpp(£2 4+ 262) + sin® mppE2 AP

‘ (&1 2) 3 —(1 —4) sin 2mpp&aés
—sin 2mpp&iés
sin® mpp (& + 263) + cos® mppé3

—(1414)sin 2mpp&aés ‘
+sin 2mpp&i&s

Sumando Up, Ugl + UDQUIT)2 se obtiene:

1 0
(£%+2£§+£§)(0 1)

Utilizando la definicién (5.16) se puede encontrar la siguiente relacion: £ +2£3+£2 =

1. Fécilmente se verifica que Up, U]'_t)1 + Up, ULQ =1



Apéndice B

Graficas en Mathematica 5.0

Filtro en ejes no inclinados

Se define:

In[l]=7 = (2l 4+ 1)Pi/2
In[2]=l =0

In[3]=n =1

Grafico correspondiente a la relaciéon entre o, 8y ¢p

Gréfico correspondiente a 1,

In[4]=ParametricPlot3D[{ n1 7 Cos[Pi/2 ¢g],m 7 Sin[Pi/2 ¢B], ¢vB}, {¢¥B, 0, 14},

BoxRatios — > {1, 1, 1}, AxesLabel — > {a, 3, vB}, BoxRatios — > {1, 1, 1}]

Grafico correspondiente a la amplitud en coordenadas polares para 7,

In[5]=PolarPlot[Sin[2 Pi ¢5], {¢s, 0, Pi + 0.4}, PlotPoints — > 800]

Filtro en ejes inclinados

Grafico correspondiente a la relacion entre «, 3 y cosmpp

In[6]=ContourPlot[(Sin[Sqrt[al fa® + beta?]] Sin[n Sqrt[alfa® +beta®]] (alfa® - beta?))/(alfa® + beta?),
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{alfa, -2 Pi, 2 Pi}, {beta, -2 Pi,2 Pi}, PlotRange — > {-1, 1}, PlotPoints — > 800, Contours — > 20]

Los valores de 7 toman valores enteros, fracionarios ¢ irracionales.
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